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SACEMA ، مركز DST / NRF للتمیز في التحلیل الوبائي والنمذجة ، جامعة ستیلینبوش ، جنوب أفریقیا

ملخص

بالنسبة للنماذج السكانیة ذات المعامل الدوري الجیبي ، نوضح أن معدل النمو وقابلیة التكاثر ھي حلول لمعادلات بسیطة تتضمن كسورًا
مستمرة. على سبیل المثال ، نعید النظر في نموذج SEIS مع فترة استجابة ثابتة ، وفترة معدیة موزعة بشكل كبیر ومعدل اتصال جیبي مأخوذ
من [Math. Biosci. 145 (1997) 77-88]. نوضح أنھ بصرف النظر عن عدد قلیل من قیم المعلمات الاستثنائیة ، فإن عتبة الوباء لا تعتمد

فقط على متوسط   معدل الاتصال ، ولكن أیضًا على اتساع التقلبات.

1 المقدمة

، مع الخصوبة  ومع الوفیات ، t درس لوتكا (1939) نموذجًا سكانیاً خطیاً یربط عدد الموالید لكل وحدة من الوقت إلى الوقت    
: x في سن

حیث r ھو الجذر الوحید للمعادلة . أظھر ذلك  وإجمالي عدد السكان ینمو أضعافا مضاعفة ، كما  مع 

نظائرھا المنفصلة في (1) و (2) ھي نموذج مصفوفة مجتمع لیزلي والمعادلة الممیزة لمصفوفة لیزلي (1945). درس أویلر بالفعل حالة معینة
في عام 1760. غالباً ما نسمي (2) "معادلة أویلر-لوتكا". استخدم Lotka الترمیز

) إذا  . یقلل ( ) إذا  ھو التكاثر. عدد السكان ینمو ( ھو متوسط   عدد الأحفاد الذین ولدھم الفرد خلال حیاتھ. 
. یظھر النموذج (1) أیضًا في دراسة الثبات الخطي للتوازن الخالي من الأمراض للنماذج الوبائیة: ثم یمثل المتغیر x الوقت المنقضي منذ

الإصابة و حدوث الإصابات في بدایة الوباء (دیكمان وھیستربیك ، 2000).

    تظھر على العدید من الحیوانات والنباتات والعدید من الأمراض المعدیة تقلبات موسمیة. تؤثر ھذه التقلبات على كل من معدل النمو وقابلیة
التكاثر. (Thieme، 1984؛ Jagers، 1985) استبدال النموذج (1) بـ

ھي وظیفة الدوریة لل ر الفترة T . عندئذ یكون معدل النمو r ھو الرقم الحقیقي الوحید الذي یساوي نصف القطر الطیفي لعامل
T ، 1 التكامل الخطي ، على مساحة الوظائف الدوریة الدوریة للفترة
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(Bacaër and Guernaoui، 2006؛ Bacaër، 2007) اقترحوا أن قابلیة التكرار یمكن تعریفھا بنفس طریقة نصف القطر الطیفي للمشغل

. إذا كانت الوظیفة على نفس المساحة وظائف مستمرة الدوریة للفترة T . كما كان من قبل، إذا  و  إذا 
.Lotka یتم تخفیض ھذه التعریفات والنتائج إلى تلك الموجودة في ، t لا تعتمد على

    لنفترض الآن ذلك

. نحدد ،  و  مع 

. نحدد ومن المفترض 

وقد أظھر Coale (1972 ، الفصل 6) مع تدوینات مختلفة  إلى عن على  أین صغیر  یعرف ضمنیا و  صراحة من
قبل

یدل على الجزء الحقیقي من العدد المركب z . في (باكیر ، 2007) ، أظھرنا بنفس الطریقة  إلى عن الرمز 
على  أین صغیر

    في ھذه المقالة ، قمنا بتكییف طریقة یستخدمھا (فقط ، 2000). نظھر في الحالة المعینة (6) أن معدل النمو وقابلیة التكاثر ھما أكبر الجذور
الحقیقیة للمعادلات ذات الكسور المستمرة.

. لاحظ مرة أخرى على الجانب الأیمن أنھ یجب أن تأخذ الجزء الحقیقي من الكسر المستمر. یمكن استخدام ھذه المعادلات البسیطة
نسبیاً لحساب معدل النمو والتكاثر. إذا كتبنا على سبیل المثال للإصرار على اعتماد معدل النمو على المعلمة ، ثم سنرى أن لدینا عدم

) لا یمكن الحصول علیھا ببساطة عن . وبعبارة أخرى ، عتبة النمو السكاني ( المساواة بشكل عام  إلى عن على 
Williams) من SEIS / SEIR ھذه النقطة موضحة بنموذج وباء . طریق حساب متوسط   المعامل الدوري لأن ھذا سیكون معادلاً 

and Dye، 1997) ، والذي یتضمن فترة زمنیة ثابتة وفترة معدیة موزعة بشكل كبیر.

    نحصل على المعادلتین (10) و (11) في القسم 2. ونجد منھما الصیغ التقریبیة (8) و (9) في القسم 3. نموذج وباء SEIS / SEIR لـ
(1997 (Williams and Dye) كمثال في القسم 4. یذكر الاستنتاج أمثلة أخرى.
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2. إثبات رقم (10) و (11)

    وفقاً لـ (Thieme، 1984؛ Jagers، 1985) ، فإن نصف القطر الطیفي للعامل الخطي الإیجابي (5) ھو دالة متناقصة لـ r ومعدل نمو
النموذج (4) ھو الرقم الحقیقي الوحید بحیث نصف القطر الطیفي یساوي 1. وبالتالي ، فإن معدل النمو r ھو أیضًا أكبر عدد حقیقي بحیث توجد

وظیفة دوریة غیر تافھة  مع

. تأمل تحلیلات سلسلة فورییھ ، T مع وظیفة دوریة للفترة أولا النظر في الحالة حیث 

. كما لوحظ (Coale، 1972؛ Williams and Dye، 1997) ، المعادلة (12) تعادل نظام لا نھائي من المعادلات الخطیة مع 

و  یعرف بـ (7).

نظام مكتوب (13) . لان      الآن النظر في حالة معینة حیث 

یمكننا تكییف الطریقة التي یستخدمھا (فقط ، 2000) لنظام ثلاثي الأبعاد مماثل. لنعید كتابة النظام (14)

إذا كانت k = 0 ، تتم كتابة ھذه المعادلة

ولكن (15) ، مع استبدال k -1 أو k + 1 ، تظھر أیضًا

دعونا نجمع (16) و (17) - (18) بشكل متكرر. نحصل على الكسور المستمرة

ھي أرقام مترافقة معقدة ، نصل إلى "المعادلة الممیزة" (10). معدل النمو r ھو الحل الأكبر. لان  و 

    والدلیل على (11) مشابھ بدءا من المشكلة
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، ھو أكبر عدد حقیقي، تكون ھذه المعادلة لھا حل صفریة الدوري من فترة T . لحالة محددة 
المعادلة (19) تؤدي إلى

والمعادلة (11).

3. الصیغ التقریبیة (8) - (9)

    بدءًا من (10) - (11) ، یمكن للمرء بسھولة العثور على التقدیرات (8) - (9) ، والتي تم إثباتھا بطریقة أكثر تعقیدًا في (Coale ، 1972 ؛
.(Bacaër ، 2007

. إذا كانت ε = 0 ، فسیتم إلغاء الجانب     لنبدأ بمعدل النمو r . دعونا نبحث عن تقریب لـ ε صغیر من النموذج 
، وھو بالطبع مطابق لمعادلة أویلر-لوتكا (2). بالمناسبة ، التغییر الأیمن من (10) ونحصل  كحل (فرید) للمعادلة 

. الآن العامل الخطي یتوافق مع استبدال  مع 

على مساحة الوظائف الدوریة للفترة T لھا نفس القیم الذاتیة مثل العامل الخطي (5) ، یتم تحویل وظائف eigen للتو بواسطة T / 2 . لإبراز
. (باكیر ، 2007) استخدم حجة مماثلة لتقریب التكاثر. . لقد فعلنا ذلك  و  اعتماد r على ε دعنا نكتب

، نملك . معدل النمو r ھو حل المعادلة الضمنیة (10). لان     لذلك لدینا  وعلینا أن نحدد 

إیجابي بشكل صارم على الأقل خلال فترة زمنیة صغیرة). اذا لدینا و (على سبیل المثال أن الوظیفة 
. للحفاظ على التعبیر التربیعي فقط في ε على الجانب الأیمن من المعادلة (10) ، نستبدل المقام بأقرب

. نحن نھمل الباقي التربیعي في ε من الكسر المستمر. نحصل تقریب ترتیب لھ. نستبدل مع 

لكن

. نحدد التعابیر التربیعیة في ε في (20). ھذا یعطي نستخدم التقریب ل 

وھو ما یعادل (8). یمكن كتابة ھذه الصیغة في شكل مختلف قلیلاً. في الواقع ، مع

. وبالتالي نملك 

.(Coale، 1972) وھو مطابق بشكل أساسي لصیغة (6.27) من
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. للحفاظ على الجانب ، نملك  ε صغیر. من المعادلة (3) أو المعادلة (11) مع     كذلك، 
. نحن نھمل بقیة الكسر الأیمن فقط من المعادلة (11) التعبیر التربیعي في ε ، نستبدل المقام بأدنى تقریب تقریب ، باستخدام 

المستمر لأنھ تربیعي في ε. نملك

ھذا یؤدي إلى الصیغة (9).

4. نموذج SEIS مع فترة الكمون الثابتة

4.1 الخلفیة

    النماذج الوبائیة تسمى SEIR أو SEIS لھا فترة كمون وحجرة معدیة. لقد كانوا موضوعًا للعدید من الدراسات الریاضیة أو العددیة ،
Aron and ؛Schwartz and Smith، 1983 ؛Williams and Dye، 1997) ًبالإضافة إلى ذلك ، یكون معدل الاتصال دوریا

Schwartz، 1984؛ Kuznetsov and Piccardi، 1994؛ Moneim and Greenhalgh، 2005 ؛ ما وما ما 2006). (إیرن وآخرون
Grassly and وآخرون ، 2006 ؛ Altizer) في جدري الماء ، بینما (Deguen et al. ، 2000) ، 2000) مھتمة بشكل خاص بالحصبة ،

Ma and) و (Williams and Dye، 1997) یقدمان مراجعات عامة. على الرغم من أھمیتھا لقضایا الاستئصال ، إلا أن (Fraser ، 2006
Ma، 2006) قد درسوا عتبة الوباء ، التي تعتمد على المعادلات الخطیة بالقرب من التوازن دون مرض. تركز المراجع الأخرى على

المواقف المستوطنة ، وتبحث عن الفوضى أو تحاول تقدیر المعلمات ، وتذكر فقط المشكلة قبل التحول مباشرة إلى نماذج أبسط بدون فترة
تأخیر. كل ھذه المراجع تأخذ فترة معدیة توزع أضعافا مضاعفة.

    (Williams and Dye، 1997) تستخدم سلسلة فورییھ لدراسة الحالة التي تكون فیھا فترة الكمون ثابتاً ثابتاً وحیث یكون معدل الاتصال
وظیفة دوریة عشوائیة. یؤكد المؤلفون أن معدل نمو المعادلات الخطیة یعتمد على معدل الاتصال الدوري فقط بقیمتھ المتوسطة. یظھر أدناه

للحالة الخاصة لمعدل الاتصال الجیبي أن ھذا یمكن أن یكون صحیحًا فقط للقیم الاستثنائیة للمعلمات. یمكن للمرء أن یدرك ذلك باستخدام
.(Coale ، 1972) الصیغة التقریبیة (9) من

    (Ma and Ma، 2006) یدرس عددیاً نموذج SEIR وھو نظام من المعادلات التفاضلیة العادیة ، والذي یتوافق مع فترة الكمون الموزعة
. وجد المؤلفون أن متوسط   قیمة معدل الاتصال لم یكن كافیا لتحدید عتبة الوباء. (باكار ، أسیاً ، مع معدل اتصال یختلف حسب 
.ε 2007) أكد تحلیلیاً ھذه الملاحظة باستخدام الصیغة التقریبیة (9) ، والتي تظھر في ھذا المثال أن التكاثر ، وبالتالي عتبة الوباء ، تعتمد على

    (فقط ، 2000) یستخدم سلسلة فورییھ لدراسة معادلة خطیة تفاضلیة تأخیر ، والتي ھي رسمیاً مثل الخطیة لنموذج SEIS أو SEIR مع
للمعلمة المقابلة لمعدل الاتصال ، وھو غیر مناسب في سیاق فترة زمنیة ثابتة. ومع ذلك اختار المؤلف الوظیفة

دینامیكیات السكان حیث یجب أن یكون معدل الاتصال إیجابیاً (الدافع (فقط ، 2000) ھو مشكلة مھندس). توصل المؤلف إلى معادلة ممیزة
لمعدل نمو نموذجھ متضمناً كسورًا متواصلة شبیھة بـ (11).

4.2 النموذج

    دعونا نعود إلى حالة فترة الكمون الثابتة التي نظر فیھا ویلیامز وداي (1997) ونذكر الصیغ المختلفة الممكنة لنموذج SEIS نفسھ. نلاحظ
أن نموذج SEIR یؤدي إلى نفس المعادلات الخطیة بالقرب من التوازن دون مرض. لذا فإن لھا نفس عتبة الوباء.

    تحتوي الصیغة مع معادلة تفاضلیة جزئیة على ثلاثة أقسام:

ھو السكان الأصحاء في الوقت ر
إصابة السكان ولكن لیس معدیا بعد، وھو في الوقت تي تم إصابة ل س حدات الوقت

ھو السكان المعدیة في الوقت ر .

معلمات النموذج

 : مجموع السكان ، الذي لا یزال ثابتاً ؛
 : فترة الكمون الثابتة ؛

 : معدل شفاء الأشخاص المُعدیین ، بحیث یتم توزیع الفترة المُعدیة أضعافاً مضاعفة ؛
. T الاتصال معدل في وقت تي ، التي ھي وظیفة دوریة مع الفترة :

النموذج ھو

R0 ≃ R0,0 + R0,2 ε2ε = 0R0,0 = ϕ0(0)
R0,0 = ϕ0(0)

R0

ϕ0(0)
− 1 ≃ 2 Re(

ε2/4

ϕ0(0)/ϕ1(0) − 1
) .

1 + ε cos ωt

c(t) = ε cos(ωt)

S(t)
E(t, x)

I(t)

N
L
a

c(t)



. من خلال دمج المعادلة التفاضلیة الجزئیة على طول الخطوط الممیزة ، نحصل علیھا مع 
. وبالتالي یمكن كتابة النظام بشكل أكثر إحكاما باستخدام معادلات التأخیر التفاضلي:

. نحصل نقوم بترتیب ھذه المعادلات خطیا بالقرب من التوازن دون مرض 

ھو عدد الإصابات الجدیدة لكل وحدة زمنیة في الوقت t في ھذا النموذج الخطي. نملك

و t ونقوم بتغییر المتغیر. نحصل على المعادلة المتكاملة التالیة لـ  : نحن ندمج بین 

مع

. المعادلة (21) لھا الشكل (4) مع 

4.3 مثال عددي

، بحیث  مع     لنفترض الآن كما في المعادلة (6) ذلك 
. حسب التعریف (7) لدینا

یمكننا بعد ذلك حل المعادلتین الضمنیتین (10) و (11) لمعدل النمو والتكاثر بقیم مختلفة من المعلمات باستخدام ثنائي الانقسام البسیط. لاحظ
، مع الخوارزمیة التكراریة على سبیل المثال أن المقام على الجانب الأیمن من المعادلة (10) یمكن تقریبھ بالرقم المركب 

الخطأ الذي تم إدخالھ صغیر جدًا إذا تم أخذ n بشكل كافٍ. استخدمنا n = 20 ولكن النتیجة مع n = 2 قریبة جدًا بالفعل. علاوة على ذلك ،
ھي الأكبر. یوضح الشكل 1 یجب توخي الحذر مع الانقسام لأن المعادلتین (10) و (11) یمكن أن یكون لھما جذور حقیقیة عدیدة: ص و

أخذنا نفس القیم الموجودة في (Williams and Dye، 1997). إلى عن . لـ T و قابلیة التكاثر كدالة لفترة الكمون L ، لقیم مختلفة من
كما في (Williams and Dye، 1997). ولكن لاحظ مع المعادلة (11) أنھ إذا ، أخذنا  في مكان  على

مضروباً في نفس الثابت. لذا یبقى شكل الشكل 1 كما ھو ولكن بمقیاس مختلف على المحور الرأسي. مضروباً في ثابت ، ثم 

dS

dt
(t) = −c(t)S(t) I(t)/N + a I(t) , E(t, 0) = c(t)S(t) I(t)/N

∂E

∂t
(t,x) +

∂E

∂x
(t,x) = 0 (0 < x < L) ,

dI

dt
(t) = E(t,L) − a I(t) ,

E(t,x) = 0 ∀x > L

E(t,L) = E(t − L, 0)

dS

dt
(t) = − c(t)S(t) I(t)/N + a I(t) ,

dI

dt
(t) = c(t − L)S(t − L) I(t − L)/N − a I(t) .

(S = N , I = 0)

dI ∗

dt
(t) = c(t − L) I ∗(t − L) − a I ∗(t) .

i∗(t) = c(t) I ∗(t)

d

dt
[ea t I ∗(t)] = ea t i∗(t − L) .

−∞i∗(t)

i∗(t) = c(t)∫
∞

0
f(x) i∗(t − x) dx , (21)

f(x) = {
0 ∀x < L ,

e−a(x−L) ∀x > L .
(22)

Φ(t,x) = c(t) f(x)

c(t) = c0[1 + ε cos(ωt)]Φ(t,x) = (1 + ε cos(ωt))ϕ(x)
ϕ(x) = c0 f(x)

ϕn(s) = c0 ∫
∞

L

e−a(x−L) e−sx−niωx dx = c0
e−sL−niωL

s + a + niω
. (23)

z1

zn =
1

ϕn(r)
− 1 , zk−1 =

1

ϕk−1(r)
− 1 −

ε2/4

zk
(k = n,n − 1, … , 2).

R0

εa
c0c0/a = 1,2c0/a = 1,5c0

R0



. معلمات الشكل 1. الشكل التكراري  اعتمادًا على فترة الكمون  إلى عن على 
. ،  و  أخرى:

جزء كبیر من المنحنى  أقل من 1     لقیمة معینة من فترة الكمون ، یمكن أن تختلف قابلیة التكاثر بشكل كبیر كدالة ε . إلى عن على
) أعلى من ھذا الحد: متوسط   معدل الاتصال من شأنھ توقع نتیجة ، أي تحت عتبة الوباء ، بینما  (القیمة المطابقة 

خاطئة. فیما یلي بعض الملاحظات الأخرى:

 مستقل عن  إذا 
T وھي دوریة مع الفترة L ھي دالة لـ

، وبالتالي أیضا إذا L مضاعفاً صحیحًا لـ T ؛ لا یعتمد على ε إذا
. لفترة زمنیة معینة L ، یمكن أن تكون قابلیة التكاثر وظیفة زیادة أو تناقص

. بدون دوریة ، لا تؤثر فترة الكمون على عدد النقطة الأولى معروفة جیدًا: باستخدام (3) أو (11) ، لدینا  إذا 
الحالات الثانویة لأن جمیع الأفراد ینجون من فترة الكمون ویصبحون معدیین ولأن معدل الاتصال یبقى كما ھو.

    النقطة الثانیة ناتجة عن المعادلة (11) وحقیقة ذلك

لم یتغیر عندما L یتم استبدال L + T . بشكل حدسي ، یعاني الفرد المصاب من نفس البیئة بعد فترة الكمون L أو بعد فترة الكمون L + T ؛
ینتج نفس العدد من الحالات الثانویة.

    النقطة الثالثة معروفة أیضًا. إذا كان L = 0 ، یتم تقلیل النموذج إلى نموذج SIS مع فترة معدیة یتم توزیعھا أضعافاً مضاعفة. في ھذه الحالة
Bacaër، 2007، ؛Bacaër and Guernaoui، 2006، §5) بالذات ، یتم الحصول على التكاثر عن طریق حساب متوسط   معدل الاتصال

ھو حل (11) إذا L = 0 ، لأن 5.1.1§، والمراجع المدرجة). في الواقع، 
خیالي بحت لأي عدد صحیح 1 : الجانبان الأیمن والأیسر لـ (11) یساوي 0.

مع     لفھم النقطة الرابعة ، نستخدم الصیغة التقریبیة (9). نملك

).  إذا وفقط إذا  إلى عن على  ضغیر،  ھي وظیفة متزایدة (أو متناقصة) لـ  إذا  (أو 
ھو رقم وھمي خالص. ھذا الشرط مكتوب

R0Lε ∈ {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1}
T = 1log 2/a = 1/12c0/a = 1,2

ε = 1R0

R0,0 = c0/aε = 0

R0Lε = 0
R0

R0L = 0
ε

R0 = ϕ0(0) = c0/aε = 0

ϕn(0) = c0 e−niωL/(a + niω)

R0 = c0/a

R0/ϕn(0) − 1 = R0(a + niω)/c0 − 1 = niω/a

R0 ≃ R0,0 + R0,2 ε2

R0,0 =
c0

a
, R0,2 =

c0

2 a
Re( 1

eiωL(1 + iω/a) − 1
) .

εR0εR0,2 > 0R0,2 < 0R0,2 = 0
eiω L(1 + iω/a) − 1

cos(ωL) −
ω

a
sin(ωL) − 1 = 0.



نحدد  الرقم الحقیقي الوحید مع

. اذا لدینا  إذا وفقط إذا . ھذا depends یعتمد فقط على المنتج ذلك بالقول 

، نملك  إذا  أو  . لان ذلك بالقول  إلى عن على 
. على وجھ الخصوص ، مع القیم العددیة في الشكل 1 ، إذا   مع 

. ولكن على عكس ما قد یوحي بھ الشكل 1 ، فإن المنحنیات الأربعة لا تعبر الخط الأفقي  بالضبط في  لكن
قریب جدا.

كما كان من قبل. معدل النمو لیست وظیفة ،  و      وبالمثل ، یوضح الشكل 2 معدل النمو كدالة لفترة الكمون لقیم مختلفة من  لكن مع 
. T و L ینخفض   ھذا المعدل مع فترة الكمون ، ولكن لیس بشكل رتیب. ھناك الأصداء بین . L الدوریة لل

. المعلمات الأخرى ھي الشكل 2. معدل النمو  اعتمادًا على فترة الكمون  إلى عن على 
كما في الشكل 1.

إذا كان L من مضاعفات T ، أي مع  في الواقع ، تذكر ذلك  ھو الحل     ومع ذلك،  لا تزال مستقلة عن 
الوحید للمعادلة

 ھو أیضا حل المعادلة (10) لأن

ھو خیالي بحت ل  : الجانبین الأیسر والأیمن لـ (10) صفر.

    لفترة الكمون العام L ، باستخدام (8) و (23) ، لدینا  إلى عن على  صغیر مع  تم تعریفھ ضمنیاً بواسطة

معطاة بواسطة (8) و (23). مع

ψ ∈ (0, π/2)

cos ψ =
1

√1 + (ω/a)2
, sin ψ =

ω/a

√1 + (ω/a)2
,

ψ = arctan(ω/a)aTR0,2 = 0

cos(ωL + ψ) = cos(ωL) cos ψ − sin(ωL) sin ψ =
1

√1 + (ω/a)2
= cos ψ ,

ωL + ψ = ±ψ + 2kπk ∈ Z ω = 2π/T  R0,2 = 0L = k T

L = (k − ψ/π)Tk ∈ ZR0,2 = 0L/T = 1 − ψ/π ≃ 0,794
R0 = c0/aL/T = 1 − ψ/π

εTc0a

rLε ∈ {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1}

rεL = k Tk = 0, 1, 2 …r0

ϕ0(r0) = 1 ⇔ c0 e−r0kT /(r0 + a) = 1 .

r = r0

1/ϕn(r) − 1 = (r0 + a + niω) er0kT /c0 − 1 = niω er0kT /c0

n ≥ 1

r ≃ r0 + r2 ε2εr0

ϕ0(r0) = 1 ⇔ c0 e−r0L/(r0 + a) = 1 .

r2



نحصل

5. الخلاصة

    بصرف النظر عن نماذج SEIS / SEIR المذكورة في القسم السابق ، یتم تقلیل الاستقرار الخطي للتوازن التافھ للعدید من النماذج السكانیة
تعطى بواسطة (6). ھذا ھو الحال بشكل خاص بالنسبة للنماذج الوبائیة مع n المقصورات المصابة الأخرى إلى المعادلة (4) ، حیث 

) وبوظیفة التلامس الجیبیة فقط. انظر (Bacaër، 2007) ومراجع الملاریا ، حیث تتبع العدوى دورة (
والكولیرا. نموذج وباء SIS / SIR مع فترة معدیة ثابتة L ومعدل ملامسة جیبیة یتوافق مع

في ھذه الحالة،

كما ھو الحال في الجزء السابق، واستنساخ ومعدل النمو تكون مستقلة عن ε إذا L من مضاعفات T . ھذه حالة متدھورة ، حیث لا یوجد سبب
لفترة العدوى لعلاقة حسابیة مع فترة الاتصال ، والتي عادة ما تكون أسبوعًا (اتصال أقل في عطلات نھایة الأسبوع) أو سنة. (عدد أقل من

الاتصالات خلال العطلة الصیفیة لأمراض الطفولة ، وزیادة احتمال انتقال الأمراض المنقولة جواً خلال فصل الشتاء). و L = T حالة تلقت
مع ذلك الكثیر من الاھتمام في الأدب الریاضیة (كوك وكابلان، 1976؛ سمیث، 1977؛ نوسباوم و 1977 و 1978).

    إن الأھمیة الأكثر عمومیة لنتائجنا ھي أن متوسط   معدل التكاثر ومعدل النمو یجب أن یعتبر استثنائیاً. بصرف النظر عن الحالات المتدھورة
المشابھة لتلك التي سبق ذكرھا ، فإن الوضع الوحید لمعرفتنا حیث یكون المتوسط   صحیحًا ھو أنھ مع المقصورة المعدیة ، فترة معدیة موزعة

بشكل كبیر ولا فترة الكمون (Bacaër and Guernaoui، 2006، §5؛ Bacaër، 2007، §5.1.1 ومراجعھا). لا یعد المتوسط   صحیحًا
لأي انحراف ، على سبیل المثال جزأین معدیین لأمراض ناقلات الأمراض (Baca ،r ، 2007 ، §4.1) ، أو فترة معدیة لا یتم توزیعھا بشكل

.(Bacaër، 2007، §5.1.2) أو فترة الكمون غیر الصفریة ، (Baca ،r ، 2007 ، §5.1. 1) كبیر

شكر

.Stellenbosch في SACEMA ل NB تم ھذا العمل أثناء زیارة

المراجع الببلیوغرافیة

 
 

 
 

 

 
 

ϕ1(r0) = c0
e−r0L−iωL

r0 + a + iω
= c0

e−r0L

r0 + a
×

e−iωL

1 + iω/(r0 + a)
=

e−iωL

1 + iω/(r0 + a)
,

ϕ
′
0(r0) = −c0

e−r0L

r0 + a
(L +

1

r0 + a
) = −(L +

1

r0 + a
) ,

r2 = −
1

2 ϕ′
0(r0)

Re( 1

1/ϕ1(r0) − 1
)

=
1

2[L + 1/(r0 + a)]
Re( 1

eiωL[1 + iω/(r0 + a)] − 1
) .

Φ(t, x)
I1 → I2 → ⋯ In → I1

ϕ(x) = c0 ∀x < L, ϕ(x) = 0 ∀x > L.

ϕn(s) = c0(1 − e−sL−niωL)/(s + niω).
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Recherches générales sur la mortalité et la multiplication du genre humain.
Histoire de l′Académie royale des sciences et belles– lettres de Berlin,  144– 164.

N. C.  Grassly,  C.  Fraser (2006) Seasonal infectious disease epidemiology,
Proc.  R.  Soc.  B 273,  2541– 2550.
P.  Jagers,  O.  Nerman (1985) Branching processes in periodically varying environment,
Ann.  Prob.  13,  254– 268.
W.  Just (2000) On the eigenvalue spectrum for time– delayed Floquet problems,
Physica D 142,  153– 165.
Yu. A.  Kuznetsov,  C.  Piccardi (1994)
Bifurcation analysis of periodic SEIR and SIR epidemic models, J.  Math.  Biol.  32,  109– 121.
P. H.  Leslie (1945) On the use of matrices in certain population mathematics,
Biometrika 33,  213– 245.
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