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resumen

Para los modelos de poblacion con un coeficiente sinusoidal periodico, mostramos que la tasa de crecimiento y la reproducibilidad son soluciones de ecuaciones
simples que involucran fracciones continuas. Como ejemplo, revisamos un modelo SEIS con un periodo de latencia fijo, un periodo infeccioso distribuido
exponencialmente y una tasa de contacto sinusoidal tomada de [Math. Biosci. 145 (1997) 77-88]. Mostramos que, aparte de unos pocos valores excepcionales de los
parametros, el umbral epidémico no solo depende de la tasa de contacto promedio, sino también de la amplitud de las fluctuaciones.

1. Introduccion

Lotka (1939) estudi6 un modelo de poblacion lineal que relaciona el nimero de nacimientos por unidad de tiempo con el tiempo ¢, B(t) con fertilidad f(z) y con
mortalidad p(z) a la edad x :

o0
B) = [ o(a) Bt ) do, M
con ¢(z) = f(x) e J #¥) %, El demostro que B(t) y la poblacion total crece exponencialmente, como €™, donde 7 es la inica raiz de la ecuacién

1= /0 o(z)e ™ dz. (2)

Los analogos de tiempo discreto de (1) y (2) son el modelo de matriz de poblacion de Leslie y la ecuacion caracteristica de la matriz de Leslie (1945). Euler ya habia
estudiado un caso particular en 1760. A menudo llamamos (2) "la ecuacion de Euler-Lotka". Lotka us6 la notacion

Ro— /0 " o(2) de. 3)

Es el nimero promedio de descendientes generados por un individuo durante su vida. Ry es reproducibilidad La poblacion esta creciendo (r > 0) Si Ry > 1.
Disminuye (r < 0) Si Ry < 1. El modelo (1) también aparece en el estudio de la estabilidad lineal del equilibrio libre de enfermedad de los modelos epidémicos: la
variable x representa el tiempo transcurrido desde la infeccion y B(t) La incidencia de infecciones al comienzo de la epidemia (Diekmann y Heesterbeek, 2000).

Muchas poblaciones de animales y plantas y muchas enfermedades infecciosas exhiben fluctuaciones estacionales. Estas fluctuaciones influyen tanto en la tasa de
crecimiento como en la reproducibilidad. (Thieme, 1984; Jagers, 1985) reemplaza el modelo (1) por

B(t) = /Ow &(t,2) B(t — z)dz. (4)

(¢, z) es una funcion periddica de ¢ de periodo T . La tasa de crecimiento 7 es entonces el unico niimero real para el cual el radio espectral del operador integral
lineal, sobre el espacio de funciones periddicas continuas del periodo 7', es igual a 1

u(t) — /000 ®(t,z) e " u(t — z) de. (5)

(Bacaér y Guernaoui, 2006; Bacaér, 2007) han sugerido que la reproducibilidad se puede definir de la misma manera que el radio espectral del operador
o]
u(t) — / B(t,z)u(t — z)dz
0

en el mismo espacio de funciones continuas periodicas de periodo 7. Como antes,» > 0 Si Ry > 1y r < 0 Si Ry < 1. Si la funciéon ®(¢, z) no depende de ¢, estas
definiciones y resultados se reducen a los de Lotka.

Ahora supongamos que
&(t,z) = [1+ £ cos(wt)] $(2), (6)

con w=2x/T, |e| <1y ¢ > 0.Definimos
o]
E:inf{sER, / ¢(z)e*dr < +oo}.
0
Asumimos ¢ < 0. Definimos
e .
on(s) = / d(z)e " dy, nelZ, s>E& (M)
0

Coale (1972, capitulo 6) ha demostrado con diferentes anotaciones que 7 = 7 + 5 €2 para € pequefio donde 7 esta implicitamente definido y r, explicitamente por

N 2¢gl(ro) Re( 1/¢1(i0) 1 ) : (8)

1=¢o(ro) , ™=
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El simbolo Re(z) denota la parte real del nimero complejo z . En (Bacaér, 2007), hemos demostrado de la misma manera que Ry =~ Ry + Ro2 €2 para € pequefio
donde

$0(0) $1(0)
Roo = ¢0(0 Ros = Re . 9
(O (5 —aor) (©)
En este articulo, adaptamos un método utilizado por (Just, 2000). Mostramos en el caso particular (6) que la tasa de crecimiento y la reproducibilidad son las
raices reales mas grandes de las ecuaciones con fracciones continuas.
1 €?/4
—— —1=2Re , 10
2ol T, o 10
#1(r) 1 e/
@2(7) A
Ry e2/4
—1=2Re 11
#0(0) By e?/4 )
0] R, o
$2(0)

Ve < 1. Observe nuevamente en el lado derecho que debe tomar la parte real de la fraccion continua. Estas ecuaciones relativamente simples se pueden usar para
calcular numéricamente la tasa de crecimiento y la reproducibilidad. Si escribimos por ejemplo r(g) para insistir en la dependencia de la tasa de crecimiento del
parametro, entonces veremos que generalmente tenemos desigualdad r(¢) # r(0) para € # 0. En otras palabras, el umbral para el crecimiento de la poblacion (r > 0
) no se puede obtener simplemente promediando el coeficiente periédico ya que esto seria equivalente a tomar € = 0. Este punto se ilustra con un modelo de
epidemia SEIS / SEIR de (Williams y Dye, 1997), que incluye un periodo de latencia fijo y un periodo infeccioso distribuido exponencialmente.

Obtenemos las ecuaciones (10) y (11) en la seccion 2. A partir de ellas, encontramos las formulas aproximadas (8) y (9) en la seccion 3. El modelo epidémico
SEIS / SEIR de (Williams y Dye , 1997) se toma como ejemplo en la seccion 4. La conclusién menciona otros ejemplos.

2. Prueba de (10) y (11)

Segun (Thieme, 1984; Jagers, 1985), el radio espectral del operador lineal positivo (5) es una funcioén decreciente de  y la tasa de crecimiento del modelo (4) es el
unico nimero real tal que el radio espectral es igual a 1. En consecuencia, la tasa de crecimiento » también es el namero real mas grande, de modo que existe una
funcion periodica no trivial u(t) con

/00 ®(t,z)e P u(t — z)dr = u(t), WVt (12)
0

Primero considere el caso donde ®(t,z) = p(t) ¢(z) con una funcion periddica del periodo T, p(t). Considere las descomposiciones de la serie de Fourier

p(t) _ an eniwt’ u(t) _ Z Un eniwt’

= nez

con w = 27/T. Como se sefialé (Coale, 1972; Williams y Dye, 1997), la ecuacion (12) es equivalente a un sistema infinito de ecuaciones lineales

Zpk—n ¢n(r) Up = Ug (k € Z)» (13)
nez
y ¢n se define por (7).
Ahora considere el caso especial donde p(t) = 1 + € cos(wt). Porque p(t) = 1+ 5 €' + £ e ", el sistema (13) estd escrito
€ €
3 Or-1(r) ur—1 + or(r) ur + E) Gri1(r)upr1 =we (k€ Z). (14)

Podemos adaptar el método utilizado por (Just, 2000) para un sistema tridiagonal similar. Reescribamos el sistema (14)

T e o) ma € drii(r) wpen (15)
@k (r) 2 di(r)  wk 2 ¢r(r)  wk
Si k=0, esta ecuacion se escribe
1 2/4 2/4
) et T (16)
T £ 0 o £ Yo 20
0 2900 w2 h0) W
Pero (15), con k-1 o k + I reemplazando k , también muestra
2
£ ¢k—(7’) Uk _ 1 —1- e /4 , (17)
2 ¢pa(r) we1 dra(r) £ fal) we
2 ra(r) wi
T 1 2/4
e o) w 1 e/ . (18)
2 ¢ri1(r) wri1 dria(r) & Senl) wen

2 ria(r) ks

Combinemos (16) y (17) - (18) iterativamente. Obtenemos las fracciones continuas

1 . /4 N e?/4
$o(r) ~ 1 e2/4 1 e%/4
é_1(r) 1 1 e2/4 é1(r) 1 /4
éa(r) o és(r) o

Porque ¢x(r) y ¢—k(r) son nimeros conjugados complejos, llegamos a "la ecuacion caracteristica” (10). La tasa de crecimiento 7 es la mejor solucion.

La prueba de (11) es similar, comenzando por el problema

/Ow B(t,2) u(t — 7) do — Ryult). (19)



Ry es el mayor niimero real, por lo que esta ecuacion tiene una solucion no nula, periddica de periodo 7. Para el caso especifico (¢, z) = (1 + € cos(wt)) ¢(z), la
ecuacion (19) conduce a

% #-1(0) up—1 + #1(0) up, + % e1(0) up1 = Rowy, (k€ Z),
y a la ecuacion (11).

3. Las formulas aproximadas (8) - (9)

A partir de (10) - (11), uno puede encontrar facilmente las aproximaciones (8) - (9), que se han demostrado de una manera mas complicada en (Coale, 1972;
Bacaér, 2007).

Comencemos con la tasa de crecimiento 7 . Busquemos una aproximacion para & pequefio del formulario 7 ~ ry + r; € + 75 €2. Si £ = 0, el lado derecho de (10) se
cancela y obtenemos 7y como solucion (Unica) a la ecuacion ¢y(rg) = 1, que por supuesto es idéntico a la ecuacion de Euler-Lotka (2). Por cierto, el cambioe — —¢e
corresponde a reemplazar p(t) = 1 + € cos(wt) con p(t — T'/2). Ahora el operador lineal

u(t) — /000 Q(t—T/2,z)e ™ u(t — z)dz

en el espacio de las funciones periodicas del periodo 7 tiene los mismos valores propios que el operador lineal (5), las funciones propias son desplazadas por 7/ 2 .
Para resaltar la dependencia de r en ¢, escribamos r(g). Asi tenemos r(—¢) = r(e¢) y r; = 0. (Bacaér, 2007) utilizé un argumento similar para la aproximacion de la
reproducibilidad.

Por lo tanto tenemos  ~ 7o + 72 €2 y tenemos que determinar r5. La tasa de crecimiento 7 es una solucién a la ecuacion implicita (10). Porque ¢o(ro) = 1, se
tiene

do(ro) — dr(ro) = /00O d(z)e (1 —e M dx £0, Vk>1

(suponiendo, por ejemplo, que la funcion ¢(z) es estrictamente positivo al menos en un pequefio intervalo). Entonces tenemos ¢r(ro) # 1y
1/éx(ro) — 1 # 0 Vk > 1. Para mantener solo la expresion cuadratica en ¢ en el lado derecho de la ecuacion (10), reemplazamos el denominador por su
aproximacion de orden mas bajo. Reemplazamos ¢1 () con ¢1 (o). Descuidamos el resto cuadratico en € de la fraccion continua. Obtenemos

—132Re(i), (20)

1
Bo(r) 1/¢1(ro) — 1

Pero
¢0(r) ~ go(ro + rae®) ~ go(ro) + rae’dy(ro) = 1+ ra*y(ro) -
Usamos la aproximacion para ¢ (r). Identificamos las expresiones cuadraticas en € en (20). Esto da

1 1
s e =)

T9 =

que es equivalente a (8). Esta formula se puede escribir en una forma ligeramente diferente. De hecho, con
o] 00
¢ = / ¢(z) e """ cos(wz) dz, s = / ¢(z) e % sin(wz) dz,
0 0

se tiene ¢1(ro) = c1 — is1. Entonces
1 c1 —isy 1 1-c)er — 82
— 7 Re( B ) = - 0 2

2 ¢p(ro) L—c;+is 2¢4(ro) (1 —c1)?+ s

T2 =

que es esencialmente idéntico a la formula (6.27) de (Coale, 1972).

Igualmente, Ry ~ Ry + Ry e2para & pequefio. De la ecuacion (3) o la ecuacién (11) cone = 0, se tiene Ry = ¢¢(0). Para mantener en el lado derecho de la
ecuacion (11) solo la expresion cuadratica en &, reemplazamos el denominador por su aproximacion de orden mas bajo, usando Ry = ¢o(0). Descuidamos el resto
de la fraccion continua porque es cuadratica en €. Se tiene

Ro N e 62/4
20 =22 (Grae 1)

Esto lleva a la formula (9).
4. Un modelo SEIS con un periodo de latencia fijo

4.1 Antecedentes

Los modelos epidémicos llamados SEIR o SEIS tienen un periodo de latencia y un compartimento infeccioso. Han sido objeto de numerosos estudios matematicos
o numéricos cuando, ademas, la tasa de contacto es periddica (Williams y Dye, 1997; Schwartz y Smith, 1983; Aron y Schwartz, 1984; Kuznetsov y Piccardi, 1994;
Moneim y Greenhalgh, 2005; Ma y Ma, 2006). (Earn et al., 2000) esta particularmente interesado en el sarampion (Deguen et al., 2000) en la varicela, mientras que
(Altizer et al., 2006; Grassly y Fraser, 2006) presentan revisiones generales. A pesar de su importancia para los problemas de erradicacion, solo (Williams y Dye,
1997) y (Ma y Ma, 2006) han estudiado el umbral epidémico, que depende de las ecuaciones linealizadas cerca del equilibrio sin enfermedad. Las otras referencias
se centran en situaciones endémicas, en busca de caos o tratando de estimar los parametros, y solo mencionan el problema antes de pasar inmediatamente a modelos
mas simples sin periodo de retraso. Todas estas referencias toman un periodo infeccioso distribuido exponencialmente.

(Williams y Dye, 1997) usa la serie de Fourier para estudiar analiticamente el caso en que el periodo de latencia es una constante fija y donde la velocidad de
contacto es una funcion periddica arbitraria. Los autores afirman que la tasa de crecimiento de las ecuaciones linealizadas depende de la tasa de contacto periddico
solo por su valor medio. A continuacion se muestra para el caso particular de una velocidad de contacto sinusoidal que esto solo puede ser cierto para valores
excepcionales de los parametros. Uno podria haberse dado cuenta de esto usando la formula aproximada (9) de (Coale, 1972).



(May Ma, 2006) estudia numéricamente un modelo SEIR que es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, que corresponde a un periodo de latencia
distribuido exponencialmente, con una velocidad de contacto que varia segin 1 + € cos wt. Los autores encontraron que el valor promedio de la tasa de contacto no
es suficiente para determinar el umbral epidémico. (Bacaér, 2007) confirmo6 analiticamente esta observacion utilizando la férmula aproximada (9), que muestra en
este ejemplo que la reproducibilidad y, por lo tanto, también el umbral epidémico, dependen de €.

(Just, 2000) utiliza la serie de Fourier para estudiar una ecuacion lineal diferencial de retardo, que es formalmente la misma que la linealizacion de un modelo
SEIS o SEIR con un periodo de latencia fijo. Sin embargo, el autor eligié la funcidn ¢(t) = € cos(wt) para el pardmetro correspondiente a la velocidad de contacto,
que no es apropiado en el contexto de la dinamica de la poblacion, ya que la velocidad de contacto debe ser positiva (la motivacion de (Just, 2000) es un problema de
un ingeniero). Para la tasa de crecimiento de su modelo, el autor llegé a una ecuacion caracteristica que involucra fracciones continuas similares a (11).

4.2 El modelo

Volvamos al caso de un periodo de latencia fijo considerado por Williams y Dye (1997) y recordemos las diferentes formulaciones posibles del mismo modelo
SEIS. Notamos que el modelo SEIR conduce a las mismas ecuaciones linealizadas cerca del equilibrio sin enfermedad. Entonces tiene el mismo umbral epidémico.

La formulacion con una ecuacion diferencial parcial tiene tres compartimentos:

* S(t) es la poblacion sana en el momento ¢
e E(t,z) es la poblacion infectada pero afin no infecciosa, que en el momento ¢ ha sido infectada por x unidades de tiempo
e I(t)es la poblacion infecciosa en el tiempo ¢ .

Los parametros del modelo son

¢ N :lapoblacién total, que permanece constante;

e L : el periodo de latencia fijo;

¢ a :latasa de curacion de las personas infecciosas, de modo que el periodo infeccioso se distribuya exponencialmente;
e ¢(t): Contacto de la tasa en el momento ¢, que es una funcion periddica con periodo T .

El modelo es

% (t) = —c(t) S I(t)/N +al(t), E(t,0)=c(t)S()I(t)/N
%f(t,a:) + Z—f(t,z) =0 (0<z<lLl), Z—i(t) =E(t,L)—al(t),

con E(t,z) = 0Vz > L. Al integrar la ecuacion diferencial parcial a lo largo de las lineas caracteristicas, obtenemos E(t, L) = E(t — L, 0). Por lo tanto, el sistema
se puede escribir en una forma mas compacta usando ecuaciones de retardo diferencial:

% (t) = —c(t) S(t) I(t)/N + aI(t),
%(t) =c(t—L)S(t—L)I(t—L)/N —al(t).

Linealizamos estas ecuaciones cerca del equilibrio sin enfermedad (S = N, I = 0). Obtenemos

dI*
dt

(t)=c(t — L) I*(t — L) — al'(t).

i*(t) = c(t) I'*(t) es el nimero de nuevas infecciones por unidad de tiempo en el tiempo # en este modelo linealizado. Se tiene

%[e‘”]*(t)] =it L).

Nos integramos entre —oo'y ¢ y cambiar la variable. Obtenemos la siguiente ecuacion integral para i*(¢) :
() =e(t) [ fla)(t - o) o, (21)
0

con

0 Ve <L,

ealz-I) Ve > L. (22)

La ecuacién (21) tiene la forma (4) con ®(¢, z) = c(t) f(z).

4.3 Ejemplo numérico

Ahora suponga como en la ecuacion (6) que c(t) = ¢g[1 + € cos(wt)], de manera que ®(¢,z) = (1 + £ cos(wt)) ¢(z) con ¢(z) = co f(z). Segun la definicion
(7), tenemos

e sL—niwL

on(s) = Co/L e Uz-L) gmszonivr g — o (23)

s+a+niw

Entonces podemos resolver las ecuaciones implicitas (10) y (11) para la tasa de crecimiento y la reproducibilidad con diferentes valores de los parametros usando
una simple dicotomia. Tenga en cuenta, por ejemplo, que el denominador en el lado derecho de la ecuacion (10) puede ser aproximado por el niimero complejo z; ,
con el algoritmo iterativo

1 1 e?/4

N B oo B

El error introducido es muy pequefio si # se toma lo suficientemente grande. Usamos n = 20 pero el resultado con n = 2 ya estd muy cerca. Ademas, se tuvo que
tener cuidado con la dicotomia porque las ecuaciones (10) y (11) pueden tener varias raices reales: r y Ry Son los mas grandes. La Figura 1 muestra la
reproducibilidad en funcién del periodo de latencia L , para diferentes valores dee . Para T'y a, tomamos los mismos valores que en (Williams y Dye, 1997). Parac ,
tomamos ¢p/a = 1,2 En vez de ¢y /a = 1,5 como en (Williams y Dye, 1997). Sin embargo, tenga en cuenta con la ecuacion (11) que si ¢y se multiplica por una
constante, entonces R se multiplica por la misma constante. Entonces, la forma de la Figura 1 permanece igual pero con una escala diferente en el eje vertical.

(k=n,n—1,...,2).



0.5 . : ; L
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 1. Reproducibilidad Ry dependiendo del periodo de latencia L para e € {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1}. Otros parametros: T = 1,log2/a = 1/12y
C()/a = 1,2.

Para un valor dado del periodo de latencia, la reproducibilidad puede variar considerablemente en funcion de ¢ . Parae = 1, una gran parte de la curva para R
esta por debajo de 1, es decir, por debajo del umbral epidémico, mientras que Ry = cy/a (el valor correspondiente a € = 0) estd por encima de este umbral:
promediar la velocidad de contacto predeciria un resultado falso. Aqui hay algunas otras notas:

e Ry esindependiente de L Sie =0

e R es una funcion de L que es periddica con el periodo T

¢ Ryno depende de ¢ siL = 0,y por lo tanto también si L es un multiplo entero de T';

¢ para un periodo de latencia determinado L , la reproducibilidad puede ser una funcion creciente o decreciente dee.

El primer punto es bien conocido: usando (3) u (11), tenemos Ry = ¢4(0) = ¢y/a Si e = 0. Sin periodicidad, el periodo de latencia no influye en el nimero de casos
secundarios porque todos los individuos sobreviven al periodo de latencia y se vuelven infecciosos y porque la tasa de contacto sigue siendo la misma.

El segundo punto resulta de la ecuacion (11) y del hecho de que
#n(0) = coe " /(a + niw)

permanece sin cambios cuando L se sustituye con L T + . Intuitivamente, un individuo infectado experimenta el mismo ambiente después de un periodo de latencia L
o después de un periodo de latencia L + T'; Produce el mismo niimero de casos secundarios.

El tercer punto también es bien conocido. Si L = 0, el modelo se reduce a un modelo SIS con un periodo infeccioso distribuido exponencialmente. En este caso
particular, la reproducibilidad se obtiene promediando la velocidad de contacto (Bacaér y Guernaoui, 2006, §5; Bacaér, 2007, §5.1.1, y referencias incluidas). En
efecto, Ry = cp/aes una solucion de (11) si L = 0, porqueRy/¢,(0) — 1 = Ry(a + niw)/cy — 1 = niw/a es puramente imaginario para cualquier nimero entero n>
1 : los lados izquierdo y derecho de (11) son iguales a 0.

Para entender el cuarto punto, usamos la férmula aproximada (9). Se tiene Ry ~ R + Ro2 €2, con

Co Co 1
Ryg=— , Ry2=—R (—) .
00 027 5 ewl(l+iw/a) —1

Para ¢ pequefio, Ry es una funcién creciente (o decreciente) de € Si Ro,2 > 0 (0 Ro2 < 0) Ro2 = 0siy solo si e L(1 +iw/a) — 1 Es un nimero imaginario puro.
Esta condicion esta escrita

cos(wL) — s sin(wL) —1=0.
a

Definimos 9 € (0,7/2) el unico nimero real con

1 . w/a
cosp=—— , sinp=—F"—,
V1+ (w/a)? V14 (w/a)?
es decir ¢ = arctan(w/a). Esto depends solo depende del producto aT'. Entonces tenemos Ro2 = 0 si y solo si
1
cos(wL 4 1) = cos(wL) cosp — sin(wL) siny) = ————= = cos 9,
1+ (w/a)?

es decir wL + 9 = +4) + 2kx para k € Z. Porque w = 27/T , se tiene Ry, =0Si L =kT o L = (k — ¢/n)T con k € Z. En particular, con los valores
numéricos en la Figura 1, Ry = 0Si L/T = 1 — v/7 ~ 0,794. Pero al contrario de lo que podria sugerir la Figura 1, las cuatro curvas no cruzan la linea horizontal
Ry = ¢p/a exactamente en L/T = 1 — 9/ pero muy cerca

De manera similar, la Figura 2 muestra la tasa de crecimiento en funcion del periodo de latencia para diferentes valores de € pero con T, ¢y y a dado como antes.
La tasa de crecimiento no es una funcion periddica de L . Esta tasa disminuye dependiendo del periodo de latencia, pero no de manera mondétona. Hay resonancias
entre Ly T.



Figura 2. La tasa de crecimiento r dependiendo del periodo de latencia L para e € {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1}. Los otros parametros son como en la figura
1.

Sin embargo, r sigue siendo independiente de € si L es un multiplo de 7', es decir L = kT con k = 0,1,2... De hecho, recuerda que r, es la tnica solucién a la
ecuacion

Bo(ro) =1 coe ™ /(rg+a)=1.
7 = 7o también es una solucion de la ecuacion (10) porque
1/¢n(r) — 1 = (19 + a + niw) € /¢y — 1 = niwe™* /¢,
es puramente imaginario para n > 1 : los lados izquierdo y derecho de (10) son cero.
Para un periodo de latencia general L , usando (8) y (23), tenemos  ~ 7y + 74 €2 para & pequefio, con r, implicitamente definido por
do(ro) =1 coe ™ /(ro+a) =1.

79 esta dado por (8) y (23). Con

efrgLfiwL e*’l‘gL efiwL efiwL
= = X = )
$1(ro) = eo ro+a+iw @ ro+a 1+iw/(ro+a) 1+iw/(ro + a)
& (ro) ek (L+ 1 ) (L+ 1 )
ro) = —¢ =—
oi7o *rota ro+a ro+al’
obtenemos
1 1
ro9 = — Re( )
2 ¢y(ro) 1/¢1(ro) — 1

1 1
T 2L+ 1/(ro +a) R"( ewL[1 + iw/(ro +a)] — 1 ) :

5. Conclusion

Ademas de los modelos SEIS / SEIR mencionados en la seccion anterior, la estabilidad lineal del equilibrio trivial de varios otros modelos de poblacion se reduce
a la ecuacion (4), donde (¢, ) esta dado por (6). Este es particularmente el caso de los modelos epidémicos con n compartimentos infectados, donde la infeccion
sigue un ciclo (I; — I — - -+ I, — I1) y con solo una funcién de contacto sinusoidal. Ver (Bacaér, 2007) y referencias para la malaria y el cdlera. El modelo
epidémico SIS / SIR con un periodo infeccioso fijo L y una tasa de contacto sinusoidal corresponde a

¢(z)=cy Ve <L, ¢(z)=0 Vz> L.
En este caso,
bn(s) = co(1 — e L7l /(5 + niw).

Al igual que en el apartado anterior, la reproducibilidad y la tasa de crecimiento son independientes de ¢ si L es un multiplo de 7'. Este es un caso degenerado, ya que
no hay ninguna razon por la cual el periodo infeccioso deba tener alguna relacion aritmética con el periodo de contacto, que generalmente es una semana (menos
contacto los fines de semana) o un afio. (menos contactos durante las vacaciones de verano por enfermedades infantiles, mayor probabilidad de transmision de
enfermedades transmitidas por el aire durante el invierno). No obstante, el caso L = T ha recibido mucha atencion en la literatura matematica (Cooke y Kaplan,

1976; Smith, 1977; Nussbaum, 1977 y 1978).

La importancia mas general de nuestros resultados es que el promedio de la reproducibilidad y la tasa de crecimiento deben considerarse excepcionales. Ademas
de los casos degenerados similares a los ya mencionados, la unica situacién que conocemos donde el promedio es correcto es que con un compartimento infeccioso,
un periodo infeccioso distribuido exponencialmente y sin periodo de latencia (Bacaér y Guernaoui, 2006, §5; Bacaér, 2007, §5.1.1, y sus referencias). El promedio
no es correcto para ninguna desviacion, por ejemplo, dos compartimentos infecciosos como para enfermedades de vectores (Bacaér, 2007, §4.1), o un periodo
infeccioso que no se distribuye exponencialmente (Bacaér, 2007, §5.1. 1), o un periodo de latencia distinto de cero (Bacaér, 2007, §5.1.2).
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