Tasso di crescita e riproducibilita per i modelli di popolazione con un
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Per i modelli di popolazione con un coefficiente periodico sinusoidale, mostriamo che il tasso di crescita e la riproducibilita sono soluzioni di equazioni
semplici che coinvolgono frazioni continue. Ad esempio, rivisitiamo un modello SEIS con un periodo di latenza fisso, un periodo infettivo distribuito
esponenzialmente e una frequenza di contatto sinusoidale presa da [Math. Biosci. 145 (1997) 77-88]. Mostriamo che, a parte alcuni eccezionali
parametri, la soglia epidemica non dipende solo dalla frequenza media di contatto, ma anche dall'ampiezza delle fluttuazioni.

1. Introduzione

Lotka (1939) ha studiato un modello di popolazione lineare che mette in relazione il numero di nascite per unita di tempo a tempo ¢, B(¢) , con
fertilitd f(z) e con mortalita p(z) all'etd x :

o0
B(t) = [ 6la) Bt ) da, (1)
0
con ¢(z) = f(z)e J @ Lo ha dimostrato B(t) e la popolazione totale cresce esponenzialmente, come €™, dove r & l'unica radice dell'equazione

1= /0 d(z)e " dx. (2)

Gli analoghi a tempo discreto di (1) e (2) sono il modello di matrice della popolazione di Leslie e 'equazione caratteristica della matrice di Leslie
(1945). Eulero aveva gia studiato un caso particolare nel 1760. Spesso chiamiamo (2) "l'equazione di Eulero-Lotka". Lotka uso la notazione

Ry = /0 h p(x) de . 3)

E il numero medio di discendenti generato da un individuo durante la sua vita. Ry & riproducibilita. La popolazione sta crescendo (r > 0) Se Ry > 1.
Diminuisce (r < 0) Se Ry < 1. Il modello (1) appare anche nello studio della stabilita lineare dell'equilibrio libero da malattia dei modelli epidemici: la
variabile x rappresenta quindi il tempo trascorso dall'infezione e B(t) l'incidenza delle infezioni all'inizio dell'epidemia (Diekmann e Heesterbeek,
2000).

Molte popolazioni animali e vegetali e molte malattie infettive presentano fluttuazioni stagionali. Queste fluttuazioni influenzano sia il tasso di
crescita che la riproducibilita. (Thieme, 1984; Jagers, 1985) sostituiscono il modello (1) di

B(t) - /Ooo (t,2) B(t — z) dx. (a)

®(¢, z) & una funzione periodica di ¢ di periodo T'. Il tasso di crescita r € quindi I'unico numero reale per il quale il raggio spettrale dell'operatore
integrale lineare, nello spazio delle funzioni continue periodiche del periodo 7', ¢ uguale a 1

[o0)
u(t) / B(t,z)e ™ u(t — x) da. (5)
0
(Bacaér e Guernaoui, 2006; Bacaér, 2007) hanno suggerito che la riproducibilita puo essere definita allo stesso modo del raggio spettrale dell'operatore
u(t) / B(t,2) u(t — z) do
0

sullo stesso spazio di funzioni periodiche continue di periodo 7. Come prima,r > 0 Se Ry > 1er < 0 Se Ry < 1. Se la funzione ®(¢, z) non dipende
da ¢, queste definizioni e questi risultati sono ridotti a quelli di Lotka.

Ora supponiamo che
@(t, ) = [1+ e cos(wt)] (), (6)

con w=2m/T, |e] < 1e ¢ > 0. Definiamo

§=inf{s€R, /w¢(x)efszdx<+oo}.
0

Assumiamo £ < 0. Definiamo
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on(s) = /000 d(z)e T dy, ncZ, s>¢& (7)

Coale (1972, capitolo 6) lo ha dimostrato con diverse notazioni r ~ o + r2 €2 per € piccolo dove o & implicitamente definito e 7 esplicitamente di

1 1
2¢)(ro) Re 1/61(ro) — 1) : (8)

1=¢o(ro) , re=

Il simbolo Re(z) indica la parte reale del numero complesso z . In (Bacaér, 2007), abbiamo dimostrato allo stesso modo Ry ~ Roo + Ro2 g2 pere
piccolo dove

Ropg=¢0(0) , Rpp= ¢02(0) Re( ¢0(0(§)1£O‘3’1(0) ) .

In questo articolo, adattiamo un metodo usato da (Just, 2000). Mostriamo nel caso particolare (6) che il tasso di crescita e la riproducibilita sono le
principali radici reali di equazioni con frazioni continue.

(9)

1 e2/4
—— —1=2Re 10
W T S 10
é1(r) 1 1_ €2/4
B
Ro 3 /4
—1=2Re
#0(0) Ro e2/4 ()
$1(0) Ry 1_ /4
$2(0)

V|e| < 1. Nota di nuovo sul lato destro che devi prendere la parte reale della frazione continua. Queste equazioni relativamente semplici possono essere
utilizzate per calcolare numericamente il tasso di crescita e la riproducibilita. Se scriviamo per esempio r(¢) insistere sulla dipendenza del tasso di
crescita dal parametro, quindi vedremo che generalmente abbiamo disuguaglianze () # r(0) per &€ # 0. In altre parole, la soglia per la crescita della
popolazione (r > 0) non puo essere ottenuto semplicemente facendo la media del coefficiente periodico poiché questo equivarrebbe a prendere € = 0.
Questo punto ¢ illustrato con un modello epidemico SEIS / SEIR di (Williams e Dye, 1997), che include un periodo di latenza fisso e un periodo
infettivo distribuito esponenzialmente.

Otteniamo le equazioni (10) e (11) nella sezione 2. Da esse, troviamo le formule approssimative (8) e (9) nella sezione 3. Il modello epidemico SEIS
/ SEIR di (Williams e Dye , 1997) ¢ preso come esempio nella sezione 4. La conclusione menziona altri esempi.

2. Prova di (10) e (11)

Secondo (Thieme, 1984; Jagers, 1985), il raggio spettrale dell'operatore lineare positivo (5) € una funzione decrescente di 7 ¢ il tasso di crescita del
modello (4) € I'unico numero reale tale che il raggio spettrale € uguale a 1. Di conseguenza, il tasso di crescita 7 € anche il numero reale piu grande tale
che esiste una funzione periodica non banale u(t) con

/ Yot z) e ult — 2) do = ult), V. (12)
0

Consideriamo innanzitutto il caso in cui ®(¢,z) = p(t) ¢(z) con una funzione periodica del periodo T', p(t). Considera le scomposizioni della serie di
Fourier

p(t) — an eniwt7 u(t) _ Z Un eniwt’

nez neL

con w = 27/T. Come notato (Coale, 1972; Williams e Dye, 1997), l'equazione (12) ¢ equivalente a un sistema infinito di equazioni lineari

Zpk—n ¢n(T) Up = Uy (k € Z)a (13)

neL

e ¢,, ¢ definito da (7).
Ora considera il caso particolare in cui p(t) = 1 + € cos(wt). Perché p(t) = 1+ 5 e“' + £ e7" il sistema (13) & scritto
€ €
3 r-1(r) ur—1 + Pr(r) ur + 3 Per1(r)upr1 =wr (k€ Z). (14)

Possiamo adattare il metodo usato da (Just, 2000) per un sistema tridiagonale simile. Riscriviamo il sistema (14)

1 _¢ Gra(r) w1 | € Grr1(r) upyr 5)
r(r) 2 Gi(r) w2 Gi(r) w
Se k =0, questa equazione ¢ scritta
1 2/4 2/4
S R L S| (16)
Bo(r) £ or)  u e S w
2 ¢a(r) ua 2 ¢i(r) w

Ma (15), con k-1 0 k + 1 che sostituisce k , mostra anche



e () w1 _1_52¢ (17)
2 Gpalr) wer  dpoa(r) £ izf;g; ts ’
e () w1 1 e’/4 (18)
2 $pia(r) wkir Pria(r) 5 dey wen

k+2(T)  Ukt2

Combiniamo (16) e (17) - (18) in modo iterativo. Otteniamo le frazioni continue

1 - e2/4 N e2/4
$o(r) 1 £2/4 L £2/4
$-1(r) 1, &/ $1(r) 1, g4
H_a(r) L B2(r)

Perché ¢ (r) e ¢_1(r) sono numeri coniugati complessi, arriviamo a "I'equazione caratteristica" (10). Il tasso di crescita r & la soluzione migliore.

La prova di (11) ¢ simile, a partire dal problema
/ B(t,2) u(t — z) do = Rou(t). (19)
0

Ry ¢ il maggior numero reale, per cui questa equazione ha una soluzione diversa da zero, periodica di periodo 7. Per il caso specifico
®(t,z) = (1 + e cos(wt)) ¢(z), equazione (19) porta a

= b1 (0wt + 0w+ 5 b1 (0w = Row (k€ 2),

e all'equazione (11).

3. Le formule approssimative (8) - (9)

A partire da (10) - (11), si possono facilmente trovare le approssimazioni (8) - (9), che sono state dimostrate in modo piu complicato in (Coale, 1972;
Bacaér, 2007).

Cominciamo con il tasso di crescita r . Cerchiamo un'approssimazione per & piccolo del modulo 7 ~ ry 4 71 € + 7o €2. Se £ = 0, il lato destro di (10)
viene annullato e otteniamo ry come soluzione (unica) all'equazione ¢o(ry) = 1, che & ovviamente identico all'equazione di Euler-Lotka (2). A
proposito, il cambiamento & — —e corrisponde a sostituire p(t) = 1 + € cos(wt) con p(t — T'/2). Ora l'operatore lineare

u(t) — /000 ®(t—-T/2,z)e “u(t—x)dz

nello spazio delle funzioni periodiche del periodo T ha gli stessi autovalori dell'operatore lineare (5), le funzioni degli autoveni vengono appena
spostate di 7/ 2 . Per evidenziare la dipendenza di r da ¢, scriviamo r(g). Quindi abbiamo r(—¢) = r(e) e r; = 0. (Bacaér, 2007) ha usato un
argomento simile per l'approssimazione della riproducibilita.

Abbiamo quindi r ~ 7o + 72 €? e dobbiamo determinare ry. Il tasso di crescita r & una soluzione all'equazione implicita (10). Perché ¢ (ro) = 1, noi
abbiamo

()~ o) = [ " b@) e (1 — e ) dn £ 0, V1

(supponendo ad esempio che la funzione ¢(z) € strettamente positivo almeno per un piccolo intervallo). Quindi abbiamo ¢y (ro) # 1 e
1/éx(ro) — 1 # 0 VEk > 1. Per mantenere solo l'espressione quadratica in € sul lato destro dell'equazione (10), sostituiamo il denominatore con la sua
approssimazione di ordine piu basso. Noi sostituiamo ¢1(r) con ¢1(rp). Trascuriamo il resto quadratico in € della frazione continua. Otteniamo

1 N e2/4
p—re —1_2Re(71/¢1(7_0)_1). (20)

$o(r) = ¢o(ro +72%) = ¢o(ro) + 12>y (r0) = 1 + 2% (ro) -
Usiamo l'approssimazione a ¢y (7). Identifichiamo le espressioni quadratiche in ¢ in (20). Questo da

1 1
T 2¢)(n) Re( 1/¢1(ro) — 1> ’

T2
che equivale a (8). Questa formula puo essere scritta in una forma leggermente diversa. Anzi, con
o0 [o9)
¢ = / o(z) e " cos(wz)dz, s1= / é(z) e " sin(wz) dz ,
0 0

noi abbiamo ¢1(ro) = c1 — is1. pertanto

¢ — isy ) 1 (1—c1)e —s?
T2 =

1
— R = - )
2.6)(r0) e( 1—c +is: 2¢y(ro) (1 —c1)? + 87

che ¢ essenzialmente identico alla formula (6.27) di (Coale, 1972).



Allo stesso modo, Ry ~ Roo + Ro2 azper g piccolo. Dall'equazione (3) o dall'equazione (11) cone = 0, noi abbiamo Ry = ¢o(0). Per mantenere
sul lato destro dell'equazione (11) solo I'espressione quadratica in €, sostituiamo il denominatore con la sua approssimazione di ordine piu basso, usando
Ry = ¢0(0). Trascuriamo il resto della frazione continua perché ¢ quadratica in €. abbiamo

o zZRe( e*/4 )

$0(0) ¢0(0)/¢1(0) — 1

Questo porta alla formula (9).
4. Un modello SEIS con un periodo di latenza fisso

4.1 Contesto

I modelli epidemici chiamati SEIR o SEIS hanno un periodo di latenza e un compartimento infettivo. Sono stati oggetto di numerosi studi matematici
o numerici quando, inoltre, la frequenza di contatto ¢ periodica (Williams and Dye, 1997; Schwartz and Smith, 1983; Aron e Schwartz, 1984;
Kuznetsov e Piccardi, 1994; Moneim e Greenhalgh, 2005; Ma e Ma, 2006). (Earn et al., 2000) ¢ particolarmente interessato al morbillo, (Deguen et al.,
2000) nella varicella, mentre (Altizer et al., 2006; Grassly e Fraser, 2006) presentano recensioni generali. Nonostante la sua importanza per i problemi
di eradicazione, solo (Williams e Dye, 1997) e (Ma e Ma, 2006) hanno studiato la soglia epidemica, che dipende dalle equazioni linearizzate vicino
all'equilibrio senza malattia. Gli altri riferimenti si concentrano su situazioni endemiche, cercando il caos o cercando di stimare i parametri, e
menzionano solo il problema prima di passare immediatamente a modelli piu semplici senza periodo di ritardo. Tutti questi riferimenti prendono un
periodo infettivo distribuito in modo esponenziale.

(Williams and Dye, 1997) utilizza le serie di Fourier per studiare analiticamente il caso in cui il periodo di latenza ¢ una costante fissa e in cui la
frequenza di contatto ¢ una funzione periodica arbitraria. Gli autori affermano che il tasso di crescita delle equazioni linearizzate dipende dal tasso di
contatto periodico solo dal suo valore medio. Di seguito viene mostrato nel caso particolare di una velocita di contatto sinusoidale che cio puo essere
vero solo per valori eccezionali dei parametri. Uno avrebbe potuto rendersene conto usando la formula approssimativa (9) di (Coale, 1972).

(Ma e Ma, 2006) studia numericamente un modello SEIR che ¢ un sistema di equazioni differenziali ordinarie, che corrisponde a un periodo di
latenza distribuito esponenzialmente, con una velocita di contatto che varia come 1 + € coswt. Gli autori hanno scoperto che il valore medio della
velocita di contatto non era sufficiente per determinare la soglia epidemica. (Bacaér, 2007) ha confermato analiticamente questa osservazione usando la
formula approssimativa (9), che mostra in questo esempio che la riproducibilita, e quindi anche la soglia epidemica, dipende da .

(Just, 2000) usa la serie di Fourier per studiare un'equazione lineare differenziale di ritardo, che ¢ formalmente la stessa della linearizzazione di un
modello SEIS o SEIR con un periodo di latenza fisso. Tuttavia l'autore ha scelto la funzione ¢(t) = € cos(wt) per il parametro corrispondente alla
velocita di contatto, che non ¢ appropriato nel contesto della dinamica della popolazione poiché la velocita di contatto deve essere positiva (la
motivazione di (Just, 2000) ¢ un problema dell'ingegnere). L'autore ha raggiunto un'equazione caratteristica per il tasso di crescita del suo modello che
coinvolge frazioni continue simili a (11).

4.2 11 modello

Ritorniamo al caso di un periodo di latenza fisso considerato da Williams e Dye (1997) e ricordiamo le diverse possibili formulazioni dello stesso
modello SEIS. Si noti che il modello SEIR porta alle stesse equazioni linearizzate vicino all'equilibrio senza malattia. Quindi ha la stessa soglia
epidemica.

La formulazione con un'equazione differenziale parziale ha tre scomparti:

e S(t) ¢ la popolazione sana al momento ¢
e E(t, )¢ la popolazione infetta ma non ancora infettiva, che al momento ¢ ¢ stata infettata per x unita di tempo
o I(t) ¢ la popolazione infettiva al tempo ¢ .

I parametri del modello sono
e N :lapopolazione totale, che rimane costante;
e L :il periodo di latenza fisso;
e ¢ : il tasso di guarigione delle persone infette, in modo che il periodo infettivo sia distribuito esponenzialmente;

e ¢(t): Contatto il tasso al tempo ¢, che ¢ una funzione periodica di periodo 7.

11 modello ¢

Z—f(t) =—c(t)S@®)I(t)/N +al(t), E(t0)=c(t)SE)It)/N
OE OE dI
S (@) + 5 (be) =0 (0<z <L), —(t)=B(tL)-al(t),

con E(t,z) = 0 Vz > L. Integrando I'equazione differenziale parziale lungo le linee caratteristiche, otteniamo E(¢, L) = E(t — L, 0). Il sistema puo
quindi essere scritto in una forma pit compatta usando equazioni differenziali di ritardo:

B )= —et) S0 10)/N +al(t),
%(t) ot —L)S(t— L) I(t— L)/N — aI(t).

Linearizziamo queste equazioni vicino all'equilibrio senza malattia (S = N, I = 0). Otteniamo

dI*
dt

(t) = c(t — L) I*(t — L) — aI*(%).

i*(t) = c(¢) I*(t) ¢ il numero di nuove infezioni per unita di tempo alla volta # in questo modello linearizzato. abbiamo



%[eatI*(t)] = eti*(t— L).

Ci integriamo tra —oo e ¢ e cambiamo la variabile. Otteniamo la seguente equazione integrale per i*(¢) :

i*(t) = c(¢) /0~°<> f(z)i*(t — =) dz, (21)
= {rsen ey (22)

L'equazione (21) ha la forma (4) con ®(¢, z) = ¢(t) f(z).
4.3 Esempio numerico

Supponiamo ora come nell'equazione (6) che ¢(t) = ¢y[1 + € cos(wt)], cosi che ®(t, z) = (1 + £ cos(wt)) ¢(x) con ¢(z) = ¢q f(z). Secondo la
definizione (7), abbiamo

estfme

¢n(3) _ CO/L efa(fo) efsa:fniwm dz = co (23)

s+a+niw

Possiamo quindi risolvere le equazioni implicite (10) e (11) per il tasso di crescita e la riproducibilita con diversi valori dei parametri usando una
semplice dicotomia. Si noti ad esempio che il denominatore sul lato destro dell'equazione (10) puo essere approssimato dal numero complesso z; , con
l'algoritmo iterativo

1 1 e/4
Zn=—"——-1, 21 1-— /

$n(r) R "

L'errore introdotto ¢ molto piccolo se n ¢ considerato abbastanza grande. Abbiamo usato n = 20 ma il risultato con n = 2 ¢ gia molto vicino. Inoltre,
bisogna fare attenzione con la dicotomia perché le equazioni (10) e (11) possono avere diverse radici reali: » ¢ Ry sono i piu grandi. La Figura 1 mostra
la riproducibilita in funzione del periodo di latenza L , per diversi valori die . Per T e a, abbiamo preso gli stessi valori di (Williams e Dye, 1997). Per
¢g , abbiamo preso ¢p/a = 1,2 invece di ¢y/a = 1,5 come in (Williams and Dye, 1997). Si noti tuttavia con l'equazione (11) che if ¢y viene quindi
moltiplicato per una costante Ry viene moltiplicato per la stessa costante. Quindi la forma della Figura 1 rimane la stessa ma con una scala diversa
sull'asse verticale.

(k=n,n—1,...,2).

Ro
—e=0
-—¢=0.25

2.0

0.5 . . . L
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 1. Riproducibilita Ry a seconda del periodo di latenza L per & € {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1}. Altri parametri: T = 1,log2/a =1/12¢
co/a =12

Per un dato valore del periodo di latenza, la riproducibilita puo variare considerevolmente in funzione di ¢ . Pere = 1, gran parte della curva per Ry ¢
inferiore a 1, ovvero inferiore alla soglia epidemica, mentre Ry = co/a (il valore corrispondente a € = 0) ¢ al di sopra di questa soglia: la media della
velocita di contatto prevede un risultato falso. Ecco alcune altre note:

e Ry ¢indipendente da L See =0

¢ Ry ¢ una funzione di L che ¢ periodica con il periodo T’

e Rgnon dipende da ¢ se L = 0, e quindi anche se L ¢ un multiplo intero di T';

¢ per un determinato periodo di latenza L , la riproducibilita puo essere una funzione crescente o decrescente di €.

11 primo punto ¢ ben noto: usando (3) o (11), abbiamo Ry = ¢o(0) = co/a Se € = 0. Senza periodicita, il periodo di latenza non influenza il numero di
casi secondari perché tutti gli individui sopravvivono al periodo di latenza e diventano infettivi e poiché¢ il tasso di contatto rimane lo stesso.

11 secondo punto deriva dall'equazione (11) e dal fatto che
#n(0) = cge L /(a + niw)

rimane invariata quando L ¢ sostituito con L + 7. Intuitivamente, un individuo infetto vive lo stesso ambiente dopo un periodo di latenza L o dopo un
periodo di latenza L + T'; produce lo stesso numero di casi secondari.



Anche il terzo punto ¢ ben noto. Se L = 0, il modello viene ridotto a un modello SIS con un periodo infettivo distribuito esponenzialmente. In questo
caso particolare, la riproducibilita si ottiene calcolando la media della velocita di contatto (Bacaér e Guernaoui, 2006, §5; Bacaér, 2007, §5.1.1 ¢
riferimenti inclusi). In effeti, Ry = cp/aé una soluzione di (11) se L =0, perchéRy/¢n(0) — 1 = Ro(a + niw)/co — 1 = niw/a & puramente
immaginario per qualsiasi numero intero n> [ : i lati sinistro e destro di (11) sono uguali a 0.

Per capire il quarto punto, usiamo la formula approssimativa (9). abbiamo Ry ~ R + Ro2€?, con

Co Co 1
Ryw=2 |, R :_R(_—).
0= 027 90 "\ GRI(T 1 iw/a) — 1

Per ¢ piccolo, Ry ¢ una funzione crescente (o decrescente) di € Se Ro2 > 0 (0 Ro2 < 0). Rp2 = 0 se e solo se ei“’L(l + iw/a) — 1 & un numero
immaginario puro. Questa condizione ¢ scritta

cos(wL) — % sin(wL) —1=0.

Definiamo 1 € (0, 7/2) l'unico numero reale con

1 w/a
w e — ) e — )
V1t (w/a) 1+ (w/a)?
cio¢ 1 = arctan(w/a). Questo y dipende solo dal prodotto aT'. Quindi abbiamo Ry > = 0 se e solo se
1
cos(wL + 9) = cos(wL) cos ¢ — sin(wL) sinyp = ————= = cos ¥,
1+ (w/a)?

cio¢ wL + 9 = £1p 4 2km per k € Z. Perché w = 27/T', noi abbiamo Ryy =0Se L = kT o L = (k—9/m)T con k € Z. In particolare, con i
valori numerici nella Figura 1, Roo = 0 Se L/T = 1 — ¢/ ~ 0,794. Ma contrariamente a quanto potrebbe suggerire la Figura 1, le quattro curve non
attraversano la linea orizzontale Ry = co/a esattamente dentro L/T = 1 — 1/ ma molto vicino.

Allo stesso modo, la Figura 2 mostra il tasso di crescita in funzione del periodo di latenza per diversi valori di € ma con T, ¢y € a dato come prima. 11
tasso di crescita non ¢ una funzione periodica di L . Questa percentuale diminuisce in base al periodo di latenza, ma non in modo monotono. Ci sono
risonanze traLe 7.

—e=0
——e=0.25

Figura 2. Il tasso di crescita r a seconda del periodo di latenza L per ¢ € {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1}. Gli altri parametri sono come in figura 1.
Pero, r ¢ ancora indipendente da e se L ¢ un multiplo di 7', ad es. L = kT con k= 0,1,2... Anzi, ricordalo 7o ¢ 'unica soluzione all'equazione
do(ro) =1 coe ™ /(rg+a) =1.
r = ro € anche una soluzione dell'equazione (10) perché
1/¢(r) — 1 = (ro + a + niw) € /ey — 1 = niwe™* /¢,
¢ puramente immaginario per n > 1 : i lati sinistro e destro di (10) sono zero.
Per un periodo di latenza generale L , usando (8) e (23), abbiamo r ~ ¢ + 7 €2 per € piccolo, con 7o implicitamente definito da
do(ro) =14 ¢ e_"’L/(ro +a)=1.

r2 ¢ dato da (8) e (23). Con

e—TOL—iwL e*'I‘QL e—iwL e—iwL
T0) = € = X = ’
) = e e ra  Trw(rota) 1+t a)
i) = —e0 S (b4 ) = (14 )
olro) = —c T, ro+al ro+a/’

otteniamo



1 1
RE TR Gy ey

Ty =

1 1
- 2[L+1/(rg + a)] Re( eYll +iw/(rg +a)] — 1 ) ’
5. conclusione

Oltre ai modelli SEIS / SEIR menzionati nella sezione precedente, la stabilita lineare del banale equilibrio di molti altri modelli di popolazione ¢
ridotta all'equazione (4), dove ®(¢, z) ¢ dato da (6). Cio vale in particolare per i modelli epidemici con n compartimenti infetti, in cui l'infezione segue
un ciclo (It = I — - -- I, — I1) e con solo una funzione di contatto sinusoidale. Vedi (Bacaér, 2007) e riferimenti per malaria e colera. Il modello
epidemico SIS / SIR con un periodo infettivo fisso L e una frequenza di contatto sinusoidale corrisponde

¢(z)=c V<L, ¢(x)=0 Vz>L.
In quel caso,
Buls) = co(1 — e F L) /(5 + miw).

Come nella sezione precedente, la riproducibilita e il tasso di crescita sono indipendenti € se L € un multiplo di 7. Questo ¢ un caso degenerato, poiché
non vi ¢ alcun motivo per cui il periodo infettivo abbia una relazione aritmetica con il periodo di contatto, che di solito ¢ una settimana (meno contatto
nei fine settimana) o un anno. (meno contatti durante le vacanze estive per malattie dell'infanzia, maggiore probabilita di trasmissione di malattie
trasmesse per via aerea durante l'inverno). Il caso L = T ha comunque ricevuto molta attenzione nella letteratura matematica (Cooke e Kaplan, 1976;
Smith, 1977; Nussbaum, 1977 e 1978).

11 significato piu generale dei nostri risultati ¢ che la media della riproducibilita e del tasso di crescita dovrebbe essere considerata eccezionale. A
parte casi degeneri simili a quelli gia menzionati, l'unica situazione a nostra conoscenza in cui la media ¢ corretta ¢ quella con un compartimento
infettivo, un periodo infettivo distribuito in modo esponenziale e nessun periodo di latenza (Bacaér e Guernaoui, 2006, §5; Bacaér, 2007, §5.1.1, e suoi
riferimenti). La media non € corretta per nessuna deviazione, ad esempio due compartimenti infettivi come per le malattie vettoriali (Bacaér, 2007,
§4.1), o un periodo infettivo che non ¢ distribuito in modo esponenziale (Bacaér, 2007, §5.1. 1) o un periodo di latenza diverso da zero (Bacaér, 2007,
§5.1.2).
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