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L'espa
e des phases �ele
toral et les statistiques quantiques.Appli
ation �a la simulation num�erique.Mar
 R. FEIX 1 et Jean-Louis ROUET 2ABSTRACT |We 
onsider di�erent voting s
heme giving the 
olle
tive 
hoi
e from the lists ranking the preferen
esof ea
h voter. These di�erent methods do not give always the same result and, 
onsequently, we try to evaluate thefrequen
y of possible 
on
i
ts. For that purpose, an ele
toral phase spa
e of dimension N = n! (where n is the num-ber of 
andidates) is introdu
ed. Thus all possible lists are taken into a

ount. In this spa
e, we determine the points
orresponding to the votes of M ele
tors. Hypothesis on the distribution of these points leads to distributions known, inphysi
s, under the name of Maxwell-Boltzmann and Bose-Einstein. We show how they 
an be obtained in a numeri
alsimulation with a spe
ial attention to the 
ase where N or M or both go to in�nity. We end the paper with a study ofthe frequen
y of the \Condor
et e�e
t" as a fun
tion of the number of 
andidates and in the limit of a very large numberof voters.R�ESUM�E |On 
onsid�ere des m�ethodes de vote d�eterminant le 
hoix 
olle
tif �a partir des listes de 
andidats pla
�espar ordre de pr�ef�eren
e fournies par 
haque �ele
teur. Les di��erentes m�ethodes d'agr�egation ne donnant pas toujoursle même r�esultat on 
her
he �a d�eterminer la fr�equen
e des 
on
its. Pour 
ela on introduit un espa
e des phases dedimension N = n! (o�u n est le nombre de 
andidats) 
orrespondant �a toutes les listes possibles. On d�etermine ensuiteles points repr�esentatifs du vote de M �ele
teurs. Les hypoth�eses sur la r�epartition de 
es points 
onduisent �a 
onsid�ererprioritairement les deux distributions 
onnues en physique sous les noms de Maxwell-Boltzmann et Bose-Einstein. Onpr�e
ise alors 
omment les obtenir dans un probl�eme de simulation en s'int�eressant parti
uli�erement au 
as asymptotiqueo�u M et N tendent vers l'in�ni. On termine en �etudiant la fr�equen
e de l'e�et Condor
et en fon
tion du nombre de
andidats dans le 
as d'un tr�es large �ele
torat.1. INTRODUCTIONLa m�ethode de vote la plus 
ouramment utilis�ee est le s
rutin uninominal majoritaire �a un ou deux tours.L'�ele
teur ins
rit le nom de son 
andidat pr�ef�er�e et 
elui qui r�e
olte le plus grand nombre de voix est �elu.Eventuellement un deuxi�eme tour est organis�e o�u seuls subsistent les 
andidats ayant re�
u un nombre suÆsantde voix (pour les pr�esidentielles 
e sont même les seuls deux 
andidats arriv�es en tête qui sont retenus). Ce se
-ond tour permet don
 aux �ele
teurs dont le 
andidat pr�ef�er�e a obtenu un nombre de voix insuÆsant d'indiquer undeuxi�eme 
hoix. Il est tr�es probables que 
e syst�eme favorise une bipolarisation que l'on 
onstate dans beau
oupde d�emo
raties (r�epubli
ains-d�emo
rates aux USA, travailliste-
onservateur en Grande Bretagne, gau
he-droiteen Fran
e . . . ) ave
 parfois, soit des s
issions, soit des regroupements dans une des deux 
omposantes.Toutefois des m�ethodes plus sophistiqu�ees existent depuis plus de 200 ans initi�ees par Borda [4℄ et Con-dor
et [5℄. La mise en �uvre de 
es m�ethodes implique que 
haque �ele
teur 
lasse les n 
andidats par ordrede pr�ef�eren
e. Cela donne une masse d'informations tr�es importante. Cependant, le traitement, et même la
olle
te de 
ette information, est rendu maintenant possible par le vote �ele
tronique. Mais selon la m�ethodeutilis�ee pour l'agr�egation de 
es listes on peut, dans 
ertains 
as, obtenir des r�esultats di��erents et parfois mêmepas de r�esultat. Il est int�eressant d'�evaluer la fr�equen
e de 
es diÆ
ult�es. Pour 
ela il est n�e
essaire de se donnerun mod�ele probabiliste donnant les fr�equen
es des di��erentes listes et d'expli
iter les m�ethodes de simulation.C'est l'objet de 
et arti
le dont l'organisation est la suivante.A la suite de 
ette introdu
tion, la partie 2 pr�esente l'espa
e des phases �ele
toral et sa stru
ture (dimension,nature dis
r�etis�ee ou 
ontinue, nombre de points). Partie 3 nous montrons 
omment 
ette stru
ture 
orre-spond dans les deux 
as les plus utilis�es aux statistiques quantiques de Maxwell-Boltzmann et Bose-Einstein(et pourquoi 
elles de Fermi-Dira
 ne sont pas �a 
onsid�erer). La partie 4 d�e
rit un mod�ele d'urne qui donne lestrois statistiques (F-D, M-B, B-E). Partie 5 nous donnons quelques r�esultats portant sur les �e
arts quadratiquesmoyens des trois mod�eles. La partie 6 pr�esente une nouvelle m�ethode sp�e
ialement eÆ
a
e dans le 
as B-E. Les1SUBATECH, E
ole des Mines de Nantes, La Chantrerie, 4 rue A. Kastler, B.P. 20722, F-44307 Nantes Cedex 3, Fran
e2Laboratoire de Math�ematique, Appli
ations et Physique Math�ematique - UMR 6628, Universit�e d'Orl�eans, UFR des S
ien
es,F-45067 Orl�eans Cedex 2, Fran
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parties 7 et 8 s'int�eressent aux probl�emes soulev�es par les 
as asymptotiquesM !1 et N !1 respe
tivementpour les 
as B-E et M-B. Le r�ealisme de 
es mod�eles y est �egalement dis
ut�e. La partie 9 pr�esente une appli
ationportant sur l'�evaluation de la fr�equen
e de \l'e�et Condor
et" 
ependant que la partie 10 donne nos 
on
lusions.2. L'ESPACE DES PHASES �ELECTORALConsid�erons n 
andidats. Il est n�e
essaire de prendre en 
ompte toutes les listes possibles soit N = n!.Toutefois dans 
ette �etude nous 
onsid�erons le 
as o�u N est simplement entier : Il y a deux raisons �a 
ela. Lapremi�ere est qu'une 
ertaine \rationalit�e" (spontan�ee ou impos�ee �a l'�ele
teur) pourrait 
onduire �a une r�edu
tiondu nombre de listes. Par exemple si A est un 
andidat de \gau
he", B du \
entre" et C de \droite" on peutesp�erer qu'un �ele
teur \rationnel" de gau
he ne 
hoisit pas la liste ACB ni qu'un �ele
teur de droite la listeCAB. En revan
he ABC, BCA, BAC et CBA sont possibles et, ainsi, le nombre de listes passerait de 6 �a 4.Cette hypoth�ese, reli�ee �a la 
ondition de Bla
k [3℄ est tr�es stru
turante mais, probablement, assez irr�ealiste. Lase
onde raison pour prendre N simplement entier est que, pour �xer nos id�ees, nous utiliserons les 
as N = 2,N = 3 et N = 4 o�u des repr�esentations g�eom�etriques sont possibles et permettent d'obtenir des r�esultats plusou moins fa
ilement g�en�eralisables. Le deuxi�eme param�etre du probl�eme est M le nombre d'�ele
teurs.Nous supposons que 
es �ele
teurs ont tous le même poids et les même pr�erogatives (
e n'est pas toujours le
as : au 
onseil de s�e
urit�e de l'O.N.U., par exemple, les membres permanents ont le droit de veto, mais pasles autres). Dans 
es 
onditions, 
e qui importe, 
e sont les nombres M1, M2, : : :Mi : : :, MN , d'�ele
teurs ayant
hoisi respe
tivement les listes 1, 2, : : : i : : :, N . La situation est don
 repr�esent�ee par 
es N nombres et l'espa
ea pour dimension N . En fait, il est plus int�eressant de normaliser 
es valeurs et de 
onsid�erer l'ensemble des pio�u pi =Mi=M . Dans 
es 
onditions, le point repr�esentatif se situe sur l'hyper-triangle d�elimit�e par l'hyper-planPi pi = 1 et par les hyper-plans pi = 0 (dans le 
as N = 3, 
e sont des plans et un triangle que l'on 
onsid�ere).Les �gures 1 donnent les 
as N = 2 (�g. 1a), pour lequel le point est sur le segment AB, N = 3 (�g. 1b) o�u lepoint est sur le triangle �equilat�eral ABC et N = 4 (�g. 1
) o�u le point est �a l'int�erieur du t�etra�edre dont les 4fa
es sont les 4 triangles �equilat�eraux. Une propri�et�e int�eressante apparâ�t. Consid�erons le 
as N = 3 (�g. 1), laprobabilit�e p3 de la 3�eme liste est donn�ee par Mm. Or, le segment MN , obtenu en abaissant la perpendi
ulairede M sur AB, est telle que MN = p3=2Mm. Un simple 
hangement d'�e
helle nous permet don
 de resterdans le plan dans le 
as N = 3 et dans l'espa
e pour N = 4. Dans 
e dernier 
as, le point repr�esentatif est situ�edans le t�etra�edre (les 4 hauteurs valant 
ha
une l'unit�e) et les 4 probabilit�es sont donn�ees par la longueur dessegments joignants le point �a ses proje
tions sur les 4 fa
es. Automatiquement on a P4i=1 pi = 1.
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)Figure 1: Espa
e des phases �ele
toral pour un nombre N de listes �egale �a : (a) N = 2, (b)N = 3 et (
) N = 4.La fa�
on dont est rempli 
et espa
e de dimension N d�epend et de N et du nombre M d�ele
teurs. Si M est�ni, seuls un nombre �ni de points sont a

essibles (
f partie 3). Pour M !1, l'espa
e des phases est 
ontinuet tout point du segment, triangle, t�etra�edre, hyper-triangle peut-être obtenu.3. CAS O�U M EST FINI 2



1111 1123 1222 1244 2222 2244 33331112 1124 1223 1333 2223 2333 33341113 1133 1224 1334 2224 2334 33441114 1134 1233 1344 2233 2344 34441122 1144 1234 1444 2234 2444 4444Table 1: Points de l'espa
e des phases �a N = 4 dimensions dans le 
as de M = 4 �ele
teurs.Que devient 
et espa
e des phases quand M est �ni ? Pour le voir traitons tout d'abord le 
as N =M = 3.Il y a 33 = 27 possibilit�es mais 
ertaines donnent le même point de l'espa
e des phases. Par exemple le point
entral (1 vote pour 
ha
une des trois listes) est obtenu 6 fois (toutes les permutations asso
iant les trois �ele
teursaux trois listes). Un moyen alg�ebrique d'obtenir tous les points ainsi que leur poids respe
tif dans la statistiqueM-B est donn�e par une g�en�eralisation de la formule du binôme qui permet, par exemple, de d�eterminer lafr�equen
e de pile et fa
e pour M jets. I
i il suÆra de d�evelopper de pr�ef�eren
e ave
 un langage manipulantl'alg�ebre. (x1 + x2 + : : :+ xN )M (1)Traitons le 
as N =M = 3 apr�es avoir rebaptis�e x1 en a, x2 en b et x3 en 
(a+ b+ 
)3 = a3 + b3 + 
3 + 3(a2b+ ab2 + a2
+ a
2 + b2
+ b
2) + 6ab
 (2)Les di��erents monômes indiquent les points du triangle : b3 par exemple indique trois votes pour B ; b
21 vote pour B et 2 pour C ; ab
 1 vote pour 
haque et
 . . . Les �gures 2 et 3 indiquent la position des pointsdans le triangle pour N =M = 3 et N = 3, M = 4 : il y a respe
tivement 10 et 15 points.
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333Figure 2: Lo
alisation des points dans l'espa
edes phases �ele
toral pour N = M = 3 (dansle triangle ABC de la �gure 1(b)).
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2223Figure 3: Idem que la �gure 2 pour N = 3 etM = 4.Un autre moyen de lister les points de l'hyper-triangle est d'�enum�erer tous les nombres de M digits, 
haquedigit prenant les valeurs de 1 �a N . Toutefois dans notre �enum�eration nous veillerons �a 
e que les digits su

essifsn'aillent jamais en d�e
roissant : ainsi, dans le 
as N =M = 4 apr�es 1124, nous ins
rivons 1133. En e�et, 1131qui, �a priori, devrait su

�eder �a 1124 a d�ej�a �et�e pris en 
ompte par 1113 �a une permutation pr�es des votes des�ele
teurs 3 et 4. La table (1) donne, �a titre d'exemple, les 35 points du t�etra�edre 
orrespondant �a N = 4M = 4.Rappelons que ijkl est asso
i�e �a un vote pour les listes i, j, k et l respe
tivement. La �gure 4 repr�esenteles di��erents �etages de t�etra�edre : la base (0 vote pour la liste 4), le 1 er �etage (1 vote pour 4), les 2�eme, 3�emeet 4�eme �etages, ave
 respe
tivement 2, 3 et 4 votes pour la liste 4.Comment obtenir le nombre de points pour N et M quel
onques ? Pour 
ela on dispose les M �ele
teurset on pla
e les N � 1 s�eparations qui indiquent le nombre d'�ele
teurs s�ele
tionnant respe
tivement les listes1; 2; : : : ; N (voir �gure 5). Sur 
ette derni�ere on voit que les listes 1, 2, 3, 4, 5, 6 sont 
hoisies respe
tivementpar 2, 1, 0, 3, 2, 0 �ele
teurs. Combien de 
on�gurations obtient-on ? Les N � 1 s�eparations et les M �ele
teursdonnent lieu �a (N +M � 1)! permutations mais il faut diviser par (N � 1)! puis par M ! pour tenir 
ompte que3



(a)
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(c)

(d)

(e)

Figure 4: Di��erents �etage du t�etra�edre ave
 N = M = 4 (
f �gure 1(
)). (a) \Rez-de-
hauss�ee", (b) 1 er �etage, (
) 2�eme �etage, (d) 3�eme �etage, (e) 4�eme �etage (1 point).dans le 
omptage des points de l'espa
e des phases toute permutation des �ele
teurs et des s�eparations donne lemême point. Le nombre de points est don
 donn�e par :(N +M � 1)!(N � 1)!M ! (3)On v�eri�e, bien sûr, que (3) redonne bien le nombre de points obtenus dans les exemples pr�e
�edents.
liste : 2 3 4 5 61Figure 5: D�e
omptage du nombre de points de l'espa
e des phases pour N = 6, M = 8. Lesronds repr�esentent les M �ele
teurs 
hoisissant l'une des listes repr�esent�ee par un intervalled�elimit�e par un trait.Tout physi
ien a re
onnu en (3) une des 
�el�ebres formules de la statistique quantique (voir par exemple [8℄).De fa�
on plus g�en�erale, il est possible d'�etablir un pont entre la physique statistique et la th�eorie des votes.Cela 
ommen
e par le langage et le petit di
tionnaire suivant traduit les termes employ�es par les physi
iens enlangage \�ele
toral" : parti
ule ! �ele
teuro

uper ! s�ele
tionnerniveau, site ! listestat. Maxwell-Boltzmann ! \
ulture identi�able"stat. Bose-Einstein ! \
ulture anonyme"On voit tout de suite pourquoi les statistiques de Fermi-Dira
 ne sont pas 
onsid�er�ees en th�eorie des votes :La phrase d�e�nissant 
ette statistique via le prin
ipe d'ex
lusion dit que deux parti
ules ne peuvent o

uper lemême niveau d'�energie, soit, deux �ele
teurs ne peuvent 
hoisir la même liste. Il n'y a, bien sûr au
une raison �aune telle interdi
tion. Quant aux 
ultures \identi�able" et \anonyme", il s'agit d'un jargon dont l'origine estassez obs
ure.Deux remarques s'imposent :- Pour N �x�e et M ! 1 les points tendent �a remplir uniform�ement le triangle (N = 3), le t�etra�edre(N = 4) et l'hyper-triangle.- La statistique de Bose-Einstein 
onsiste �a supposer une �egale probabilit�e pour tous 
es points.4



Il existe, bien entendu, une autre statistique (appel�ee statistique de Maxwell-Boltzmann). Elle 
onsiste pourdes valeurs donn�ees de N etM �a introduire les mêmes points que pour la statistique de B-E mais au lieu de leurdonner �a tous le même poids, de supposer des probabilit�es di��erentes. En fait, 
es probabilit�es sont proportion-nelles aux 
oeÆ
ients des di��erents monômes obtenus en expli
itant (1). Par exemple les 
as N = 3, M = 3etN = 3,M = 4 redonnent les deux s
h�emas des �gures 2 et 3 ave
 les probabilit�es indiqu�ees sur les �gures 6 et 7.Reste �a traiter le 
as de F-D pour lequel il est n�e
essaire que N � M . Le nombre de points est toutsimplement le nombre de 
ombinaisons possibles de M �el�ements 
hoisis dans un ensemble en 
ontenant N ,soit CMN = N !=[M !(N �M)!℄. Ces points forment don
 un sous ensemble de points des statistiques de M-B et B-E et ils sont a�e
t�es du même poids (tout 
omme pour B-E). Pour N = M il n'existe qu'un pointp1 = p2 = ::: = pN = 1=N . Rappelons que F-D ne joue au
un rôle dans les probl�emes de vote.
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1 1Figure 6: Maxwell-Boltzmann ave
 N =M =3. Les probabilit�es ont �et�e multipli�ees par27 = 33.

1

4

6 6

4

44

4 4
1 1

6

12

12 12Figure 7: Maxwell-Boltzmann ave
 N = 3,M = 4. Les probabilit�es ont �et�e multipli�eespar 81 = 34.Il est 
urieux de 
onstater que les deux prin
ipales distributions utilis�ees pour les �etudes probabilistes desvotes sont 
onnues sous les noms respe
tifs de \
ultures anonymes" (pour B-E) et \identi�able" (pour M-B).A�n de mieux 
omprendre la signi�
ation de 
es deux statistiques, il est int�eressant de les 
onne
ter �a unprobl�eme de tirage dans une urne. Nous reviendrons aussi sur leur r�ealisme partie 8.4. OBTENTION DE 3 STATISTIQUES PAR TIRAGE DE BOULES DANS UNE URNELe 
as de M-B est le plus simple �a r�ealiser. On pla
e dans une urne N boules num�erot�ees de 1 �a N , 
ha
une
orrespondant �a une liste. Le premier �ele
teur tire une boule, 
hoisit la liste 
orrespondant au num�ero de laboule et repla
e 
ette derni�ere dans l'urne, les autres �ele
teurs font de même. Il est alors 
lair que si M ! 1on se rappro
he arbitrairement pr�es du point p1 = p2 = : : : = pN = 1=N . En prin
ipe pour un jeu de valeurs pila m�ethode de vote, quelle qu'elle soit, d�esignera un et un seul vainqueur, mais le point pi = 1=N est un pointde bifur
ation et la moindre 
u
tuation peut mener au 
hoix de n'importe lequel des 
andidats. Il reste que,pour M grand, 
ette statistique n'explore que le voisinage du point 
entral de l'hyper-triangle.La m�ethode de tirage 
onduisant �a la statistique de B-E est plus 
urieuse. Son s
h�ema est dû �a Polya.Comme pr�e
�edemment, l'urne 
ontient initialement N boules. Le premier �ele
teur 
hoisit une boule qui indiqueson 
hoix de liste et remet dans l'urne outre la boule qu'il a tir�ee, une autre boule portant le même num�ero.Les suivants pro
�edant de la même mani�ere, le nombre de boules augmente d'une unit�e apr�es 
haque tirage.Nous montrons dans le 
as N = M = 3 que nous re
ouvrons bien la statistique de B-E. La �gure 8 donnel'arbores
en
e d�e
rivant les tirages su

essifs : une bran
he de gau
he indique le tirage d'une boule num�erot�ee1, une bran
he verti
ale 
elui d'une boule num�erot�ee 2 et une bran
he de droite 
elui d'une boule num�erot�ee3. Le s
h�ema s'explique de lui-même ave
 les probabilit�es 
al
ul�ees �a 
haque tirage qui prend en 
ompte lestirages pr�e
�edents. Les deux derni�eres lignes indiquent le r�esultat obtenu ainsi que les probabilit�es respe
tives.On r�e
up�ere les 10 
as de B-E 
ha
un ave
 la même probabilit�e 1=10.La statistique de F-D s'obtient en
ore plus simplement. Nous partons toujours de la même urne 
ontenantles N boules num�erot�ees de 1 �a N . Il suÆt, apr�es tirage, de ne pas remettre la boule dans l'urne. La �gure 95



3

1 32 21 3

1

21 3

222122
1/101/30 1/30

223

1 32

2

21 3

1

1 2

3

1 32 21 3

13

3

2

21 3

2

21 3

1/30 1/30 1/60 1/301/30 1/60
112 122 123 123 223 233

2/5 2/53/5

1/31/3

1/30

1/3

112111
1/30
112 122 123 113 123 133

1/30
223123 233 333133233123133113

1/4 1/21/41/4 1/21/2 1/4 1/4 1/4

3/5 1/51/5 2/5 2/5 1/5 2/5 1/5 2/5 2/5 1/5 1/5 1/5 1/5 2/5 2/5 1/5 2/5 2/51/5 2/5 1/5 3/51/5

1/10 1/30 1/601/30 1/60 1/30 1/60 1/30 1/30 1/101/301/301/30 1/301/60
113Figure 8: Arbores
en
e de la su

ession des tirages dans l'urne dans le 
as B-E pour N =M = 3. 1�ere ligne : nom du point obtenu (
f. �gure 2), 2�eme ligne : probabilit�es respe
tives.qui donne l'arbores
en
e pour N = 4, M = 2, illustre l'�equir�epartition des points 12 13 14 23 24 34 ave
 pour
ha
un la probabilit�e 1=6.

1 2 3 4

32 3 4 1 3 4 1 2 1 24
12 13 14 12 23 24 13 23 34 14 24 34Figure 9: Arbores
en
e de la su

ession des tirages dans l'urne dans le 
as F-D pour N = 4et M = 2.Si l'on prend maintenant N = 4 et M = 3, 
es 6 possibilit�es donnent la �gure 10. Apr�es un troisi�eme tirage,les 4 possibilit�es �equiprobables 123 ; 124 ; 134 ; 234 sont obtenues. Un dernier tirage am�enerait 1234 de fa�
on
ertaine.

3 2 2 3 1 1 3 1 24 4 4
123 124 134123 124 134 123 234 124 234 134 234

14 23 24 3412 13

Figure 10: Derni�ere bran
he de l'arbores
en
e dans le 
as F-D pour N = 4 et M = 3.Ainsi, l'urne de Polya 
ontenant initialement N boules, permet d'obtenir les 3 statistiques en pro
�edant �aM tirages qui donneront respe
tivement :. la statistique de Fermi-Dira
, si on ne remet pas la boule tir�ee,. la statistique de Maxwell-Boltzmann si on remet la boule,. la statistique de Bose-Einstein si, en plus de la boule tir�ee, on en ajoute une autre identique.En�n, le mod�ele de l'urne montre que si N � M , la 
omposition de l'urne est, dans les trois 
as, peumodi��ee et les trois statistiques tendent �a se 
onfondre.5. �ECARTS QUADRATIQUES POUR LES TROIS STATISTIQUESIl est �evidemment int�eressant de voir 
omment varie ave
 N et M le volume de l'espa
e des phases o�u setrouve la majorit�e des points, majorit�e pond�er�ee pour M-B o�u les s
h�emas des �gures 6 et 7 indiquent 
lairementla 
on
entration des poids sur les points entourant le point 
entral. Il est n�e
essaire de bien distinguer laprobabilit�e Pi du point i de l'hyper-triangle de la fr�equen
e pij d'apparition de la liste j au point i. L'indi
e jvarie de 1 au nombre total de listes N , et l'indi
e i varie de 1 au nombre total de points de l'espa
e des phasedonn�e par (3) pour M-B et B-E et par CMN pour F-D. Bien entendu6



< pj >=Xi Pipij = 1N 8j (4)par raison de sym�etrie. Un exemple expli
ite 
es id�ees. Soit la statistique de F-D ave
 N = 6 et M = 3.Les points possibles, au nombre de C36 = 20, sont list�es 
i-dessous123 ; 124 ; 125 ; 126 ; 134 ; 135 ; 136 ; 145 ; 146 ; 156 ;234 ; 235 ; 236 ; 245 ; 246 ; 256 ; 345 ; 346 ; 356 ; 456Nous 
her
hons �21 l'�e
art quadratique de la probilit�e de la liste 1 (mais par raison de sym�etrie tous les �2isont �egaux) : �21 = 20Xi=1 Pi�pi1 � 1N �2 (5)Les dix premiers points list�es 
ontiennent une et une seule liste 1 sur les 3 
hoisies. Par 
ons�equent, pour
es 10 points pi1 = 1=3. Quant au 10 autres, au
un des trois �ele
teur n'a 
hoisit la liste 1 et pi1 = 0 pour 
euxl�a. On a don
 �21 = 120 "10�13 � 16�2 + 10�0� 16�2# = 136 (6)Nous laissons au le
teur le soin de d�emontrer que pour la statistique de F-D on obtient�2F-D = N �MMN2 (7)On retrouve sur (7) la n�e
essit�e d'avoirN �M et le fait que si N =M on obtient seulement le point 
entral1=N1=N : : : 1=N ave
 �2F-D = 0.Le 
as de M-B se traite d'une mani�ere analogue. On obtient�2M-B = N � 1MN2 (8)Mais maintenant il n'y a pas de restri
tion sur les valeurs que peut prendre M et si M !1, �2M-B ! 0 etla distribution devient de plus en plus piqu�ee autour du point 
entral. En�n, pour M = 1 les relations (7) et(8) donnent le même r�esultat 
e qui est �evident sur le mod�ele de l'urne.Pour le mod�ele B-E, l'�e
art quadratique est donn�e par�2B-E = N � 1N + 1N +MMN2 (9)On note, en parti
ulier, que les 
u
tuations ne d�e
roissent pas vers z�ero si M ! 1 et dans 
ette limite�2B-E ! (N � 1)=[N2(N + 1)℄.La �gure 11 donne dans le 
as B-E et pour N = 3, la traje
toire du point repr�esentatif de l'�etat de l'urne aufur et �a mesure du vote des �ele
teurs. Comme il fallait s'y attendre 
e sont les premiers tirages qui d�eterminentle point du triangle qui sera atteint apr�es lesM 
hoix. Cependant, il n'y a pas 
onvergen
e vers un point pr�e
is :simplement la traje
toire est de plus en plus \paresseuse" et le poids du pass�e de plus en plus lourd.En�n, on retrouve que les trois statistiques se 
onfondent dans la limite N � M soit puisque M est unentier positif, N !1. Dans 
ette limite, �2B-E = �2M-B = �2F-D ! 1=MN .6. SIMULATION DANS LE CAS D'UNE STATISTIQUE B-E (2�eme M�ETHODE)L'utilisation de la m�ethode de l'urne pour �etudier le 
as M ! 1 (op�erationnellement en prenant MsuÆsamment grand) am�enerait des 
al
uls inutilement longs. Dans tous les 
as (M �ni ou in�ni) il est pr�ef�erable7



Figure 11: N = 3, traje
toire du point repr�esentatif de la 
onstitution de l'urne au fur et �amesure du vote des �ele
teurs (M = 1000).de �xer un point de l'hyper-triangle qui 
orrespond au 
as M ! 1. On �xe ensuite un nouveau point, puisun troisi�eme, et
... et 
'est l'ensemble de 
es points qui doit être �equir�eparti sur l'hyper-triangle. En�n 
'est �apartir de 
es points d�e�nis pourM !1 que l'on traitera �egalement le 
asM �ni. Les �etapes sont les suivantes :- On pro
�ede au tirage de N � 1 nombres al�eatoires r�epartis uniform�ement sur l'intervalle 0� 1,- On trie 
es nombres al�eatoires par valeur 
roissante. Appelons �1, �2, . . . , �N�1, les nombres ainsi tri�es :on a �1 < �2 < : : : < �N�1,- On prend alors p1 = �1, p2 = �2 � �1, . . . pi = �i � �i�1, . . . , pN = 1� �N�1.On a ainsi obtenu un point pi; : : : ; pN tel que P pi = 1 et qui est �equir�eparti sur l'hyper-triangle.Maintenant si M est �ni nous pouvons utiliser 
es valeurs pi; : : : ; pN pour d�eterminer le 
hoix de 
ha
un desM votants. Nous expli
itons 
e 
al
ul pour le 
as N =M = 3. Il permet de mieux 
omprendre la signi�
ationde la statistique de B-E (ou de la 
ulture anonyme). Puisque N = 3, nous tirons pour 
ommen
er deux nombresal�eatoires Æ et � dans l'intervalle 0�1. Nous appelons � le plus petit et Æ le plus grand. Nous devons v�eri�er queles 10 possibilit�es 111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333 sont bien �equiprobables. Pour des raisons desym�etrie (voir �gures 2 et 3) il suÆt de 
al
uler les probabilit�es pour 111 112 et 123. Il est d'abord n�e
essairede 
al
uler le 
oeÆ
ient de normalisation �a savoirZ 10 dÆ Z Æ0 d� = 1=2 (10)Le 
al
ul pour 111 est simple. Pour � et Æ donn�e la probabilit�e de 111 est �3 et 
ompte tenu du 
oeÆ
ientde normalisation donn�e par (8) la probabilit�e vaut2 Z 10 dÆ Z Æ0 �3d� = 1=10 (11)La probabilit�e de 112 se 
al
ule en disant que pour � et Æ donn�es la probabilit�e de 112 est �2(Æ � �) maisqu'il faut tenir 
ompte des trois 
ombinaisons possibles et, bien sûr, du fa
teur de normalisation. Ce qui donne6 Z 10 dÆ Z0 �2(Æ � �)d� = 1=10 (12)En�n, la probabilit�e pour 123 est obtenue en int�egrant �(Æ � �)(1 � Æ) a�e
t�e du 
oeÆ
ient 12 (2 pour lanormalisation, 6 pour les permutations). 8



12 Z 10 dÆ Z Æ0 �(Æ � �)(1� Æ)d� = 1=10 (13)V�eri�ons le bien fond�e de 
e 
al
ul sur un exemple un peu plus 
omplexe : N =M = 4 qui donne 35 pointsdans le t�etra�edre et don
 une probabilit�e de 1/35. Le fa
teur de normalisation est donn�e parZ 10 d� Z �0 dÆ Z Æ0 d� = 1=6 (14)o�u les trois nombres al�eatoires �xant les 4 probabilit�es sont �, Æ, � ave
 � < Æ < �. Supposons que nousnous int�eressions �a la probabilit�e de 1224. Il y a 12 
ombinaisons menant �a 
e r�esultat. Pour une 
ombinaisonil faut 
al
uler Z 10 d� Z �0 dÆ Z Æ0 � (Æ � �)2(1� �) d� = 12520 :Ce r�esultat multipli�e par 6� 12 redonne bien la probabilit�e de 1=35.7. RETOUR SUR LE CALCUL M !1Pour N listes possibles on 
al
ule tout d'abord le fa
teur de normalisation : on a tir�e au hasard N � 1nombres que l'on ordonne �1 < �2 < �3 : : : < �N�1Le fa
teur de normalisation est donn�e parZ 10 d�N�1 Z �N�10 d�N�2 : : : Z �20 d�1 = 1(N � 1)! (15)et la valeur moyenne d'une quantit�e f est donn�ee par :(N � 1)! Z 10 d�N�1 Z �N�10 d�N�2 : : : Z �20 f d�1 (16)On 
al
ule ainsi la valeur moyenne de p1 = �1 = f . On obtient < p1 >= 1=N 
omme il fallait s'y attendre.En fait < p1 >=< p2 >= : : : =< pN >= 1=N . L'�e
art quadratique moyen de p1 est donn�e par(N � 1)! Z 10 d�N�1 Z �N�10 d�N�2 : : :Z �20 (�1 � 1N )2d�1 = N � 1N2(N + 1) (17)En fait < (pi � 1N )2 >= N � 1N2(N + 1) (18)Ce dernier r�esultat est int�eressant puisque nous retrouvons par 
e 
al
ul qui traite dire
tement le 
asM !1
elui obtenu en travaillant sur les positions des points dis
r�etis�es de l'hyper-triangle (voir partie 5). Il 
on�rmel'int�erêt de 
e deuxi�eme mod�ele pour les larges �ele
torats.Les formules (17) et (18) re
oupent un r�esultat 
onnu en th�eorie des probabilit�es. Si un nombre in�ni depoints sont r�epartis au hasard sur une droite ave
 une densit�e n (
'est-�a-dire si N points sont r�epartis uni-form�ement sur un segment L et si N et L tendent vers l'in�ni (ave
 n = N=L 
onstant), alors les intervalles xentre deux points tendent vers une r�epartition de Poisson de param�etre n. De plus la 
ara
t�eristique d'une loide Poisson est que l'�e
art quadratique moyen est le 
arr�e de la moyenne. I
i pour N ! 1 on voit qu'en e�etl'�e
art quadratique moyen est 1=N2 
ependant que la moyenne est 1=N .On peut v�eri�er en e�et que si N est suÆsamment grand (pratiquement �a partir de 10), les pi suivent laloi de Poisson N exp�Npi. Cela n'est �evidement pas vrai pour des N petits. Par exemple pour N = 2, p1et p2 sont �equir�epartis dans l'intervalle 0 � 1. Il est d'ailleurs possible de 
al
uler la probabilit�e d'obtenir la9



probabilit�e p1. Par exemple pour N = 4, nous tirons 3 nombres 
, Æ, ", ave
 
 > Æ > " et p1 = ". La probabilit�eque p1 soit sup�erieur �a une valeur a de l'intervalle 0� 1 est6 Z 1a d
 Z 
a dÆ Z Æa d" = (1� a)3 (19)Ce r�esultat se g�en�eralise ais�ement et donne pour N listesProb (p1 > a) = (1� a)N (20)La relation (20) doit être 
ompar�e �a la limite Poissonnienne Prob (p1 > a) = exp(�Na).Curieusement on peut, quelque soit N , utiliser la formule de Poisson pour tirer les N probabilit�es pi etr�e
up�erer une distribution identique �a 
elle obtenue par le tri deN�1 nombre pris dans l'intervalle 0�1 (
f. partie6). Ce r�esultat �etrange �a premi�ere vue vient de la n�e
essit�e de normaliser les nombres tir�es de la Poissonniennetandis que la m�ethode du tri assure automatiquement 
ette normalisation. Si don
 on a tir�e p1; : : : ; pn �a partird'une distribution de Poisson, il faut en fait 
onsid�erer �p1 = p1=Pi pi, :::, �pN = pN=Pi pi. La �gure 12expli
ite la 
onstru
tion dans le 
as N = 2 (pour lequel nous devons transformer la Poissonnienne 2 exp(�2p1)en distribution uniforme sur l'intervalle 0�1). Si p1 et p2 sont les valeurs issues du tirage Poissonnien, les valeursnormalis�ees sont obtenues �a l'interse
tion de OM et du segment joignant les points (0; 1) et (1; 0). AppelonsA le point d'abs
isse a situ�e sur 
e segment, la probabilit�e d'avoir �p1 < a est donn�ee par la probabilit�e d'avoirM dans l'angle form�e par OA et l'axe p2. Ce 
al
ul est e�e
tu�e en 
onsid�erant l'�el�ement de surfa
e ha
hur�e
ompris entre l'axe p2, la droite OA et les deux droites p1+ p2 = � et p1+ p2 = �+ d�. La longueur du segmentBC est ap2� et la hauteur du trap�eze ha
hur�e est d�=p2. La probabilit�e 
her
h�ee s'�e
rit :Z 10 d�p2ap2�4 exp(�2�) = a (21)donnant une probabilit�e 1� a que p1 > a, en a

ord ave
 (20).Le 
as N = 3 est en
ore justi�able d'une interpr�etation g�eom�etrique dans un espa
e �a 3 dimensions (voir�g 13). Le plan CDE est d�e�ni par p3 = a. Pour que p3 soit inf�erieur �a a, le point (p1; p2; p3) doit se trouver �al'int�erieur de la pyramide d�e�nie par les quatre droites OA, OB, OCet OD. Le trap�eze ABCD a pour surfa
eap3(1 � a=2). On d�e�nit l'�el�ement de volume entre les plans p1 + p2 + p3 = � et p1 + p2 + p3 = � + d�, sahauteur est d�=p3. On doit alors 
al
uler :Z 10 d�p3ap3(1� a2)�233 exp(�3�) = 2a� a2 (22)donnant une probabilit�e 1� 2a+ a2 = (1� a)2 que p1 > a, en a

ord ave
 (20).Le tirage dans la distribution de Poisson des probabilit�es desN listes, suivie de la renormalisation appropri�eeest une alternative 
on
eptuellement plus simple que le tirage et le tri des N�1 nombres al�eatoires et si les deuxalgorithmes sont de rapidit�e 
omparables, la m�ethodes de la Poissonnienne est beau
oup moins gourmande enpla
e m�emoire que 
elle du tri.8. STATISTIQUE DE M-B (CULTURE IDENTIFIABLE), CAS DE M !1La statistique M-B dans la limite o�u M ! 1 
on
entre la quasi totalit�e des poids dans une zone 
entr�eeautour du point ( 1N ; : : : ; 1N ) et dont la taille d�e
rô�t 
ommeM�1=2. Contrairement au 
as B-E o�u nous exploronsl'hypertriangle, nous restons dans le voisinage d'un point. En revan
he 
e point est tr�es parti
ulier et sonvoisinage aussi petit qu'il soit (
'est-�a-dire aussi grand que soit M) pr�esente une vari�et�e de situations analogues�a 
elles ren
ontr�ees dans l'exploration de l'hypertriangle de B-E. La raison est la suivante. Supposons M !1on aura pour pi la valeur 1=N + ��i o�u � est un nombre qui d�e
rit la taille des 
u
tuations (il varie don
 enM�1=2) et �i pr�e
ise 
ette 
u
tuation. Consid�erons pour �xer les id�ees le duel AB dans le 
as de trois 
andidats.Son issue d�epend des valeurs respe
tives de p1 + p2 + p5 et de p3 + p4 + p6 
'est-�a-dire de16 + 16 + 16 + �(�1 + �2 + �5) et de 16 + 16 + 16 + �(�3 + �4 + �6) (23)10
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Figure 13:liste nÆ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23A A A A A A B B B B B B C C C C C C D D D D D DB B C C D D A A C C D D A A B B D D A A B B C CC D B D B C C D A D A C B D A D A B B C A C A BD C D B C B D C D A C A D B D A B A C B C A B ATable 2: Enum�eration des N = 24 listes dans le 
as de n = 4 
andidats not�es A, B, C et D.On voit que la valeur de � ne joue au
un rôle et que seules 
omptent les valeurs relatives de �1+�2+�5 etde �3+�4+�6. On v�eri�e qu'il en est de même non seulement pour tous les duels mais �egalement dans toutesles 
omparaisons de points li�es �a l'emploi de r�egles positionnelles. Pour r�ealiser une simulation dans la limiteM !1 il suÆra de se rappeler que l'on peut utiliser le th�eor�eme 
entrale limite et que, par 
ons�equent, les �iseront tir�es au hasard et ind�ependemment les uns des autres dans la distribution Gaussienne.p(�) = 1p2� exp��22 (24)Si on se rappelle que l'on avait normalis�e ave
P pi = 1 on doit pro
�eder �a la 
orre
tionpi = �piP �pi (25)o�u �pi = 1N + ���i: (26)En tenant 
ompte du fait que �! 0 il vientpi = 1N + � (��i � 1N X ��i): (27)On voit don
 que, une fois tir�e les N ��i dans une r�epartition Gaussienne, il suÆt de les re
entrer de tellesorte que P�i = 0 ave
 �i = ��i � (1=N)P ��i, on remarquera l'analogie ave
 le 
as pr�e
�edent : les N valeursd�e
rivant la situation sont maintenant tir�ees dans une distribution de Gauss au lieu d'une distribution de Poisson.Pour terminer 
es 
onsid�erations sur la te
hnique de simulation mentionnons la solution d'un probl�eme detaille m�emoire d'ordinateur. Si n est grand (et il n'a pas besoin d'être bien grand), il faut 
onsid�erer N = n!listes de n noms. La saturation vient rapidement. L'id�ee est alors de donner un num�ero �a 
es listes permettantde retrouver rapidement sa stru
ture. A titre d'exemple, prenons n = 4 (N = 24). La table (2) donne les listes
lass�ees par ordre alphab�etique de 0 �a 23.Notons tout d'abord la stru
ture auto-similaire de 
ette liste. Si on retire la premi�ere ligne, 
haque blo
 de6 listes (listes de 0 �a 5, de 6 �a 11 et
...) est l'ensemble des listes obtenues pour 3 
andidats pris dans la liste11



B,C,D ou A,C,D et
.. (le 
andidat de la premi�ere ligne A, B, et
... a �et�e retir�e de la liste A,B,C,D). De mêmeen retirant la deuxi�eme ligne et en 
onsid�erant les listes par blo
 de 2, on se retrouve ave
 les listes �a 2 
andidats.L'ordre alphab�etique, 
hoisi i
i, permet d'�elaborer l'algorithme suivant : supposons que nous d�esirions
onnâ�tre la stru
ture de la liste 16. On divise 
e nombre par (n� 1)! (i
i 3! = 6), on a16 = 2� 6 + 4Le quotient - for
�ement inf�erieur �a n - donne le nom du 
andidat pla
�e en premi�ere position. Pour 
ela on
hoisit le 
andidat o

upant le rang quotient (i
i 2) dans la liste ABCD renum�erot�ee 0 1 2 3, 
'est don
 C. Onretire C de la liste qui 
omporte maintenant A,B,D de rang 0,1,2 respe
tivement. On r�eit�ere en prenant le resteque l'on divisera par (n� 2)! I
i il vient 4 = 2� 2 + 0Le nouveau quotient 2 d�esigne maintenant D dans la liste ABD. Le nouveau reste 0 implique pour letroisi�eme quotient 0 et don
 le 
hoix A dans AB. En�n on obtient B qui indique CDAB pour la liste num�ero16 en a

ord ave
 la table (2).L'algorithme inverse, trouver le num�ero d'une liste donn�ee, ne pose, lui-aussi, au
un probl�eme.L'un des apports de 
e papier est de donner l'�e
lairage de la physique sur l'aspe
t statistique de la th�eoriedes votes. Ainsi, en poursuivant l'�ebau
he de di
tionnaire de la partie 3, il est possible d'apporter quelques
ommentaires sur la r�ealit�e des di��erents mod�eles qui permettent de se situer dans les distributions B-E, M-Bou F-D, �a savoir le tirage dans l'urne ou le tri de N � 1 nombres al�eatoires 
omme indiqu�e partie 6. Cettedis
ussion est assez peu abord�ee, toutefois, parmi d'autres, deux arti
les [2℄ [10℄ avan
ent des expli
ations bas�eessur le mod�ele de l'urne (
f se
tion 4) g�en�eralis�ee en ajoutant �a 
haque tirage non pas une boule, mais � boules.B-E apparâ�t alors 
omme le 
as parti
ulier � = 1 et F-D 
omme le 
as � = �1. Grâ
e �a 
e degr�e de libert�esuppl�ementaire, les auteurs interpr�etent la \
ulture anonyme" (g�en�eralis�ee ave
 � > 1) 
omme 
orrespondant�a un degr�e d'homog�en�e��t�e so
ial. Tir�e de [10℄, nous 
itons : \Clearly � is a 
ontagion parameter, a measure ofthe mutual in
uen
e between voters ... then in
reasing � will in
rease the propensity of voters to have similarpreferen
e and will re
e
t in
rease so
ial homogeneity". Cons�equemment, la \
ulture identi�able" (M-B) pourlaquelle � �egale 0 re
�eterait alors l'ind�ependan
e des �ele
teurs.Certainement la \
ontagion" li�ee au mod�ele de l'urne est d'une nature tr�es �etrange. Ainsi, 
'est le vote despremiers �ele
teurs qui va d�eterminer le pour
entage des listes et pour � tendant vers l'in�ni, on peut mêmev�eri�er que l'issue du s
rutin est impos�ee par le seul premier �ele
teur. La 
onne
tion ave
 l'id�ee d'homog�en�e��t�edu 
orps �ele
toral est alors assez d�eli
ate �a interpr�eter.A�n de mettre les prin
ipes de la physique �a 
ontribution, il est pr�ef�erable de s'en tenir �a la des
riptiondes 
ultures en termes de statistiques, 
es derni�eres ayant l'avantage d'être reli�ees �a des mod�eles pr�e
is. Enphysique, 
es statistiques permettent notamment de bien 
lari�er la fa�
on dont on doit 
onsid�erer les votespour les deux 
ultures : elles sont �etablies en supposant des parti
ules sans intera
tion (
'est-�a-dire, en langage�ele
toral, des �ele
teurs votants de fa�
on ind�ependantes). L'in
uen
e entre parti
ules (�ele
teurs) traduite par lapr�esen
e de for
es attra
tri
es ou r�epulsives 
r�ee des 
orr�elations qui sont ind�ependantes des e�ets asso
i�es auxstatistiques quantiques. Ainsi la 
ondensation de Bose-Einstein, pour laquelle un grand nombre de parti
ulestombent sur le même niveau d'�energie (beau
oup d'�ele
teurs 
hoisissent la même liste) n'a pas pour origine lesintera
tions entre parti
ules (in
uen
e entre �ele
teurs) mais le 
adre math�ematique de la m�e
anique quantique.Malgr�e un traitement similaire, les deux 
ultures \anonyme" et \identi�ables" asso
i�ees aux statistiquesde B-E et M-B sont de nature tr�es di��erentes. La statistique de M-B est li�ee au 
as 
lassique pour lequel lesph�enom�enes quantiques ne se manifeste pas et M �ele
teurs ind�ependants 
hoisissent 
ha
un au hasard l'une desN listes de mani�ere �equiprobable. Pour un large �ele
torat, le point de l'espa
e des phases se pla
e tr�es pr�esdu point 
entral qui est un point hyper
ritique : un faible 
hangement dans le 
hoix des �ele
teurs peut fairebas
uler l'issue du s
rutin.Maintenant, si une partie des �ele
teurs vote d�elib�er�ement de fa�
on identique, les listes ne sont plus �equiprobables.Le point quitte alors la r�egion du point 
ritique et l'issue du s
rutin n'a plus l'extrême sensibilit�e aux 
u
tuations12



A A B B C CB C A C A BC B C A B Ap1 p2 p3 p4 p5 p6Table 3: Les N = 6 listes �etablies pour n = 3 
andidats not�es A, B, C ave
 leurs probabilit�espi respe
tives.
omme pr�e
�edemment.La distribution de B-E, quant-�a elle, est de nature quantique et fait don
 appel �a des arguments probabilistes.Il n'est plus possible de lo
aliser le syst�eme en un seul point de l'espa
e des phases �ele
toral. Il faut maintenantr�ealiser une moyenne sur plusieurs s
rutins a�n d'obtenir une information pertinente. C'est bien 
e qui a �et�efait lors des simulations num�eriques et 
ela appelle les remarques suivantes :- Pour 
haque s
rutin (qui donne un point de l'espa
e des phases) les �ele
teurs votent ind�ependamment lesuns des autres.- Pour un s
rutin, les probabilit�es des listes (prise dans la distribution de Poisson) peuvent-être notablementdi��erentes.- Cependant, la moyenne des probabilit�es du 
hoix d'une liste i sur l'ensemble des s
rutins donne bien< pi >= 1=N 
omme 
al
ul�e partie 5.On voit que les remarques pr�e
�edentes sont tr�es li�ees �a l'utilisation du mod�ele introduit partie 6 (tirage ettri de nombres al�eatoires) et, bien sûr, �a la \
ulture physique" des auteurs.En
ore une fois, pour tenir 
ompte de l'�eventuelle pr�esen
e d'une homog�en�e��t�e so
iale, il faudrait biaiser letirage dans la Poissonnienne a�n de faire apparâ�tre un e�et syst�ematique pour la liste privil�egi�ee.9. INFLUENCE DU NOMBRE DE CANDIDATS SUR L'EFFET CONDORCETLa m�ethode pr�e
onis�ee par Condor
et est une g�en�eralisation des duels binaires �a partir des listes fourniespar les �ele
teurs. Montrons sur 3 
andidats 
omment pro
�eder et quels sont les probl�emes ren
ontr�es. Soit A,B, C les 
andidats. Les 6 listes sont indiqu�ees tableau 3 (ave
 sur la ligne du haut le 
andidat pr�ef�er�e) ainsique les pour
entages obtenus. Trois duels sont �a envisager : le r�esultat du duel AB est d�e
id�e en 
omparantp1+p2+p5 ave
 p3+p4+p6. De même AC implique la 
omparaison de p1+p2+p3 et de p4+p5+p6. 
ependantque le duel BC a son issue d�e
id�ee en 
omparant p1 + p3 + p4 et p2 + p5 + p6. Se peut-il alors qu'un 
andidatgagne tous ses duel ? Il serait alors normal de le d�e
larer �elu (en
ore que d'autres m�ethodes d'agr�egation apriori aussi \l�egitime" que 
elle de Condor
et peuvent amener un autre pr�etendant �a la vi
toire). Mais d�ej�a, ense restreignant �a la m�ethode de Condor
et, des diÆ
ult�es apparaissent ave
, par exemple, un r�esultat 
y
liqueo�u A bat B, B bat C et C bat A. On v�eri�era que 
'est le 
as, ave
 pour 
haque duel un s
ore de 52% auvainqueur 
ontre 48%, pour le jeu de valeurs : p1 = :42, p2 = :09, p3 = :07, p4 = :13, p5 = :11, p6 = :28. Cer�esultat, un peu surprenant de prime abord, n'a rien de vraiment paradoxal et nous pr�ef�erons la d�enomination\d'e�et Condor
et" �a 
elle de \paradoxe de Condor
et".Dans le 
as n = 3 (N = 6), la fr�equen
e de \l'e�et Condor
et" pour un nombre M impair et �ni de votantsa pu être 
al
ul�e analytiquement pour une statistique du type B-E (
ulture anonyme) [7℄. La probabilit�e qu'unvainqueur existe est donn�ee par P (3;M) = 1516 (M + 3)2(M + 2)(M + 4) ; (28)ave
M = 1; 3; 5; : : :. On v�eri�e queM = 1 donne P (3; 1) = 1 (un seul votant, ou di
tateur simpli�e toujoursle pro
essus �ele
toral !). 13



Nous avons pro
�ed�e �a l'�etude des 
as n = 3, 4, 5, 6 pour di��erentes valeurs de M et �a 
elles des 
as n = 7et n = 8 pour M in�ni. Rappelons que pour n = 3 (28) donne l'expression analytique dans le 
as d'unestatistique B-E et que pour n = 3 et 4 et M = 3; 5; 7 les valeurs exa
tes ont �et�e obtenues par �enum�erations etexamen de tous les points de l'espa
e des phases �ele
toral (un peu plus de 2�106 points pour le 
asM = 7, n = 4.Les r�esultats sont pr�esent�es sur les �gures 14 (
ulture anonyme) et 15 (
ulture identi�able). Sur la �gure14 et pour n = 3, on a tra
�e en pointill�e la 
ourbe th�eorique donn�ee par (28). On notera l'ex
ellent a

ord y
ompris pour la valeur th�eorique 0:0625 (soulignons que nous avons port�e la probabilit�e �P de ne pas avoir devainqueur Condor
et). La 
omparaison des r�esultats pour n = 3 et n = 4 dans le 
as des 
ultures identi�ables
on�rmes la relation de May �P (4;M) = 2 �P (3;M). En revan
he, il est hors de doute que 
ette relation n'est pasvalable dans le 
as d'une 
ulture anonyme 
ontrairement �a 
e qui est aÆrm�e en [7℄. Notons que 
e d�esa

ordavait d�ej�a �et�e soulign�e en [1℄.

Figure 14: Probabilit�e �P (n;M) de 
on
its Condor
et dans le 
as d'une 
ulture anonyme(statistique B-E), pour un nombre M �ni de votants et pour n = 3; 4; 5; 6. Les 
roix
orrespondent aux valeurs th�eoriques, la droite est la valeur obtenue pour M !1.Les tables 4 et 5 donnent P (n;1) pour n variant de 3 �a 8 et pour les deux \
ultures". Un point int�eressant,14



Figure 15: Probabilit�e �P (n;M) de 
on
its Condor
et dans le 
as d'une 
ulture identi�able(statistique M-B), pour un nombre M �ni de votants et pour n = 3; 4; 5; 6. Les 
roix
orrespondent aux valeurs th�eoriques, la droite est la valeur obtenue pour M !1.pr�edit en [1℄. est la pratique identit�e des r�esultats relatifs aux deux 
ultures d�es que n � 6. Ce
i m�erite un
ommentaire. On a vu que la statistique B-E entrâ�nait pour la distribution des pi (la probabilit�e d'asso
ierla probabilit�e pi �a la liste i) une loi de Poisson de moyenne 1N et de varian
e 1N2 dans la limite N ! 1.L'utilisation de la statistique de M-B introduit pour pi une r�epartition Gaussienne de valeur moyenne 1=N etdont l'�e
art type d�e
rô�t 
omme M�1=2. Don
, a priori les deux statistiques sont di��erentes. L'identit�e desr�esultats �naux sur P (n;1) ave
 n!!1 vient, une fois de plus, du th�eor�eme 
entral limite. L'issue d'un dueld�epend de la 
omparaison de deux sommes 
omprenant 
ha
une si N ! 1 un grand nombre de pi. Dans lesdeux 
as on obtiendra pour 
es sommes des distributions Gaussiennes.On notera en�n que la pr�e
ision obtenue est d'environ 10�3 et parfois meilleure. Il a fallu pour 
ela pro
�eder�a 107 exp�erien
es. Les 
al
uls a priori les plus longs 
on
ernent le 
as B-E o�u il faut �a 
haque exp�erien
e trierN � 1 nombres (si l'on renon
e �a tirer dans la Poissonnienne). Il est alors n�e
essaire d'utiliser les te
hniques detri rapide pour retrouver des temps de 
al
uls 
omparables dans tous les 
as.15



n 3 4 5 6 7 8P (n;1) .9376 .8384 .7523 .6857 .6309 .583Table 4: Probabilit�e P (n;M = 1) de vainqueur Condor
et dans le 
as d'une 
ultureanonyme (statistique B-E), pour un nombre M in�ni de votants.n 3 4 5 6 7 8P (n;1) .9123 .8244 .7487 .6848 .6306 .586Table 5: Probabilit�e P (n;M = 1) de vainqueur Condor
et dans le 
as d'une 
ulture iden-ti�able (statistique M-B), pour un nombre M in�ni de votants.La m�ethode de tri rapide de N r�eels pro
�ede d'une variante du tri des N premiers entiers par adressage[9℄. Dans 
ette derni�ere m�ethode, le pointeur de la m�emoire pla
e le nombre �a trier dans la 
ase m�emoiredont l'adresse est donn�ee par le nombre lui-même. Pour �etendre 
ette m�ethode au tri de N r�eels xi r�epartisdans l'intervalle [0; 1[ par exemple, on dispose d'un ve
teur de k 
ases, ave
 k > N . On appellera 
e ve
teurtable rapide. Ce ve
teur repr�esente le segment [0; 1[ divis�e en k intervalles �egaux. Trier le nombre xi, revient�a l'attribuer �a la 
ase num�ero Ent(kxi) + 1 de la table rapide (o�u Ent(x) d�esigne la partie enti�ere de x). Pourlimiter les 
as pour lesquels deux nombres pro
hes sont attribu�es �a la même 
ase, on pourrait prendre destables telles que k � N . Cependant, si un 
on
it arrive, on le r�egle en pro
�edant �a un d�e
alage en 
hâ�nedu plus grand des nombres vers une 
ase vide de la table rapide. Pour obtenir un bon 
ompromis entre pren-dre une table grande, mais quasi-vide et une table 
ourte, mais sujette �a de nombreux 
on
its, on adopte k = 4N .10. CONCLUSIONL'espa
e des phases �ele
toral a pour dimension N = n!, o�u n est le nombre de 
andidats. D�es que n � 4,tout traitement (et même toute 
olle
te de l'information) fait n�e
essairement appel au vote �ele
tronique.Trois mod�eles ont �et�e pr�esent�es. Le premier inspir�e du 
omptage qui en physique statistique m�ene �a ladistribution de Maxwell-Boltzmann (quali��e de \
ulture identi�able"), explore, pour un tr�es large �ele
torat,le voisinage du point hyper-
ritique p1 = : : : = pi = : : : = pN = 1=N . En 
e sens, il n'est pas vraimentrepr�esentatif d'une distribution. Le deuxi�eme asso
i�e �a la statistique de Bose-Einstein (quali��e de \
ultureanonyme") 
orrespond, même pour un �ele
torat in�ni, �a l'exploration de tout le volume a

essible de l'espa
edes phases. Le troisi�eme asso
i�e �a la statistique de Fermi-Dira
 n'est pas utilis�e en th�eorie des votes, maispourrait avoir un intêret dans des probl�emes de 
hoix unique.Pour simuler 
es deux 
ultures (ou en physique 
es trois statistiques) deux mod�eles ont �et�e d�e
rits. Lepremier est bas�e sur un tirage de boules dans une urne dont la 
omposition varie au 
ours du tirage pourles statistiques de Fermi-Dira
 et Bose-Einstein. La se
onde m�ethode s'applique au 
as M ! 1 et est bas�eesur le tri de N � 1 nombres tir�es au hasard dans l'intervalle [0; 1℄ ou, alternativement, sur des tirages dans ladistribution de Poisson ou de Gauss.Les r�esultats obtenus pour n variant de 3 �a 8 
on�rment et pr�e
isent 
eux obtenus et dis
ut�e auparavant �asavoir la validit�e de la formule de May �P (4;M) = 2 �P (3;M) mais uniquement dans le 
as des 
ultures identi�-ables et l'�egalit�e de �P (n;1) pour les deux 
ultures d�es que n � 6. En�n, la probabilit�e d'avoir un \vainqueurCondor
et" d�e
rô�t r�eguli�erement quand n augmente mais reste en
ore �egale �a 58% quand n = 8 (pour les deux
ultures et pour un �ele
torat in�ni).Il existe d'autres mod�eles. Dans l'un d'entre eux, le nombre M1 d'�ele
teurs ayant 
hoisi la liste 1, est tir�eau hasard parmi les entiers 0; 1; : : : ;N . De même, on d�etermine les nombres M2; : : : ;MN . On remarquera,que, dans 
ette appro
he, M n'est pas �x�e (
omme pour les ensembles grands 
anoniques). Dans la limiteou N ! 1, on obtient les pour
entages de la liste i en tirant au hasard �i et en normalisant pi = �i=Pi �i.L'obtention des pi est, dans 
e 
as, parti
uli�erement simple.16
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