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Enveloppes inférieures de fonctions admissibles sur
'espace projectif complexe. Cas dissymétrique.

Adnéne Ben Abdesselem et Brahim Dridi

Université Paris 6, U.F.R.929, 4, place Jussieu, 75005, Paris,
et L.I.M. Ecole Polytechnique de Tunisie.

RESUME. Cet article généralise les résultats du premier auteur concernant les
fonctions admissibles sur certaines variétés de Fano [4],[5]. On étudie ici une classe
plus large de fonctions, ces dernieres pouvant présenter un défaut de symétrie, et on
montre [’existence d’une fonction limite donnant précisément [invariant de Tian
sur les variétés considérées et minorant toutes les fonctions admissibles dont le sup
est €gal a zéro.

ABSTRACT. This paper generalizes the first author’s preceding works concern-
ing admissible functions on certain Fano manifolds [4], [5]. Here, we study a larger
class of functions which can be less symmetric than the ones studied before. When
the sup of these functions is null, we prove that they admit a lower bound, giving
precisely Tian invariant on these manifolds.

1 Introduction.

Dans un travail précédent [5], le premier auteur a prouvé 'existence d’une
fonction minorant toutes les fonctions admissibles a sup égal a zéro sur certains
projectifs éclatés et invariantes par un groupe d’automorphismes bien choisi. Ce
dernier s’obtient a partir de celui de P,,C et contient en particulier les automor-
phismes échangeant deux coordonnées homogenes entre elles. Dans cet article les
projectifs éclatés considérées ne peuvent, de par leur géométrie, avoir un groupe
d’automorphismes aussi riche. On montre alors le résultat ci-dessous exposé sur
P,,C en considérant le groupe d’automorphismes adéquat, nous permettant, a
I'instar de ce qui a été fait dans [5], d’étendre la méthode aux espaces X et Y
étudiés dans [6].

Rappelons dans un premier temps la définition des espaces, métriques, et groupes
d’automorphismes que 'on considérera. On adoptera les notations utilisées dans
[6]. Désignons par |zg, 21, .., 2m| les coordonnées homogenes de l'espace projectif
complexe P,,,C de dimension complexe m > 2.



Munissons P,,,C de la métrique g ayant pour composantes, dans la carte {zy # 0},

Oa=(m+1)0In(1+ 21+ .. +24,)
82
0z)0Zy,

Fixons pour le reste de l'article 'entier k& € {1,...,m — 1}, et rappelons la
définition des variétés X et Y utilisées dans [6].

X est léclaté de P,,C au dessus du sous-ensemble {[0,..,0, zx i1, .., 2]} qui
s’'identifie a I'espace P,,_r_1C; Y est I’éclaté de P,,,C au dessus des sous-ensembles
{20, - 2k, 0, .., 0]} et {[0, .., 0, 2k41, .., 2m|} qui s’identifient respectivement a P;C et
Pm,k,l(c.

X est alors la sous variété de P,,,C x P,.C constituée des points

ou Z; :| Zi |2 et 8,\ﬂ =

([Zo, iy Zhoy g1y -os Zm], [Co, ,Ck]) € ]P)mC X IP’k(C

tels que les deux vecteurs (2o, .., z) et (Co, .., ¢) de C**! soient colinéaires.

On considere alors les projections 7 et mo de X respectivement sur P,,,C et P, C.
En utilisant les métriques de Fubini-Study g¢,, de P,,C et g, de P,C, on définit la
métrique g sur X par

g = (m+1—=k)migm + kmsg.
Ses composantes dans la carte dense de X constituée des points :
(11, 21, -, Zmls [15 215 -5 21))5 (215 -y 2m) € C™,
sont données par
bp=m+1—-k)Opn(l+z1+ ..+ 2,) + kg In(1 4+ 21 + .. + )
De méme, Y est la sous-variété de P,,,C x P,C x P,,,_;_1C constituée de points
([205 - Zks Zkt1s -5 Zm)s [C0s -5 Ch)s [Mhet1s ooy Mm)) € PinC X PrC X Py, C

tels que les vecteurs (zo, .., 2x) €t (2k41, .., Zm) sont respectivement proportionnels
a (Co, - Ck) et (Mka1, -, Mm). Comme pour X, on considere les projections 7y, 7o et
w3 de Y respectivement sur P,,C, P,C et P,,_,_1C. Alors

G =27 g + kmigk + (M — k — )5 gm—k—1
est une métrique dans Y qui a pour composantes
O = 20xs In(1+z1+..42,)+k0xg In(1+21 4. 42 +(m—k—1)0\g In(zp 1+ +20,)
dans la carte dense de Y’
{([1, 21, oy 2m), [1, 215 s 2k, [2ha1s o5 Zm)), (215 -0 2m) € C™ et (2pt1,y -y 2m) # 0}
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On rappelle que g et g sont respectivement dans la premiere classe de Chern de
X et de Y (voir [6]); et par conséquent, X et Y sont de Fano.

On considere le groupe d’automorphismes G sur P,,,C engendré par les automor-
phismes 05 ;, ppq 70 définies Vi, 5 € {0,1, ...k}, p,qg € {k+1,..,m}, 1 € {0,1,..,m}
et 0 € [0, 27] par

Ti i ([20y 3 Zis oy 2y ooy Zhy --Zim)) = (205 o3 Zjs ooy Ziy oy Zhis oos Zm)
Op.g([205 -5 Zhy ooy Zpy oy Zgs - 2m)) = [205 s Zhs ooy Zqy -3 Zpy - Zim)

et '
L 2]

T1.0([205 -3 21y -y Zm)) = [20, -+, 21€
Ce groupe engendre des groupes d’automorphismes naturels de X et Y que 1'on
notera encore (G dans les deux cas.

On définit sur C™*'\ | J {2, = 0} la fonction ¢ = inf(¢)1,1)2), ot

by =1 (| 20 | ... | 25 )2t/ G4D)
=1In
: (| 2o |2 4.4 | 2 |2)m+D)
et

Wy =1 (| 21 | on | 2 )2+ D/ (m=F)

(] 20 |2+ | 2 [2)07HD)

1y et 1y sont homogenes de degré zéro sur C™ !, chacune d’entre elles induit alors
une fonction sur P,,C. La fonction ¢; atteint son maximum égal a —(m+1) In(k+1)
en les points [1,e .. e 0,..,0] € P,,C et tend vers moins I'infini lorsque I'une
des coordonnées homogenes 2z, .., 2z tend vers zéro ou vers l'infini, ce qui corre-
spond aux frontieres des cartes denses définies par {z; # 0,0 <i < k}.
19 atteint son maximum égal & —(m + 1) In(m — k) en les points
[0,..,0, €%+ efm] € P,C et tend vers moins linfini lorsque 1'une des coor-
données homogenes 21, .., 2, tend vers zéro ou vers 'infini, ¢’est-a-dire aux frontieres
des cartes denses définies par {z; # 0,k +1 < j < m}.

Pour décrire la fonction extrémale 1/; sur X, on considére ¢, et 152 définies sur

(€™ U {2 = 0}) x (CH\ U {2)" = 0}) par

o L D 0 140 D
(2 ot | 22 )10 5 (| 0 ot | 20 )5
’ o ) 2 () (M) 2
Gyt L | DT (A7 | 0 D
(1257 1 4ot | A0 P8 (20 4t | D P
B (Z(()O)7 ”,27(3)> sont les coordonnées de C7 et (Zc()l), ..,Z,(gl)) sont celles de CF L.

Elles sont séparément homogenes de degré zéro en les composantes de chacun des



vecteurs de C"*! et C**!. Elles définissent alors deux fonctions sur C™*+' x CF!
et donc sur X, par restriction. On pose ¢ = inf(1)y, 1).
De méme pour Y, on considere les fonctions

0 1 1 2k _
Y (i sl S L
(| 257 12 +. +rz°\> () 26" 2+t | 20 2
(22122, e
m—h— }
2 2 L
(| 262 2 4ot | 22, [2)mhD)
ct
0 0 _4 2k
gy (|20 | oo | 20 )7 () 26" | .o | 2 e
- 0 0 1 1
(2712 4ot | 291202 (|27 12 4t | 20 2)E
2 2 2(m—k—1)
(B )

2 2 I
(| 267 [2 4ot | 2520y [2)fm=r)
wAl et @52 sont deux fonctions sur

@ = 01 x (@ = 0p) x @ U =

ol (Zi(o))ogigm, (Zj(-l))ogjgk et (zéz))ogqgm_k_l sont respectivement les coordonnées
sur C™+1, CF1 et C™*. Elles sont séparément homogenes de degré zéro en les
variables de C+1, CF*! et C™~*. Elles définissent des fonctions sur P,,,C x P, C x
P,,_x_1C, et donc, par restriction, sur Y. On pose alors 1) = inf(z/;l, 1&2)

Enoncons a présent les principaux résultats de cet article.

Théoréme 1 Soit ¢ € C*(P,,,C) une fonction g-admissible et G-invariante, vérifiant
supp =0 sur P,,C. On a alors ¢ > 1.

On en déduit le corollaire suivant.

k+1 m—k

Corollaire 1 Pour tout a < inf(;7 5, ™=

suwante (voir [10] th. 4.4.5):

), on a l'inégalité de type Hérmander

/ exp(—ayp)dv < Cst,
PpC

pour toute fonction ¢ € C*(P,,C), g-admissible, G-invariante, vérifiant
sup p = 0 sur P,,C. dv est l’élément de volume sur P, relatif a la métrique g.

Théoreme 2 Soit p € C(X) une fonction g-admissible et G-invariante, vérifiant
supp =0 sur X. On a alors ¢ > 1.



k+1 m—k

Corollaire 2 Pour tout v < inf(;75, -2

), on a l'inégalité

/ exp(—ayp)dv < Cst,
X

pour toute fonction ¢ € C*(X), g-admissible, G-invariante, vérifiant sup ¢ = 0
sur X. dv est l’élément de volume sur X relatif a la métrique g.

Théoreme 3 Soit p € C(Y) une fonction g-admissible et G-invariante, vérifiant
supp =0 sur'Y. On a alors p > 1.

Corollaire 3 Pour tout o < 1/2, on a l'inégalité

/ exp(—ap)dv < Cst,
%

pour toute fonction p € C*(Y), g-admissible, G-invariante, vérifiant sup o = 0
sur'Y. dv est l’élément de volume sur'Y relatif a la métrique g.

2 Preuve des résultats sur P,,C.

2.1 Preuve du théoréme 1.

Pour le théoréme 1, on utilisera l'invariance des fonctions ¢([2o, ..., zm]) par le
groupe G, afin de les considérer, au lemme 1, comme des fonctions ¢([1, x1, ..., Z,,])
des variables réelles z; =| z; |, i € {1,..,m}, puis, au lemme 2, comme des fonctions
o([xoy ..oy Thy 1, Tpto, .., Ty]) des variables réelles z; =| z; |, 7 € {0, ...k, k +2,..,m}.
Lemme 1 Soit une fonction ¢ € C*(P,,C), g-admissible, G-invariante.

Si x; =| z; |[> 0 pour tout i, dans la carte {zp # 0}, on a

(90 - ¢>([1’ Ty, 7xm]) > (90 - ¢)([17$17 -y Lk C[m_k}])a (1)
0t ( = (Tpy1..T) VR et (mH = (¢, .. () € C™F,

Preuve. La démonstration se fait par récurrence. Supposons que pour k + 1 <
p < m et pour tout (z1,..,2,) € R™ avec x; > 0 on ait

(o —V)([L 21, Tm]) >
(o = V)1, 21, .., 245 (1 p) PR oy (Tppg1 - Tp) PF L Tpg1, - T ). (2)

Cette propriété est claire pour p = k + 1. Si I'inégalité (2) n’était pas satisfaite au
rang p + 1, il existerait alors un point (29, ..,22) € R™ avec z? > 0 pour tout i, tel
que

(90 - ¢>([1a m?? g [E?n]) <

_ 1 _ 1
(90 - w>([17 x?? o0y xga (1‘2+1_"q;g+1)p+17k’ t (‘fl’jg—i-l""rg—{-l)ﬁlik ) 'Tg+27 tey I?n] (3)

>



En utilisant la continuité de (¢ — ), on peut supposer, quitte a en modifier
légérement les coordonnées, que le point ([1,zY,..,22]) de 'inégalité (3), vérifie

(x(l)..:vg)l/(kﬂ) + (x,gﬂ..:cgn)l/(m’k),

propriété dont on aura besoin plus loin. En utilisant la G-invariance de ¢, on peut
supposer que z9 g <. < 2% . D’autre part, en tenant encore compte de la G
invariance de ¢ et de 'hypotheése de récurrence (2) en les points

0 0.0 .0 0,0 0 0
(1,27, oy T35 Ty 15 Ty s Tpy Tpy 15 Ty s Ty
et
0 0.0 .0 o .0 .0 0
(1,07, o T3 Ty Thoa 3y o0 Ty Ty 15 T 1> Tprs s Ty

on peut écrire

(90 - ¢)([17 x(l)a g $9n]) >
_1 _1
(90 - ¢)([17 x?a cy ‘T(k):a ($2+1xg) p7k7 cy ($2+1$2) Pk ’ $2+1a "L‘g—f—% cy $9n] (4)

et

(‘P - @Z))([l» x(l)a o $2§ $2+27 . $2+17 $2+17 $2+27 - x?n]) >
1 1
(o —¥)([1, l'(1)> s 3323 ($2+2--332+1)””“’ o (372+2~$2+1)”’k ) $2+1> $2+2a ) x?n] (5)
Considérons maintenant la courbe C' d’équation

0

p—k,.._ .0
Ut =gy

dans le plan réel {[1, 29, .., 20, t,..,t,x,2),, .., x|} paramétré par les variables ¢ et
x. Les points

_ 0 0. (0 N 0 0\3=% .0 0 0
Pr= (1,27, w5 (T @) PR oy (W) PR T, T gy oy Ty ]

et

1 1

0 0.(,.0 N 0 0 Vot .0 0 0
P2 = [17 Ty ey Tps (mk+2'_'xp+1)p7k’ ) (mk—l-Q"'xp—&—l)pilc » Tl 1s ZL'p+2, 3] xm]
appartiennent a la courbe C.Notons que les réels z¥ pour k+1 < i < p+1 ne sont
pas tous égaux, sinon (3)deviendrait une égalité.

Par suite, sachant que 1'on a choisi z <. < xg 11, les points distincts P et P
se trouvent strictement de part et d’autre de la diagonale ¢ = x du plan précédent.

Or la courbe C' coupe cette diagonale en le point

_ 0 0. (.0 0 \pricw 0 0 \yri=k 0 0
P3 - []—axla")xka(xk+1"‘xp+1)p+l k,,_,($k+1...$p+1)P+1 k,$p+2,..,$m



qui intervient dans l'inégalité (3). D’autre part, en utilisant les relations (3), (4)
et (5) on obtient :

(0 =) (Ps) > (o —¥)(P1) et (¢ =) (Ps) > (¢ — ¢)(F2),

ce qui prouve que la fonction (¢ — ) admet un maximum local sur la courbe
C'. En conséquence, la restriction de la fonction G-invariante (¢ — ) a la courbe
holomorphe (toujours notée C') d’équation 7%z = 2 .20, du plan complexe
(1,29, .., 2 ¢, ..,f,z,x?,H, .., 22 ] atteint un maximum local en un point P = C(().

Posons C(¢) = [1,C"(¢), ., C™(Q)] et CA(€) = “Z(€) et CF(€) = Cr(§).
Sachant que 1’on a choisi le point [1,29, .., 2% | de sorte que

.y m

() VD £ (2 ),

I’équation de la courbe C' et les définitions de v; et 1, montrent qu’en tout point
de C

77[)1([].,1'(1), 7$2a€7 "7€7Zaxg+27 7x?71]) 7é ¢2([1737(1)a ax27§7 "7§a 27m2+27 7x?71])

On peut alors supposer que ¥ = 1, dans un voisinage de P, la preuve étant
identique si ’on suppose ¢ = 1), dans ce voisinage. On a donc :

0? 7 82(90_@/’1) A T
eaz (e~ wC@)) = LB 0O

est négatif ou nul. Comme —-2% — g, ceci exprime que la forme hermitienne
g : G 9m; P q

8290 ) — 82(90_1/)1))
82007, ™" 82007, "

est négative en P = C'(¢). On en déduit une contradiction avec la g-admissibilité
de ¢ en P. D’ou I'inégalité (2) au rang p + 1 et, par conséquent, le lemme 1.

de matrice:

(9r +

Lemme 2 Soit une fonction ¢ € C*(P,C), g-admissible, G-invariante.// Si
x; =| z; |> 0 pour tout i, dans la carte {zp41 # 0} on a

(SO - ¢)<[$07‘T17 oy Thes 1,$k+2, 7xm]) Z (90 _7/1)([77777; "7n;1axk+27 ..,I’m]), (6)
ot N = (woxy...wp) Y *HY,

Preuve. Comme dans le lemme 1, la preuve s’effectue par récurrence. Supposons
que pour 0 < p < k et pour tout (zq, .., T; Tki2, .., Tm) € R™ avec z; > 0, on ait

(o = )0, - Thy L, Thg2s ooy Tn]) >

1 1
(o = V) ([(xo...wp) T, oy (B0 ) PFT, Tty - Thy L, Thpg2s ooy Tin])- (7)



Cette hypothese est vérifiée pour p = 0. Si I'inégalité (7) n’était pas satisfaite au
rang p + 1, il existerait un point (z0, .., x; Try2, .., 22) € R™ avec ¥ > 0 pour tout
1, tel que :

(0 =) ([, s 25 1, 2749, s 25, ]) <
1 1
(SO - ¢)([(x8~xg+1)p“a ty (1}8..ZL’2+1)P+2 ) x2+27 ) xga 17 ZE2+2, (] x?n]) (8)
Comme au lemme 1, on peut supposer que le point [z, .., zP; 1,29, .., 20 | vérifie

(J;g..xg)l/(kﬂ) + (xgﬁ..x?n)l/(m*k),

et que zg < ... < xY ;. D’autre part, en tenant compte de la G-invariance de ¢ et
de I'hypothese de récurrence (7) en les points

[ 0 ,.0 0 ,.0

0.1 ,0 0
Ty T1s oo Tpy Ty 15 o5 Tps Ly Ty s Ty

m

et
[:17?, o :Eg+1,x8, o 272; 1, :v2+2, o x?n],
on a
(90 - w)([x(%? cey '172; 17 $2+2, ey .CE?nD Z
1 1
(()0 - w)([(xg'rg)p-‘—l PR (5178--552)”“ ) xg+17 s 3523 17 x12+27 ©0y l’?n]) (9)
et

(90 - 1/1)([37(1)7 --;372+175587 73:27 1,1’2+2, 737?71]) >

1 1
(90 - ¢)([($(1)~$g+1)p“a ty (x(l]"$2+1)p+1 ) ‘T87 x2+27 ] x(lia 17 x2+27 (] xgm]) (10)
Considérons maintenant la courbe C' d’équation

pHl,. _ .0 .0

[ O
du pl del {[t, ...t 0 0-1, 29 0 Stré 1 iables t et
u plan réel {[t,..,t, 2,2, 9, .., T; 1, Tp o, .., Ty, |} paramétré par les variables ¢ et .
Les points

1 1
Q1 = [($8..$2)P+1 s (3:8..91:2)?“ , xgH, w2+2, L, :1:2+2, ]

et
0 0 .0 \—=2 .0 .0

Qo = [(m?..xpﬂ)ﬁ, o (wl..xpﬂ)m, Lo Tpias s xR 1, x2+2, ]
appartiennent a la courbe C.
D’autre part les réels 2 pour 0 <4 < p+ 1 ne sont pas tous égaux, sinon (8) serait
une égalité.
Par suite, sachant que I'on a choisi z§ < ... < 332 11, les points distincts Qq et (2 se



trouvent strictement de part et d’autre de la diagonale t = x du plan précédent.
Or la courbe C' coupe cette diagonale en le point
0 .0 \:is 0 .0 \313 .0 0.1 ..0 0
Q3 = [(IO"‘xp+1>p+27 S) (1}0...1’p+1)p+2 ) xp+27 o L 17 L2 xm]

qui intervient dans l'inégalité (8). D’autre part, les relation (8), (9) et (10) donnent

(0 = ¥)(@s) > (¢ = ¥)(Q1) et (¢ — ¥)(@s) > (p — ¥)(Qa),

ce qui prouve que la fonction (¢ — ) admet un maximum local sur la courbe C.
Sachant que I'on a choisi le point [z), .., z9; 1, x2+2, .., 22 ] de sorte que

(af-2R) /D £ (af g2 )V,

on conclut de la méme maniere qu’au lemme précédent en consid ‘rant la restriction
de (¢ — %) a une courbe holomorphe convenable.

Lemme 3 FEtant donnée une fonction ¢ € C*°(P,,C), g-admissible, G-invariante,
si x; =| z; |> 0 pour tout i, on a

(90 - ¢)([1a L1y ooy Ty T 1y Thoet 25 -+ xm]) > ((p — ¢)([1[k+1]; ,/[m—l'f]])7 (11)
ot v = (wy.ag) VD (@), ) VR

Preuve. D’apres le lemme 1, on a

(QO - w)qla L1yeey Tles L1y The425 -+ wm])

v

(QO - ¢)([17 L1y .oy Tk ($k+1~-l‘m)1/(m_k), o ($k+1~-$m)l/(m_k)])

1 Ty Ty

- B . 1...1]).
\ (T 1) VR (@ gy )R (g, )V O mR) T D

La (k+2)-iéme composante homogene de ce dernier point étant égale a 1, le lemme
2 nous permet d’écrire

(80 - ¢)([17 L1yeey Tles Thet1y Lhe425 +-5 .I‘m])

1 Iy Tp
= (o= (Tpg1oo ) V=) (g Ly ) (k) 70 (xkﬂmxm)l/(m—k);l’ 1))
S P G R C T PR
(Thg1ee Tn) V=BT (g gy, ) L/ (M)
AP 3 Kl ¥ B3 Kol
(zq...ap) Y/ (kL) (zy...25) Y/ (k+D)

d’ou la minoration (11).
Pour la suite de la preuve du théoreme 1, précisons que la G invariance ne
nous permet pas d’aller plus loin, contrairement a ce qui a été fait dans [5] ou le

9



groupe d’automorphismes est plus gros. C’est pour cette raison que ’on ne peut
pas conserver ici la fonction extrémale de [5]. Celle qui apparat dans cet article
nous permet de passer directement du lemme 3 a la derniere étape, a savoir le
lemme suivant :

Lemme 4 FEtant donnée une fonction ¢ € C*(P,,C), g-admissible, G-invariante
et telle que sup = 0 sur P,,C, alors pour tout { > 0, on a

(¢ — ) ([ ¢m=H)) > o, (12)

Preuve. On raisonne sur la position du point Py € P,,C ou ¢ atteint son max-
imum. En vertu de la G-invariance de ¢, on peut supposer qu’il s’écrit sous la
forme

Py = [yg, "7y](c);y2+l7 "7y9n]7

olt les ! sont des réels positifs vérifiant yg > yf > .. > yp et yp >y, > .. >yl
Deux cas se présentent : ou bien 1'un des v, ..,yY est non nul, ou bien tous les
Y9, -, y2 sont nuls.

Cas A : l'un des yJ, .., y? est non nul. On peut alors se placer dans la carte {z # 0}
et écrire le point P, sous la forme

_ 0 0.,.0 0
Po= (1,27, . 2 Tppq, - T

ot les réels positifs z) vérifient : 1 > 2l > .. >z et 2, > ... > .
Raisonnons par I’absurde, et supposons qu’il existe un point P, = [1[k+1]; C([)mik}]
tel que l'on ait (y > 0 et
(o —¥)(F1) <O0. (13)

. . . 0 . 0
On envisage alors les deux sous-cas suivants : x;_; < (o puis x,; > Co.
0
o 1, < (o

On introduit alors la fonction auxiliaire
2(m+1
| 20 | (m+1)

(I 20 [* 4ot [ 2 [2)m

Yo = log

D’une part, puisque ¢ < 0,

(@_¢0>([1707'”70D :@([1707"‘70]) < 0. (14)
De plus, sachant que ¢(Py) = 0 et 1)y <0, on a
(¢ — o) (F) = 0. (15)

Si Py # [1,0,..,0], ¥o(Fo) < 0 et I'inégalité (15) est alors stricte. Si Py = [1,0,..,0],
quitte a se placer en un point P arbitrairement voisin de F,, on peut supposer
(o — 1o)(P) > 0. En effet, si dans un voisinage de Fy on avait (¢ — 1) < 0,

10



comme (¢ — 1g)(Fy) = 0, (¢ — 1) admettrait alors un maximun local en P, ce
qui mettrait en défaut I’admissibilité de ¢ en ce point, sachant que

a/\ﬁ(SO — o) (Fo) = (9)@ + aAﬁSD)(Po)-

Dans tous les cas, on peut donc affirmer qu'il existe un point P} = [1,ay, .., Gy
vérifiant

(o = tho)(F5) > 0. (16)

Par continuité et G-invariance de ¢, on peut supposer 1 > a; > ... > a; > 0 et
Co > agy1 > ... > an, > 0. D’autre part, 'inégalité (13) jointe aux définitions de
P1, 1o, 1 et ¢ = inf(t1,1)9) implique

(o —10)(P1) = (¢ — Y1) (P1) < (¢ —¥)(Pr) <O. (17)
La courbe :
[0, 1] 5t — [1’ t’ t(lnG«Z)/(lnal)’ . t(lnak)/(lnal); COtln(alkr;zll/CO) o COtln(lllr'lrr(zl/f())]

passe par [1,0,..,0] en t = 0 puis par P’y en t = a; et enfin par le point Py ent = 1,
valeurs en lesquelles, d’apres (14), (16) et (17), (¢—1) est respectivement négative,
positive puis a nouveau négative. L’invariance de cette fonction par I'action des
exp(if), permet donc de déduire que (p — 1)) atteint un maximum sur la courbe
holomorphe, complexifiée de la courbe décrite plus haut, ce qui contredit encore
une fois 'admissibilité de .

hd 5172+1 > Cp-

Désignons dans ce cas par p € {1,..,m — k} Uentier pour lequel on a

0 0 0 0
Tpyq = e Z Ty > Co €0 Qo = Tpypyg = oo 2 Ty,

et considérons la fonction auxiliaire

| Zht1 |2(m+1)

20 |2+ | 2 [2) L

¢k+1 = lOg (|

On a
(¢ — Yrt1)(Fo) > 0. (18)

La fonction (p — 1y41) étant continue, quitte & se placer en un point voisin de P,
on peut supposer tous les z¥ non nuls. Posons alors:

In(a}/Go) _ In(2;,/%)

In 29 In 29
= ..,Oékzl O,Oék+1z 0 g ooy Oy = 0
n In 29 In 29

(%)

=_—2
In 29

11



Sachant que l'on a 1> > .. >a; 2, > .. > x> (et { > xk+p+1 > .
x%, on en déduit que ag,..,a > 0, a1 < ... < oy < 0 et apypyr, oy >
d’on, en notant P. = [1,e,e%2, .. % (pe®+1 . (Ogam}, on a

SV

Cg(m+1)€2ak+1(m+l)

lg%djk-i-l(P&) = lli%ln [1+€2+52a2+ +€2ak+c2(€2ak+1 +..—|—€2O‘m)]m+1
2(m+1)t 20¢k+1(m+1)

_ 0 _ _
o lntlggo [CQ(t 20041 20k 4 2%)](er1) =hl=0,

—ag41 étant la plus grande puissance intervenant au dénominateur. Sachant que
©([P:]) <0 et compte tenu de (18) il existe gy tel que l'on ait

(0 = V1) (Pey) < =1 (Pry) < (0 — Yry1) (Fo)- (19)

D’autre part, 'inégalité (13), jointe aux définitions de P, g1, 9 et 10 = inf(1)q, 1)9)
donne :

(0 = i) (P1) = (¢ —¥2)(P1) < (@ =) (P) <0. (20)

La courbe
[507 1] >t — []-a t7 ta2a cey tak7 COthH—la ey gOtam]a

passe par P., en t = gy puis par Py en t = 22 et enfin par P, en t = 1, ce qui, en
vertu de (19), (18) et (20) prouve I'existence d’un maximum local pour la fonction
(¢ — Yry1) sur la courbe précitée. Ceci contredit, a l'instar du cas précédent,
I’hypothese d’admissibilité de la fonction .

Cas B : y) = ... = 4) = 0. On se place alors dans la carte {2z, # 0}, de sorte
que le point F, ol ¢ atteint son maximum égal a zéro puisse s’écrire sous la forme

m

Py=10,0,..,0; 1,27 o, .., 20 ].

. .7 . . O O
On peut aussi supposer, en utilisant la G-invariance de ¢, que 1 > z}, 4o = 2= Xy
On montrera une version équivalente du lemme 4, a savoir que

(o — )([¢FH; 1tH]) > 0 (21)

pour tout ¢ > 0. Raisonnons par l'absurde, et supposons qu’il existe un point
P = [C[kﬂ] 1Im=*] tel que I'on ait ¢y > 0 et

(o = ) (Prar) <0 (22)

On considere alors la fonction auxiliaire ;.1 introduite plus haut. Sachant que
p<0,o0na

(¢ = ) ([0"1,0,..,0]) = p([0**1; 1,0, .., 0]) < 0. (23)
D’autre part, sachant que ¢(Fy) =0 et Y1 <0, on a

(¢ = V1) (o) = —trq1(Fo) > 0. (24)

12



Cette inégalité est stricte des que Py # [0F+1:1,0,..,0]. Si Py = [0%*1;1,0,..,0],
quitte a se placer en un point arbitrairement voisin de F,, on peut supposer la
derniere inégalité stricte. En effet, si dans un voisinage de Py, on avait o —1 <0,
alors ¢ —1,11 admettrait un maximum local en F, ce qui contredirait I’admissibilité
de ¢ en Py. A l'instar du cas A, il existe donc un point P = [co, .., ¢x; 1, Cry2, oy C
vérifiant

(& = Yri1) () > 0. (25)

Par continuité et G-invariance de ¢, on peut supposer (y > ¢g > ... > ¢ > 0 et
1 > ¢y > ... > ¢ > 0. D’autre part, l'inégalité (22) jointe aux définitions de

Pri1, Yig1, Y2 et ¢ = inf(y1, 1) implique

(¢ = V1) (Prg1) = (0 — ¥2)(Pry1) < (0 = ¥)(Peya) < 0. (26)

La courbe :

n(co/¢o) In(cg /<o)
0,1] 5 ¢ — [Got Mohes ., Cot Pobss 31, 8, ¢0merro)/nensa) | plinem)/(nei.2))

passe par [0F*+1 1,0,..,0] en ¢t = 0 puis par P’y en t = ¢4 et enfin par le point
Piy1 en t = 1, valeurs en lesquelles, d’apres (23), (25) et (26), (¢ — wpy1) est
respectivement négative, positive puis négative. L’invariance de cette fonction par
l'action des exp(if), permet donc de déduire que (p — 1)) atteint un maximum
sur la courbe holomorphe, déduite de la courbe décrite plus haut, ce qui contredit
I'admissibilité de ¢, d’ou (21) et le lemme 4.

2.2 Preuve du corollaire 1.

Soit ¢ € C*(P,,C) une fonction g-admissible et G-invariante, dont le sup sur
P,,C est nul. D’apres le théoreme 1, on a ¢ > 1) et par suite, pour tout a > 0,

/ exp(—ayp)dv < / exp(—a))dv.
mC mC

Cherchons les valeurs de « pour lesquelles cette derniere intégrale converge. Pour
ce faire, on estimera [, .exp(—at)dv et [, .exp(—at;)dv dans la carte dense
définie par {zp = 1}. Dans cette carte, I’élément de volume est donné par

o d21 NdZy A N dzg A dZy,

dv = (7 )
v (2) (1—|— | 2 |2 4o+ | Zm |2)m+1

En utilisant la définition de ¢, qui ne dépand que des | z, |, par le changement de
variables u, =| z, |* on obtient :

+o0o +oo (ul___uk)—a(m+1)/(k+1)du1...du
—ob)do = Cst =
/[P)m(C exp(—ayy)dv = C's /0 /0 (14 up + ... + Uy, ) - (D)
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. , , . . 1 < .
Cette intégrale converge en zéro si et seulement si : 1 — O‘(;T; ) > 0, c’est a dire

a < (k+1)/(m+1). Enl'infini, le passage en coordonnées polaires ramene 1’étude
a la convergence de

o
—ak(m+1)
/ T%T(afl)(m+l)rmfldr’
a>0
ce qui donne la condition :

—ak(m+1)

1 +(a—1)(m+1)+(m—-1)+1<0,

et donc encore a < (k+ 1)/(m + 1). Ainsi fIP’m(C exp(—at)dv converge si et

seulement si a < ££L D’autre part,
m+1

+00 +00 R —a(m+1)/(m=k) 1., d .
/ exp(—ahy)dv = Cst/ / (Ukt1--Up,) Uy 1u -~
P,,C 0 0 (1+U1+..+uk—|—uk+1+”+um)( —a)(m+1)

4 . 1 < . _ . .
La convergence en zéro exige 2D« 1 clest a dire o < ™=%. En Dinfini, le
m—Fk ’ m+1 )

passage en coordonnées polaires ramene 1’étude a la convergence de

/ T_a(m—H)T(a_l)(m+1)7“m_1d7“ _ / T—an

>0 a>0

intégrale convergente quelle que soit la valeur de a. D’ou la convergence de
Jo. c exp(—ais)dv pour a < 2=k et le corollaire 1.

2.3 Preuve du théoréme 2.

Comme pour le théoreme 1, on utilisera l'invariance par le groupe G défini
dans l'introduction, des fonctions ¢([zo, .-, 2k, Zkt1s - Zm], [Cos - Ck]) OU (20, .., 21) €t
(o, --, () sont colinéaires. Cela nous permettra de les considérer, dans le lemme 5
comme des fonctions ¢([1, 21, ..., zp], [1, 21, ..., zx]) des variables réelles z; =| z; |>
0, € {1,..,m}, puis, dans le lemme 6 comme des fonctions

90<[x07 coey Ly ]-7 Lk425 -+ xm]v [.730, sy Ik])

des variables réelles x; =| z; |> 0,4 € {0, .., k, k+2,..,m}. Notons que ces repérages
ne contiennent pas l’éclatement, les x; étant non nuls dans I’énoncé de ces deux
lemmes.

Lemme 5 Etant donnée une fonction ¢ € C*(X), g-admissible, G-invariante. Si
x; =| z; |> 0 pour tout i:

(90 - 1;)([1,1'17 ..,:L‘m], [173;17 7xk]) > (90 - 7;)([17*%17 oy The; C[mik}]a [17*%17 --axm])a(27)

oty (= = (¢,..,0) € C"F et ¢ = (wpy1... )R,
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Preuve. La démonstration se fait par récurrence, comme pour le lemme 1. Sup-
posons que pour k+ 1 < p < m et pour tout (xy,..,x,,) € R™ avec x; > 0 on
ait

(o =)L, 21, oy T, [1, 21, oy 2k]) >

- 1 1
(0= V)L, 21, oy Ts (Tpg1 - Tp) Py oy (Thpg1 o ) P, Tpg1 s T

(1,21, .., k). (28)

Cette propriété est claire pour p = k + 1. Si I'inégalité (28) n’était pas satisfaite
au rang p + 1, il existerait alors un point (29, ..,2%) € R™ avec z¥ > 0 pour tout 4,

tel que

(p = )([Laf, 2l ] [, ah, ) <
0 O],

~ 1 1
(e —¥)([1, IL‘(I), o xg; (xgﬂ...xgﬂ)wlfk, o (:1:2“...:172“)?“% s Tpr2s s Loy

En utilisant la continuité de (¢ — @/NJ), on peut supposer, quitte a en modifier
légérement les coordonnées, que le point ([1,z9,..,29 ], [1,2Y,..,2%]) de l'inégalité
(29), vérifie

(a0 2 (0t

)

propriété dont on aura besoin plus loin. En utilisant la G-invariance de ¢, on peut
supposer que 2§, < .. < 2. D’autre part, en tenant encore compte de la G
invariance de ¢ et de I'hypotheése de récurrence (28) en les points

0 0.0 0 0,0 0 0 0 0
(1,255 o T3 T 1 T s Ty Tpi1s Tprs s Ty [1, 27, -0, 7))

et

0 0.0 0 0.0 0 0 0 0 0
([1, 27, o 5 Ty 0, Thy 3y o0 Ty Ty 15 T 15 Tpyos - T, [1, 27, -5 T3],

on peut écrire

(90 - 1;)([1,1‘(1), ..,:L’?n], [1,I(1], 7x2]) >

~ _1 1
(()0 - w)([L x(l)v ) 'Tga ($2+1$2) p=k ) (l’2+1$2) p=k ’ x?ﬂrla x2+27 ) x?n]u
1,27, ., 2}]) (30)
et
(90 - Jj)([l’ x?? "7‘7:2; $2+2, © $g+17$2+17$2+2a © x?n]’ [1,$(1), 7$2]) Z
~ 1 1
(90 - ¢)([1, IB?, -y $23 (x2+2"$2+1)p7k’ “* (1'24-2“:52—&-1)pil€ ) ‘732—&-17 ‘732-1-27 2 l’gn],
[Lx(l)a 7x2]) (31)

Considérons maintenant la courbe C' d’équation

p—k,. _ .0 0
Tt =Ty
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dans le plan réel {[1,29,..,20,t, .. t, 2, 2] 5, ..,20,], (1,29, .., 27]} paramétré par les

variables t et x. Les points

1 1

P = ([1,29, .., 2%; (x2+1...:1:2)ﬂ, . (x2+1...:1:g)17—k,a:2+1,xg+2, L] [y, 2d))

et

- 1 1
Py = (1,29, .., 2); (x2+2...x2+1)p7k, . ([K2+2...£L‘2+1>P*’“ , x2+1, x2+2, Ll

[l,x?,..,x%)

appartiennent a la courbe C. Notons que les réels z?¥ pour kK +1 < i < p+ 1 ne
sont pas tous égaux, sinon (29) deviendrait une égalité.

Par suite, sachant que 'on a choisi x% <. < 332 11, les points distincts lf’l et ]52
se trouvent strictement de part et d’autre de la diagonale ¢ = x du plan précédent.
Or la courbe C' coupe cette diagonale en le point

~ 1 1
Py = (1,29, .., 20; (:cgﬂ...xgﬂ)pﬂ—k, . (m2+1...x2+1)10+1—k , l’2+2, ] [0 )

qui intervient dans l'inégalité (29). D’autre part, en utilisant les relations (29),
(30) et (31) on obtient :

(0 —V)Ps) > (o — D) (P1) et (9 — ) (Ps) > (¢ — U)(Py),

ce qui prouve que la fonction (¢ — 1;) admet un maximum local sur la courbe
C'. En conséquence, la restriction de la fonction G-invariante (¢ — ) a la courbe
holomorphe (toujours notée C') d’équation 7%z = 2 .20, du plan complexe
{([1,29,..,22; ¢, ..,f,z,xg+2, ad ] (1,29, .., 2)} atteint un maximum local en un

point P = C(¢). Posons

C(C) = ([1’ Cl(C)? X2 Cm(C)]? [1’ Ol(C)’ 32X Ok(C)D,

: dC*
MO ="

Sachant que I'on a choisi le point ([1,29,..,29 ], [1,2Y,..,2}]) de sorte que

(x?...x%)l/(kﬂ) =+ (xgﬂ...xgl)l/(m*k),

(&) et CF(&) = Cn(9).

I’équation de la courbe C' et les définitions de @El et @Z)g montrent qu’en tout point

de C

,l/’;l(li]‘? x?? °) x(]z‘; 57 ) 57 Z? I2+27 A x?n:l? [17 x?’ ) x%]) #

&2([1,:1:(1), ..,x%;f, &, z,:x2+2, ..,x?n], [1,$(1), ,:172]) (32)

On peut alors supposer que zZJ = 1@1 dans un voisinage de P, la preuve étant
identique si I’on suppose ¥ = 1), dans ce voisinage. On a donc :
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=l = () = IO

OEDE
est négatif ou nul. Comme — aijgéu = Gxp, ceci exprime que la forme hermitienne
de matrice: ~
(g)\* + aggp ))\ _ a?(w - ¢1> ))\
H aZ,\aE“ H 82)\83“ o

est négative en P = C(¢). On en déduit une contradiction avec la §-admissibilité
de ¢ en P. D’ou I'inégalité (28) au rang p + 1 et, par conséquent, le lemme 5.

Lemme 6 Etant donnée une fonction ¢ € C*(X), g-admissible, G-invariante. Si
x; =| z; |> 0 pour tout i, on a:

(90 - 1;)([1'0,231, s Tk 1axk+27 "7xm]a [.To,iUl, axk]) 2
((,0 - ¢)([7la ny .51, 1axk+27 -wxm]a [1[k+1}])’ (33)

ot n = (zoxy...5) Y/ *HY,

Preuve. Comme dans le lemme 5, la preuve s’effectue par récurrence. Supposons
que pour 0 < p < k et pour tout (xo, .., Tx; Tpr2, .., Tm) € R™ avec z; > 0, on ait
(90 ,lvb)([ $k717$k+27"7$m]7[$07--7xk]) Z
1 1
(SO ¢)([( )p+1 (‘IL‘O xp)p+1ﬂxp+17"7$k;1axk+27"7$m]a

[(:co...:r;p) (a:‘o :cp)p+1 Tpily - Tk)). (34)

Cette hypothese est vérifiée pour p = 0. Si l'inégalité (34) n’était pas satisfaite au

rang p+ 1, il existerait un point (z0, .., x; Trya, .., 22) € R™ avec ¥ > 0 pour tout
1, tel que :
(90 ¢>([ xk717xk+27' axg’b] [l’g,,.@g]) <
_1
(90 W([( p+1)p+27~7(xg--wp+1>p+27$2+2>---,552;1a372+2a--73321]7
a o
(2. 224)7, ., (28.20,)77, 20, . 2], (35)

Comme au lemme 5, on peut supposer que le point

([:zzg, oz 1,x2+2, xl], [xg, L)) exX

vérifie
(.. ) /D £ (.l )R

et que ) < ... < ZL‘g +1- D’autre part, en tenant compte de la G-invariance de ¢ et
de 'hypothese de récurrence (34) en les points

0.0 0.0 0.1 ,0 01 71,0 .0 0.0 0
([0, X1, s Ty Ty 1 s Tps 1, Ty, oo, ], [T05 T3 0, T, T g -5 T )
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([a:?,..,xgﬂ,zg,..,xg;1,$2+2,..,a:21],[x?,..,xgﬂ,xg,..,xg]),
on a
(90—1;)([x87 ,$2;1,$2+2, 7x2n7[x87 ng]) >
~ B
(¢—¢)([($8 IO)IH ’ ,(Ig xg)” 1,ZL'2+1, xk7laxk+27 ,l‘?n],
B B
[(zg..2)) 7+, ., (2g..a)) Pt ad ) (36)
et
(p — @)([x?,..,xgﬂ,xg, @ L)y ], [27, - ,xgﬂ,xo, ) >
~ B B
(90_w>([(a’,(1]"xg+l)p+lv">(‘T?"Ig+1>p+17x87$2+27" xkvlakarQJ" ‘T?n]
1 e
[($(1)~$g+1)p“ (RS (I?"$2+1>p+1 ) '178’ x;07+27 ) xz]) (37)

Considérons maintenant la courbe C' d’équation

p+l,. _ 0 0
e = xh..2, 4

du plan réel {([t,...t, @, 20 o, . 20 1,2 oy a0 ], [t ot 2,20 o, .., 27])} paramétré

m
par les variables t et x. Les points

~ 1 1
Ql = ([(338-'1'2)”1 : (I'g xo)p 1,.%'2+1,.Z'2+2, 7:E27 1,1’2+2, "7x?n]7
_1 _1
[(xg"x?))pﬂa-w(*rg”‘rg) + ) g+17 g+27”7x2])
et
_1 _1
Q? ([( 2+1) +1,..,($(1)..$2+1)P+1,1'8,ZL'2+2,..,$2;1,1’2+2,..,l’9n],

1 1
[(xl"$2+l)p+l (A} (95(1)-'952“)”“ ) xga $g+27 s 33'2])

appartiennent a la courbe C.

D’autre part les réels 2? pour 0 < i < p + 1 ne sont pas tous égaux, sinon (35)
serait une égalité.

Par suite, sachant que I'on a choisi z§ < ... < 332 41, les points distincts Q1 et Qs se
trouvent strictement de part et d’autre de la diagonale t = x du plan précédent.
Or la courbe C' coupe cette diagonale en le point

1 1

Q?) ([(% xg—&—l) s a'-7(xg"‘l’g+l)p+2ax;07+2>"7m2;17x2+27”>x21]7
_1_

[(xg"'x2+1)p+2a--a(xg"‘x2+1)p+2ax2+27"7$2])

qui intervient dans I'inégalité (35). D’autre part, les relation (35), (36) et (37)
donnent

(0 = ¥)(@s) > (¢ = ¥)(Q1) et (¢ — ¥)(@s) > (p — ¥)(Qa),
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ce qui prouve que la fonction (¢ — @Z) admet un maximum local sur la courbe C.
Sachant que 1'on a choisi le point

([ajg, . xg; 1, a:2+2, . x?n], [xg, o :1:2])

de sorte que

() D 2 (a0

7
on conclut de la méme maniere qu’au lemme précédent en considérant la restriction
de (¢ — 1) a une courbe holomorphe convenable.

A Tinstar du lemme 3, les lemmes 5 et 6 permettent d’établir le

Lemme 7 Etant donnée une fonction ¢ € C*(X), g-admissible, G-invariante,
avec x; =| z; |> 0 pour tout i, on a :

(SO - zZ})([ly'rla vy Ty Tt 15 T2 ++5 xm]a [17 Ty, .. xk])
> (i — ) ([ =8 ), (38)

(Thpy 1. )/ (F)
(1.7 )L/ (kD)

ou v =
Montrons maintenant le

Lemme 8 FEtant donnée une fonction ¢ € C*(X), g-admissible, G-invariante,
V¢ >0, ona:

(p — )([21+1; ¢k, [+ ]) > o, (39)

Preuve. On raisonne sur la position du point Ry € P,,C ot  atteint son
maximum. En vertu de la G-invariance de ¢, on peut supposer qu’il s’écrit sous la
forme ~

RO = ([y87 ) yl(c]; ylg—i-l? ) y?n]’ [pga ) Pg]),
ol les ! et p? sont des réels positifs vérifiant yg > v > .. > yp, yp 4 = Yho >
>0l o8 > > Y et ou (), .., %) et (Yo, .., yY) sont paralleles. Deux cas se
présentent : ou bien I'un des v, .., %Y est non nul, ou bien tous les yJ, ..,y sont
nuls.
Cas A : I'un des 3, .., yp est non nul. On peut alors se placer dans la carte de X
décrite par les points

([ZOa oy Ry RhA41s ooy Zm]a [507 7€k’]) € ]P)mc X ]P)k(:
tels que zg # 0. Ceci permet d’écrire le point Ry sous la forme
Ry = ([1, 2?, ..,xg;xgﬂ, Ll (LY, ),

ol les réels positifs 29 vérifient : 1> 29 > .. > af et 29, > ... > 2¥ . Raisonnons
par I'absurde, et supposons qu’il existe un point

5, m—k
oy = (U G, 1)
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tel que 'on ait (5 > 0 et o
(o —¢)(Ry) <0. (40)
On envisage alors les deux sous-cas suivants : z,; < (o puis z{,; > (o.
° x%H < (p.

On introduit alors la fonction auxiliaire

Yy = log |20 P01 & .

(Iz0 2 4ot |z P14 o [2 4ot | &k [P

D’une part, puisque ¢ < 0,

(o — o) (1, 0], [1, 0¥]) = o([1, 0l™), [1,04]) < 0. (41)
De plus, sachant que @<R0> =0et¢y<0,o0na
(¢ — o) (Ro) > 0. (42)

Si Ry # ([1,00™],[1,0M]), ¥(Ry) < 0 et Dinégalité (42) est alors stricte. Si Ry =
(11,007, [1,0()]), quitte & se placer en un point R arbitrairement voisin de Ry, on
peut supposer (@ — zﬂo)(ﬁ) > 0. En effet, si dans un voisinage de Ry on avait
(¢ —1bp) < 0, comme (¢ — o) (Ro) = 0, (¢ — 1) admettrait alors un maximun

local en Ry, ce qui mettrait en défaut I’admissibilité de ¢ en ce point, sachant que
Ia(p — vo)(Ro) = (9om + Oxuep) (Ro).
Dans tous les cas, on peut donc affirmer qu’il existe un point
Ry = ([1,a1,..,am), [1, a1, .., ax))
vérifiant o
(¢ = o) (Rp) > 0. (43)
Par continuité et G-invariance de ¢, on peut supposer 1 > a; > ... > a; > 0 et

Co > g1 > ... = ap > 0. D’autre part, 'inégalité (40) jointe aux définitions de
Ry, o, ¥ et ¢ = inf(¢1,95) implique

(¢ — 120)(}?1) = (¢ — 121)(11?1) < (e —=Y)(R) <0. (44)
La courbe :
[07 1] >1— ([17 t? t(lnag)/(lnm)’ ) t(lnak)/(lnal); Cotwa © Cotw]a

[1,¢, t(naz)/(nay) - y(nar)/(nan)])

passe par ([1,0™],[1,0%]) en ¢ = 0 puis par Rg ent = a; et enfin par le point R en
t = 1, valeurs en lesquelles, d’aprés (41), (43) et (44), (¢ — ¥o) est respectivement
négative, positive puis a nouveau négative. L’invariance de cette fonction par
I'action des exp(if), permet donc de déduire que (p — zZo) atteint un maximum sur
la courbe holomorphe, complexifiée de la courbe décrite plus haut, ce qui contredit
encore une fois I’admissibilité de .

20



o 7 > (o
Désignons dans ce cas par p € {1,..,m — k} Uentier pour lequel on a
Tpoy = 2 a0, > Coet Qo> ah, g > >,
et considérons la fonction auxiliaire

| g PR & |2

20 [P 4t Lz )R G0 12 44 [ 6 PR

1/’;]6-%1 == log (‘

On a ) .
(¢ = Yry1)(Ro) > 0. (45)

La fonction (p — @Hl) étant continue, quitte & se placer en un point voisin de Ry,
on peut supposer tous les #¥ non nuls. Posons alors:

0
bad o ma a/e) /o)
Inz{’ " In 29’ + Inz9 ™ In 29

(6%) .
Sachant que V'on a1 > a0 > .. >af; 2, > .. > a0, , > (et (o >ap, ., > .. >
m?n, on en déduit que o, ..,a > 0, g1 < ..o < oprr < 0 et apppyr, -, Gy > 0,

d’ou, en notant

Ra = ([1757€a27 ) €Qk7 Cﬂgak+17 cey Cﬂgam]a [1757 €a2a "7€ak])7

on a

2 1—-k _
0(m+ )62(m+1 k)ayg

}jli%wk—kl(Ra) = lli%ln [1+€2_|_€2a2 +_'_‘_€2ak_|_<02(€2ak+1 _‘_.‘_‘_€2am)]m+17k
2(m+1_k)t—204k+1(m+1—k‘)

— : 0
= In tlir& [Cg(t*hk“ + ¢t 2042 4 t—2a,,)](m+1—k)

=Inl=0,

—ag41 étant la plus grande puissance intervenant au dénominateur. Sachant que
©([Re]) <0 et compte tenu de (45) il existe gg tel que 'on ait

(¢ — "&kﬂ)(éso) < _I;kJrl(REo) <(p— Q,Ek+1)(RO>~ (46)

D’autre part, I'inégalité (40), jointe aux définitions de Ry, Yp41, Uo et ¢ = inf(ty, Uy)
donne :

(= Pr1) (Br) = (0 = ) (Ra) < (p — ¥)(Ba) < 0. (47)

La courbe
[€0, 1] Dt — ([1,,8%%, .., %%, (ot 1, .., (ot ], [1, 6,92, .., t%]),

passe par REO en t = gp puis par RO en t = 29 et enfin par Rient= 1, ce qui, en
vertu de (46), (45) et (47) prouve I'existence d’un maximum local pour la fonction
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(p — 1/~)k+1) sur la courbe précitée. Ceci contredit, a l'instar du cas précédent,
I’hypothese d’admissibilité de la fonction .

Cas B : y) = ... = y? = 0. On peut alors se placer dans la carte de X décrite
par les points

([ZOa w0y Rls R+15 + Zm]a [507 7§k]) € ]Pm(c X ]PkC

tels que zry1 # 0 et & # 0, de sorte que le point Ry ol @ atteint son maximum
égal a zéro puisse s’écrire sous la forme

Ry = ([0,0,..,0; 1,332+2, ..,x%], [1,u?, ,ug})

. .1 . . 0 0
On peut aussi supposer, en utilisant la G-invariance de ¢, que 1 >z, > .. >z,
et 1>ul > .. > ug. On montrera une version équivalente du lemme 8, a savoir

que .
(o — )([¢P+Y; 1bm=H] 14117y > (48)

pour tout ¢ > 0.
Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe un point

Ry = ([ 10 74), a1
de X tel que l'on ait (y > 0 et
(¢ = ) (Rpi1) < 0. (49)

On considere alors la fonction auxiliaire @Hl introduite plus haut. Sachant que
p <0, 0n a

(= ) ([0 1,0,..., 0], [1,00)) = (01 1,0, .., 0], [1,0%)) < 0. (50)
D’autre part, sachant que p(Ry) = 0 et ¢y, < 0, on a
(¢ = Yes1)(Ro) = —thpra(Ro) > 0. (51)
Cette inégalité est stricte des que
Ro # ((0"+9;1,0,.., 0], [1,0M]).

Si Ry = (jo%+1):1,0,..,0],[1,0(]]), quitte & se placer en un point arbitrairement
voisin de Ry, on peut supposer la derniere inégalité stricte. En effet, si dans un
voisinage de Ry, on avait ¢ — QZkH < 0, alors ¢ — 1/~Jk+1 admettrait un maximum
local en Ry, ce qui contredirait I'admissibilité de ¢ en Ry. A linstar du cas A, il

existe donc un point

Rl = ([cos - i3 1, Chaas - Cml, [Cos - CR])

vérifiant ) 3
(¢ = rs1)(Ry) > 0. (52)
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Par continuité et G-invariance de ¢, on peut supposer (5 > co > ... > ¢ > 0 et
1 > cgyo > ... > ¢ > 0. D’autre part, l'inégalité (49) jointe aux définitions de
Riy1, Vi, Yo et ¢ = inf(¢)y, ¢) implique

(¢ — 7/;k+1)(Rk+1> = (p— 1&2)(1%%1) <(p- ?;)(ékﬂ) <0. (53)
La courbe de X :

In(cg/<¢p) In(cy /¢o)
[()7 1] 3¢ — ([C()t lncok+g ooy Cot lncljw(z) -1, ¢, t(ln0k+3)/(1HCk+2)7 . t(lnCm)/(1HCk+2)]7

In(cq/cq) In(cg /cq)

[l’t Incgyo ’”’t Incp o ])

passe par ([0%T1 1,0,..,0],[1,0)]) en ¢t = 0 puis par Ry en t = cj.9 et enfin par
le point Ryyq en t = 1, valeurs en lesquelles, d’apres (50), (52) et (53), (¢ — Upy1)
est respectivement négative, positive puis négative. L’invariance de cette fonction
par l'action des exp(if), permet donc de déduire que (¢ — zﬁo) atteint un maximum
sur la courbe holomorphe, déduite de la courbe décrite plus haut, ce qui contredit
I'admissibilité de ¢, d’ou (48) et le lemme 8.

2.4 Preuve du corollaire 2.

Soit ¢ € C*°(X) une fonction g-admissible et G-invariante, dont le sup sur X
est nul. D’apres le théoreme 2, on a ¢ > 9 et par suite, pour tout a > 0,

/Xexp(—aw)dvg/exp(—mz)dv.

X

Cherchons les valeurs de a pour lesquelles cette derniere intégrale converge. Pour
ce faire, on estimera [, exp(—at))dv et [, exp(—ath;)dv dans la carte dense cor-
respondant a la paramétrisation

([1, 21, -y Zm)s [1, 21, -, 28])-
Dans cette carte, I’élément de volume est donné par (c.f. [6]) :
dv = det((gag))dz1 NdzZi A ... Ndzm, A dZp,

ou

_ (m+1—k)m*
det((Gx)) = (—1)™

et((gxz)) = (=1) (It |21 2+t |2 PR(LE 21 |2 ot | 2 )
Xk(14 | 21 P+t | zm D)+ (m =k + DA+ | 21 P 4+ 4 | 2 D))"

En utilisant le fait que 1, et 1), ne dépendent que des | 2, |, le changement de
variables u, =| z, |* donne :

k
/ exp(—ath )dv = CstZC,i X
X

=0
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/—I—oo /+oo (ul...uk)_a(erl)/(kH)dul-'-dum

1+ ul + .+ um)(lfa)(erlfk)Jri(l +u 4.+ uk)(lfa)kfi
R (g )
(1 + Ur b o T ) A= D= )

qui converge, indépendemment de i pour a < (k+ 1)/(m + 1). D’autre part,

/exp( athy)dv = C’stZCk

400 ak/(k+l) (uk_H‘”um)fa(m+1fk)/(mfk)du1mdum
/ / 1 + Uy + o Uy ) A FL=R) (] gL A gy, ) (T )R

Pour cette derniere intégrale, la convergence en zéro exige la condition

k m—k

inf
O‘<m{k+1’m—k+1

}.

En T'infini, un changement sphérique de coordonnées ramene 1’étude a la conver-
gence de

+oo . —ak?/(k+1),.—a(m+1—k),.m—1 +00
r r g = mok? (k1) k=2 g .

r(l—a)(m+1—k)+ip(l-—a)k—i ’
a>0 a>0

k+1

intgrale convergente pour a < . Cette derniere condition étant toujours vérifiée,

le corollaire 2 est alors établi.
2.5 Preuve du théoréme 3.

Comme pour I'espace X, I'invariance par le groupe G, des fonctions ¢([2o, .., 2k, 2k11, --

(ol (20, -.,2x) et (Cos .-, G) ainsi que (2x41, -, 2m) €t (Cuyq, - ¢;,) sont colinéaires),
nous permettra de les considérer, dans le lemme 9 comme des fonctions

Qp<[1axl> "'axm]7 [Lxl? ...,ka], [karla 7$m])

des variables réelles x; =| z; |> 0, ¢ € {1,..,m}, puis, dans le lemme 10 comme des
fonctions

O([Toy ooy Thy Ly Thaay ooy T, [Toy ooy r], [, Thg2y ooy Tin)

des variables réelles z; =| z; |> 0.
Lemme 9 Etant donnée une fonction ¢ € C*(Y'), g-admissible, G-invariante. Si
x; =| z; |> 0 pour tout i:

(¢ — qﬁ)(p, T, o T, (1, 215 s 2], [Thsts s Tm))
> (0 — )([1, 21, oo s (] [L, 2, o ), [LE]), (54)

ot g[mfk] = (C? s C) € (Cmik et C - (IL‘kﬁ_l...l‘m)l/(m*k),
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Preuve. A l'instar du lemme 5, nous procéderons par récurrence. Supposons que
pour k + 1 < p < m et pour tout (z1,..,2,) € R™ avec z; > 0 on ait

(90_1;)([171'17“71'771]7[Lxlv“a ] [karla'-a m])z
(0 = D)L, 21, o 203 (1) P s (T 1 2) PF, it T,
(1,21, o, T, (Tt e@p) T s ooy (Tt oo Tp) T, Tty - Tn])- (55)

Cette propriété est claire pour p = k + 1. Si I'inégalité (55) n’était pas satisfaite
au rang p + 1, il existerait alors un point (29, .., 2% ) € R™ avec 2? > 0 pour tout 7,
tel que

(o = O)([L 2, o ad), [Laf, . af], 2Dy, ad]) <
. 1 1
(o —¥)([1, :1:?, oy .7:2; (xgﬂ...a:g“)pﬂfk, o (1‘2+1...$2+1)P+1*k , m2+2, o :I:Sn],
1 1
[17 l’?, g) .’172], [(x2+1_._x2+1>p+1—k 7 (x2+1"'x2+1)p+1_k ) Q32+2, ) x?n]) (56)

En utilisant la continuité de (¢ — @/AJ), on peut supposer, quitte a en modifier
légérement les coordonnées, que le point

([17 .ZE?, ) :I:gljl’ [1’ x(1)7 R x%]’ [xg-‘rl’ R xo’fn])
de l'inégalité (56), vérifie
(a0 2 0y VD)

En utilisant la G-invariance de ¢, on peut supposer que << 2% . D’autre
part, en tenant encore compte de la G invariance de ¢ et de I'hypothese de
récurrence (55) en les points

0.0 0 0,0 0 0
([L, 27, o, X35 T, Ty s Tpy Tpy 15 Ty -5 T

1,27, .. 23], [$2+17$2+2»-- fEO $0+1a 2+27~,$21])

et
0.,0 0 0 0 0 0
([17x17"7xk’mk+27xk+37' :L‘ xp-i-l?xk-i-l? p+27"7xm]’

0 0 0 0 0 0 0
[17 L1y xk]a [$k+2> L4353 Lps :Up—&-l? mk—&-l? Lpyas - xm])’

de Y, on peut écrire

(90_7;)([1?33(1)7“7 0] [1 xcl]u" ] [xkz—i-l"" 2ﬂ]) =
v

_1
(()0_ )([1733(1)7 xka (‘rk+1 2) (‘rk+1 xo)p_kvngrlungrQ"-v'r?n]a
[1,x(1),..,x2], [(‘T2+1 ) ( )p k7x2+17x2+27~7x9n]) (57)
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et

(¢ — 7@([1’ 37(1)7 P 332? 952+27 - $2+1, x2+1, $2+2, - 372,1]7 1, 95(1)7 2P mg],

[x2+27 - 5’72+17 5’32+17 5’32+27 - x?n]) >

(o — 1&)([17 x(l]a s 1‘2; ($2+2~-x2+1)”%k7 - <x2+2~xg+1)"%kvx2+1v x2+2, - x?n]’
10, ], (20207 o (205200 ) 7R 2, 20 0, 20)). (58)

Considérons maintenant la courbe C' d’équation

p—k,. __ .0 0
Ut =2y Ty

dans le plan réel

{[1, 29, .., 20, ..,t,x,xg+2, Lzl ) a2 [ ..,t,x,x2+2, 201}

paramétré par les variables t et x. Les points

. 1 1
Pr= (1,29, .., 2); (xgﬂ...xg)r’—k, o (x%H...xg)P—k,xgﬂ,a:gw, 2],

1 1
(L2, ], (g a)) 7%, o (@) PR a2 o 2 ])

et

5 0 0.(.,.0 0 Vg 0 0 V2% .0 0 0
Py = ([1,27, ., 25 (Tgyne T 1) P 5 oy (T Ty 1) PR T 15 Tpigs o T
0 0 0 0 Vg 0 0 V25 .0 0 0

(1,27, o ]y (o Ty 1) P7F oy (Thgg T 1) PR T 1, Ty s Ty
appartiennent & la courbe C. Notons que les réels ¥ pour k+1 < i < p+1 ne
sont pas tous égaux, sinon (56) deviendrait une égalité.
Par suite, sachant que 1'on a choisi z 1< < xg 11, les points distincts P et P
se trouvent strictement de part et d’autre de la diagonale ¢ = x du plan précédent.

Or la courbe C' coupe cette diagonale en le point

~ 1 1

Py = ([1,29, .. 2); (xzﬂ...xgﬂ)pﬂfk, . (xgﬂ...xgﬂ)wlfk , m2+2, 2],
1 1

[17 m(l)v ) l’g], [(x12+1"'$2+1)p+17k7 ) (372—',—1'“1'24—1)ijlilg ) $2+2, ) [E?n])

qui intervient dans l'inégalité (56). D’autre part, en utilisant les relations (56),
(57) et (58) on obtient :

(p =) (Py) > (0 = )(Pr) et (9 — D) (Bs) > (9 — ) (Po),
ce qui prouve que la fonction (¢ — ﬁ) admet un maximum local sur la courbe

C'. En conséquence, la restriction de la fonction G-invariante (¢ — 1&) a la courbe

holomorphe (toujours notée C') d’équation &7 %z =z ,...2), | du plan complexe
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{([1,29, ., 20 €, .. & 2,20 1y, 2 ] [1, 29, .., 2)]) } atteint un maximum local en un

point P = C(¢). Posons

dc* - o
d_g@ et C(&) = CH(E).

Sachant que l'on a choisi le point ([1, 29, ..,z ], [1, 29, .., 2], [#%,,, .., 2%]) de sorte
que

CMNE) =

(afaf) VD £ (2o )V,

I’équation de la courbe C' et les définitions de 7,@1 et 772;2 montrent qu’en tout point

de C
DL, a1, 256, 6, z,x2+2,.., Tl [L 21, 23]) #
¢2([1,37?,-- l‘kvf ga 2 p+27'a m] []- xla-'7$2])' (59)

On peut alors supposer que 71@ = 1/31 dans un voisinage de ]5, la preuve étant
identique si ’on suppose ¢ = 1), dans ce voisinage. On a donc :

=l = () = IO

D€
est négatif ou nul. Comme — 82?“ = g g, ceci exprime que la forme hermitienne
de matrice: .
( q 82 ) _ 82(90 — 77Z)1)>
Ca 02,07, 02,0z, Aot

est négative en P = C(¢). On en déduit une contradiction avec la g-admissibilité
de ¢ en P. D’ou I'inégalité (55) au rang p + 1 et, par conséquent, le lemme 9.

Lemme 10 Etant donnée une fonction ¢ € C*(Y), g-admissible, G-invariante.
Si x; =| z; |> 0 pour tout i, on a:

~

(90 - @D)([%o, L1y iy L, Tppo, oy meL [9007951» -->$k], [1, Th425 7xm]) >
(90 - ¢)([n7 1 ]-a Th42y -y :L‘m]7 [1[k+1]]7 [17 Lk42;5 -+ xm])a (60)

ot n = (wowy...wp) Y/ *HY),

Preuve. Comme dans le lemme 9, la preuve s’effectue par récurrence. Supposons
que pour 0 < p < k et pour tout (xo, .., Tx; Tpra, -, Tm) € R™ avec z; > 0, on ait

(0 — O)([@0s oy T 1, Thros s Tonl, [T0s -y @], [Ls Thgas oo Ton]) >
((p_qu>([ )p+1' (1"0 xp>m7xp+17“7xk;17xp+2a"7wm]7
[(xo...a:p)T (xo xp)pﬂ Tpits oo Thly [L, Tpia, oy Tin))- (61)
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Cette hypothese est vérifiée pour p = 0. Si l'inégalité (61) n’était pas satisfaite au
rang p+ 1, il existerait un point (z0, .., x; Try2, .., 22) € R™ avec ¥ > 0 pour tout
1, tel que :

(0 = V)([0, - Tk5 L, Ty o Tmi], [20, -, 2h], [1, 2R g, -, 7)) <
)

~ 1 1
(90 - ¢ ([('rg"xg-l-l)erQ’ vy (x8~-x2+1)”+2 ) x2+2’ ceey 5(72, 17 $2+2, cey x(f)n]’
_1_ 1
[(x8~-$g+1)p+2a ) (:L‘g..l‘2+1)P+2 ’ 1‘2+2, ) x%]a [17 wg—i—Qv ) $9n]) (62)

Comme au lemme 9, on peut supposer que le point

([xg, ..,172; 1,x2+2, ..,x?n], [:178, ..,:rg], [1,x2+2, ..,x?n]) =%

vérifie
(xg..:vg)l/(kﬂ) + (x2+2..x2n)1/(m’k),

et que 23 < ... < xg +1- D’autre part, en tenant compte de la G-invariance de ¢ et
de I’ hypothese de récurrence (61) en les points

([xgaf(fa . 7x2a x?ﬂ-h : >$2§ 171724—27 ,,717?71], [1787 x?’ ' ’xg>x2+1’ ' ’ng [1’ Z2+2, Tt x?n])
et
([a:?, o x2+1,x8, o xg; 1, ZL‘2+2, o xgn], [:17?, o x2+1,x8, o xg], 1, :v2+2, o :E?n]),
on a
(90 - @Z)([l‘g xg; 1a $2+2, (R} x?n]? [33’8, '-7272]7 [17$2+27 7'I9n]) Z
1 1
(= D) ([(@hap) 7T, o (@) 7T ), oy 25 1,20 g, ],
1 1
[(g..a) 7+ (:v8.-w2)?+1 s Tpets o Tp)y [L 2Ry o ) (63)
et
(p— )([xl,.. acg+1,x8,..,xg;l,ngrz,..,x?n],
[z 1y p+1>$87' ‘TO]’ [1,1‘2+2,..,£B2n]) Z
1 1
(90 w)([( $p+1)”“>-->(33(1)--x2+1)p“’1’87$2+2a--,33%17$2+2a--,$?n],
1 1
[(x - +1) AR (1??--562+1)"+1 ) xg, x2+27 --7x2]> [171’2+27 737971]) (64)

Considérons maintenant la courbe C' d’équation
p+l,. .0 .0
S T O
du plan réel

{([t ot @) s s L2 g, @ ] [ o w2 o @] (1, 2 g, 2 ]) )
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paramétré par les variables t et x. Les points

. 1
Q1 = ([($8..I2)P T (xg..a:g)pﬂ , xgﬂ,xgﬂ, a1, x2+2, 2],
1
p+1

axg—i-l? xg+2’ ) IgL [1’ $2+2’ s xSnD
et

A _1 1
QQ = ([(CC'(I)...ZU2+1)P+1 PR (x(l)"mg+l>p+1 ) $8: I2+27 ©0y xg) 17 'T2+27 ©y x?n]a

[(x?"xg—l-l)ﬁ? ) (x(l)"xg—&—l)ﬁv w(o)’ x][:);—f—Qa s 1‘2], [17 $2+2, " I?n])
appartiennent a la courbe C.

D’autre part les réels 2? pour 0 < i < p + 1 ne sont pas tous égaux, sinon (62)
serait une égalité.

Par suite, sachant que I'on a choisi z§ < ... < azg 11, les points distincts Ql et Qg se
trouvent strictement de part et d’autre de la diagonale t = x du plan précédent.
Or la courbe C' coupe cette diagonale en le point

A 1 1
Q?) = ([(xg"‘xg—&—l)wda ) (mg"‘xg+1)p+2 ’ ZL‘2+2, ) Iga 17 l‘2+2, ) x?n]a

_1_ _1_
[(xg"‘xg+l)p+27 ) (xg"‘xg+l)p+2 ) xg—}—Za ) ‘7:2]’ [17 $2+2, ) .’I?n])

qui intervient dans l'inégalité (62). D’autre part, les relation (62), (63) et (64)
donnent

(g —)(@s) > (0 = )(Qn) et (p — ) (@s) > (p = ¥)(Qs),
ce qui prouve que la fonction (p — 1&) admet un maximum local sur la courbe C.
Sachant que 1'on a choisi le point

([ajg, ..,x%; 1,x2+2, ..,x?n], [:1:8, ..,xg], [1,x2+2, ..,xom])

de sorte que
(xg..xg)l/(kﬂ) + (xgﬁ..x?n)l/(m_k),

on conclut de la méme maniere qu’au lemme précédent en considérant la restriction
de (p — 1) & une courbe holomorphe convenable.
A Tinstar du lemme 7, les lemmes 9 et 10 permettent d’établir le

Lemme 11 Etant donnée une fonction ¢ € C*(Y), g-admissible, G-invariante,
avec x; =| z; |> 0 pour tout i, on a :

~

(90 - ¢)([17x17 woy Ly $k+17$k+27 "71:777,}7 [17$17 "7xk]a [xk+17xk+27 7xm])
> (p — ) ([ pbm K] et ey, (65)

(@hp1e@m) /(MR
(212 ) /ETD)

ou v =
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Montrons maintenant le

Lemme 12 Etant donnée une fonction ¢ € C*(Y), g-admissible, G-invariante,
V¢ >0, ona:

(i — ) ([l ¢t ], 1t =H]) > o, (66)

Preuve. On raisonne sur la position du point Ry € P,,C ou ¢ atteint son
maximum. En vertu de la G-invariance de ¢, on peut supposer qu’il s’écrit sous la
forme

Ry = ([ygv "ay}g;y2+17 "7y70n]7 [pga "apg]v [Qg-i-lv 2 QBn])»

ot les y?, p?, of sont des réels positifs vérifiant yg > v > .. > v, v > Yio >
Ly p0 > > et o)y > > 00 et ot (o), .., pf) et (yp, .., yf) sont paralleles,
ainsi que (o)1, .., %) et (Ypi1,-,y3,). Trois cas se présentent : ou bien I'un des
Y9, - Y2 et I'un des y?, .., y% sont non nuls, ou bien tous les 3, ..,y? sont nuls, ou
bien enfin tous les Y, ..,y%. Ces deux derniers casétant symétriques, ils se traitent
de maniere similaire.

Cas A : 'un des ¢, .., y? et P'un des 32, .., %, sont non nuls. On se place alors dans
la carte de Y décrite par les points

([Z07 oy By Rk+1y ++5 Zm]7 [507 ")é'k]) [gk—‘rl? 75771]) S ]P>7nC X Pk(c X IP)77L—k—1(c

tels que zg #£ 0,& # 0. Ceci permet de repérer Ry par

}?io = ([1,x(1], ..,x%;xgﬂ, ..,x?n], [1,:10(1), ..,xg], [xgﬂ, Ll D,

ol les réels positifs 29 vérifient : 1> 29 > .. > af et 29, > ... > 2¥ . Raisonnons
par 'absurde, et supposons qu’il existe un point

Ry = ([UE+Y; ¢fm=H) [aleril) [rbm—Hl))

tel que 'on ait (5 > 0 et
(¢ — ) () <0. (67)
On envisage alors les deux sous-cas suivants : ! 41 < Co puis ) 11 = Co-
o T < o
On introduit alors la fonction auxiliaire

4 2k 2(m—k—1)
éozlog | 20 [*] &o [*"] &k | |
(| zo 244 | z2m 2)2(| &0 |2+ | &6 P)R(] Erwr |2+ | & [P) kT

D’une part, puisque ¢ < 0,

(90 - 1;0>([1, O[m}]v [17 O[k]]v [17 O[mikil}b = 90([17 O[m}]v [17 O[k]]v [17 O[mikill]) < 0. (68)

30



De plus, sachant que ¢(Ry) = 0 et ¢p < 0, on a

(¢ — o) (Ro) > 0. (69)

Si Ro # ([1,00], [1,0M], [1,005=1]) 4y(Rg) < O et linégalité (69) est alors
stricte. Si Ry = ({1, O[m}] [1, 0%, [1, lm—=k=1]), quitte & se placer en un point R
arbitrairement voisin de R, on peut supposer (¢ — 1/10)( ) > 0. En effet, si dans
un voisinage de Ry on avait (¢ — ) < 0, comme (¢ — 1o)(Ry) = 0, (gp o)
admettrait alors un maximun local en Ry, ce qui mettrait en défaut 'admissibilité
de ¢ en ce point, sachant que

Oa(ee — Vo) (Ro) = (gaz + Oxaep) (1)

Dans tous les cas, on peut donc affirmer qu’il existe un point

R6 = ([1,0,1, ey a”m]7 [170’17 "7ak]7 [ak-i-la "aa'm])

vérifiant o
(o — o) (1) > 0. (70)
Par continuité et G-invariance de ¢, on peut supposer 1 > a; > ... > a; > 0 et

Co > akt1 > ... > ap > 0. D’autre part, I'inégalité (67) jointe aux deﬁnltlons de
R17 1/}07 ¢1 et 77Z) 1Hf(¢17¢2) lmphque

(¢ — @go)(}éﬁ = (p— 1&1)(}?1) <(p- 1@)(}%0 <0. (71)
La courbe :
0,1] 5 £ — (L, ¢men)/nan | gnan)/nan), ¢ "SR5 2l
[1, t, ¢(n ag)/(lnal), . t(lnak)/(lnal)], [1, t1n<ak1+nza/1ak+1> . tln(arlrrzl/aalkJrl)

passe par ([1,00]], [1,0], [1,00"+=1]) en ¢ = 0 puis par R}, en t = a, et enfin par
le point Ry en t = 1, valeurs en lesquelles, d’apres (68), (70) et (71), (¢ — 1) est
respectivement négative, positive puis a nouveau négative. L’invariance de cette
fonction par 'action des exp(i6), permet donc de déduire que (¢ — 7[)0) atteint un
maximum sur la courbe holomorphe, complexifiée de la courbe décrite plus haut,
ce qui contredit encore une fois ’admissibilité de ¢.

L ngrl 2 gO'
Désignons dans ce cas par p € {1,..,m — k} Uentier pour lequel on a
0 0 0 0
Tpig =2 o Z Ty > Co €0 Qo = Tpypyg 2 o 2 Ty,

et considérons la fonction auxiliaire
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| 241 |4 €0 1] &gy |PmR)

0 et Lo PP o P bt | 6 P Gt P ot | G 7T

&k—l—l - IOg (|

On a R )
(¢ = ry1)(Ro) > 0. (72)

La fonction (¢ — 1y, 1) étant continue, quitte & se placer en un point voisin de Ry,
on peut supposer tous les z¥ non nuls. Posons alors:

(2} /Go) _ In(2;,/%)

In 29 In 29
= ..,Oékzl 0 Yk+1 = 0 y ooy Oy = 0
n In 29 In 29

(%)

= —2, _
In 29

Sachant que V'on a1 > a9 > .. >a; 2, > .. > a0, , > (et (o >ap, ., > .. >

29 on en déduit que ag,..,a; > 0, g1 < oo < @y < 0 et Qpipit, - Qm > 0,

d’ou, en notant

~

R. = ([1,&,e%2, .., &%; Coe™ 1 .., (oe™™], [1, &,&%2, .., %], [e¥*+1, .. %)),

on a

N . ) C§€4ak+1
}:E%@Z)k-‘rl(Ra) = lli%{ln [1_|_€2+520¢2+_‘+520k+§g(520¢k+1 _‘_“_‘_62047”)]2

g2(m—k—T)ak 11 |

X
(€2ak+1 + .. +€2am)m—k—1
$—20k41(m+1-k)

- tll’rg (t—20k+1 4 t=20k42 | 4 t—20p)(m+1=k) =mnl=0,

—ag41 étant la plus grande puissance intervenant au dénominateur. Sachant que
©([Re]) <0 et compte tenu de (72) il existe gy tel que 'on ait

(¢ = Vr1)(Bey) < =ns1(Rey) < (0 = W) (Ro). (73)

D’autre part, I'inégalité (67), jointe aux définitions de Ry, Ypyt, o et ¥ = inf(z@l, QZ/}Q)
donne :

~ A

(o — ¢k+1)(Rl) = (¢ - 1@2)(1%1) < (p—)(R1) <0. (74)
La courbe

[0, 1] 3t — ([1,6,8%2, .t Cot ™+, ., Cot®™], [1, 8,802, . to%], [t . tom]),

passe par }?iso en t = gp puis par fio en t = 29 et enfin par ]:31 ent =1, ce qui, en
vertu de (73), (72) et (74) prouve l'existence d’un maximum local pour la fonction
(¢ — gs1) sur la courbe précitée. Ceci contredit, & linstar du cas précédent,
I’hypothese d’admissibilité de la fonction .
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Cas B : yJ = ... = y) = 0. On peut alors se placer dans la carte de Y décrite
par les points

([ZOa oy Rly Rl+15 -y Zm]a [&)7 "7€/€]7 [gk—‘rl) 75771]) € ]P)m(c X Pkc X ]P)m—k—l(c

tels que zps1 # 0 et & # 0, de sorte que le point Ry ot ¢ atteint son maximum
égal a zéro puisse s’écrire sous la forme

Ro=([0,0,..,0; 1,295, ., 2% ], (1,40, . ud], [1, 29,5, ., 22 ).

m

On peut aussi supposer, en utilisant la G-invariance de ¢, que 1 > z o> 2 z0
et 1 >ud > .. > u). On montrera une version équivalente du lemme 12, & savoir
que

(¢ — ) ([¢IFHH; 1=, [l =47y > o (75)

pour tout ¢ > 0.
Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe un point

Ricr = (G5 104, (L], [ b))
de Y tel que l'on ait ¢y > 0 et
(¢ = ) (1) < 0. (76)
On considere alors la fonction auxiliaire zﬂkﬂ. Sachant que ¢ <0, on a

(90 - &k-ﬁ-l)([o[k’—i_”; 1a Oa () O]a [17 OWL [L O[m_k_l]]) =
([0 1,0, .., 0], [1,00], [1, 0l ~*=1]) < 0. (77)

D’autre part, sachant que @(ZA%O) =0 et Ypy1 <0, 0n a
(¢ — Y1) (Ro) = =41 (Ro) > 0, (78)
inégalité stricte des que
Ro # ([0%1;1,0,.., 0], [1,0M], [1, 0" ~*=1)).

Si Ry = ([0*+1:1,0,. 501 [1 ,OIF] [1, 0lm=k=1]) " quitte & se placer en un point arbi-
trairement voisin de RO, on peut supposer la derniere inégalité stricte. En effet,
si dans un voisinage de Ry, on avait Y — 1/}k+1 <0, alors ¢ — ¢k+1 admettrait un
maximum local en Ry, ce qui contredirait ’admissibilité de ¢ en Ro. A linstar du
cas A, il existe donc un point

ﬁ:) = ([COa oy Clos ]-7 Ck+2, -+ Cm]7 [007 ey Ck:]a [17 Ck+2 -+ Cm])

vérifiant X A
(¢ = rs1)(Ry) > 0. (79)
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Par continuité et G-invariance de ¢, on peut supposer (5 > co > ... > ¢ > 0 et
1 > cppa > ... > ¢ > 0. D’autre part, I'inégalité (76) jointe aux définitions de
Riy1, Vi, Yo et ¥ = inf(¢)1, ¢) implique

(¢ — 7/;k+1)(Rk+1) = (p— 1/32)(1%%1) <(p- ?;)(ékﬂ) <0. (80)

La courbe de Y :

In(cg /<o) In(cy /Go)
[()’ 1] 3¢ — ([Cot 1n60k+g . Cot lnclng -1, ¢, t(ln0k+3)/(1HCk+2), . t(lnCm)/(lnclﬁ—Q)],

In(cq/cq) In(cg /cq)

[17 tMent2 | f ez ]’ [17 t, t(1n0k+3)/(1nck+2)’ . t(lncm)/(lnckJrz)])

passe par (0%t 1,0,..,0],[1,0)]) en ¢ = 0 puis par Ry en t = cjyo et enfin par
le point Ry, y en t = 1, valeurs en lesquelles, d’apres (77), (79) et (80), (¢ — 1)
est respectivement négative, positive puis négative. L’invariance de cette fonction
par laction des exp(if), permet donc de déduire que (¢ — zﬁo) atteint un maximum
sur la courbe holomorphe, déduite de la courbe décrite plus haut, ce qui contredit
I'admissibilité de ¢, d’ou (75).

Cas C : Les g, .., yp sont tous nuls. On peut alors se placer dans la carte de
Y décrite par les points

([ZOa oy Rly Rk+15 +y Zm]a [607 "7£k]7 [fk—‘rl) 7€m]) € ]P)m(c X Pkc X ]P)m—k—lc

tels que 2y # 0 et 41 # 0, de sorte que le point Ry oll ¢ atteint son maximum
égal a zéro puisse s’écrire sous la forme

Ry = ([1,29,..,2%;0,0,..,0], [1,29, .., 29], [1,u2+2, Lul]).

On peut aussi supposer, en utilisant la G-invariance de ¢, que 1 > 2% > .. > 29 et
0 0
L2>up g >0 2 Uy,
Raisonnons par l’absurde, et supposons qu’il existe un point que 'on notera

encore )
For = (UG, [, )

de Y tel que 'on ait (5 > 0 et
(p = ) (Ri1) < 0. (81)

On considere alors la fonction auxiliaire ’JJO définie plus haut. Sachant que ¢ <0,
on a

(i — o) ([1,0, ., 0; 0] [1, 01, [1, o =F=1]) =
@([1, 0 olm=H1] 11, 0l¥1] [1, olm=F=1]) < 0. (82)

D’autre part, sachant que @(Z%o) =0 et Ypy1 <0, 0n a
(¢ — Yo)(Ro) = —thrs1(Ro) > 0, (83)
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inégalité stricte des que
Ro # ([1,0%; 00 9], [1,00), [1, 0 ~*-1])).

Si ([1, 0¥ 'O[m’k]] [1, 0%, [1, 0lm=*=1]) quitte & se placer en un point arbitrairement
voisin de Ro, on peut supposer la dernieére inégalité stricte. En effet, si dans un
voisinage de }?o, on avait ¢ — ’l/}k+1 < 0, alors ¢ — z/JkH admettrait un maximum
local en Ro, ce qui contredirait I’admissibilité de ¢ en Ro. 11 existe donc un point

ﬁié] - ([17017 -5 Cky Cl41, ”7cm]7 [17017 "7Ck‘]7 [ck—‘rla "JCTI’L])

vérifiant o
(v — o) (L25) > 0. (84)

Par continuité et G-invariance de ¢, on peut supposer o > Cgy1 > ... > ¢y > 0 et
1>¢; > ... > ¢ > 0. D’autre part, I'inégalité (81) jointe aux définitions de R,
Do, 1 et w inf (11, ¢) implique

(¢ — 1&0)(1%%1) = (p— 1&1)(1%“1) <(p— ?/;)(Rkﬂ) < 0. (85)

La courbe de Y :

In(c /<o) n(em
[07 1] 3¢t — ([17 t, t(lncz)/(lnc1)7 " 75(1nc;€)/(1nc1); COt :errcll o I Cotl (lnc/ICO)]j
In(c /c ) In(em /c )
[17t’t(lncg)/(lncl)7 “’t(lnck)/(lncl)], [].,t an261k+1 ot lnc1k+1

passe par ([1,0,..,0],[1,0%], [1,00"H]) en ¢ = 0 puis par Ry en t = ¢; et enfin par
le point Ry.q en ¢ = 1, valeurs en lesquelles, d’apros (82), (84) et (85), (¢ — zﬂkﬂ)
est respectivement négative, positive puis négative. L’invariance de cette fonction
par I'action des exp(if), permet donc de déduire que (¢ — 2[10) atteint un maximum
sur la courbe holomorphe, déduite de la courbe décrite plus haut, ce qui contredit
I’admissibilité de ¢, d’ou et le lemme 12.

2.6 Preuve du corollaire 3.

Soit ¢ € C*°(Y) une fonction g-admissible et G-invariante, dont le sup sur Y
est nul. D’apres le théoreme 3, on a ¢ > 9 et par suite, pour tout a > 0,

/Y exp(—ap)dv < / exp(—ai))dv

Y

Afin d’obtenir les valeurs de o pour lesquelles cette derniere intégrale converge, on
estimera [,, exp(—at)y)dv et [, exp(—ahy)dv dans la carte dense correspondant &
la paramétrisation

([L Z1yeny Zm]: [17 21, "7zk]7 [zk+17 ) Zm])
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Dans cette carte, I'’élément de volume est donné par (c.f. [6]) :

dv =det((gag))dz1 NdZy A .. AN dzm N dZp,

ou
det((ap)) = 2(—1yr LB 2t |21 Pt | 2 ) b 2 P bt |2 P
z (Ut [ 2 2ot |20 PV 20t 2ot | 2 [P
A=k =Dt |2 P [ )+ = k4 (| 2 P [ 2 I
(4 [ 210 |2 4ot | 2 7). .

Si u, =| 2, |*, en zéro et en l'infini on a 1’équivalence :

C'st(> 0)

dv ~ :
(1 +ur + o4 we)f (Upgr + o+ )1 +ug + o+ uy)?

La convergence de [, exp(—oz@/?l)dv est donc équivalente a celle de

400 20 (.. (k+2)/(k+1)(uk_Hmum)—a(m—k—l)/(m—k)
/ / 1+u1+ o U )20 (1 4wy + ..+ g )Tk
duy...du,,

. (ukJrl + ..+ um)(l—a)(m—k_l) ) (86)

qui converge en zéro pour « < (k+1)/(k+2). En 'infini en effectuant en change-
ment de coordonnées sphériques on ramene 1’étude a celle de

+oo —ak(k+2)/(k+1),.—a(m—1—k),.m—1
/ r r T ar, (87)

-0 r2(l—a)pk(l—a)p(l—a)(m—k—1)

qui converge pour o < (k+1)/(k+2). De méme, la convergence de [, exp(—aaby)dv
est équivalente a celle de

+00 400 ak/(k+1)(uk_Hmum)fa(mkarl)/(mfk)
/ / 1—|—u1+ o U )2 (1 g A+ A ) (TR
duldum

. (U1 + oo+ Uy ) A=) (m—h—1)? (88)

qui converge en zéro pour @ < 1/2. En l'infini, cela revient a étudier la convergence
de
+00
/ T—akz2/(k-l—l)T—a(m—k-ﬁ-l)T—(l—oc)(m—f—l),rm—ld,r’ (89)
a>0

qui converge pour a < (k + 1)/k, condition toujours vérifiée, d’ou le corollaire 3.
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