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Résumé

Nous présentons ici un théoreme d’existence d’éléments maximaux pour une
correspondance dont les composantes sont hémi-continues supérieurement par
rapport a une partie des variables et qui vérifie par rapport aux autres I'une
des conditions suivantes : (i) semi-continues inférieurement si l'espace est de
dimension finie, (ii) semi-continues inférieurement et & valeurs fermées si ’espace
est complet. (iii) & images inverses ouvertes. Ce théoreme généralise les résultats
de Gale and Mas-Colell (1975-1979), celui de Bergstrom (1975) et étend & un
cadre de dimension infinie celui de Gourdel (1995).

Mots clés : Point-fixe, élément maximal, hémi-continuité supérieure, théoremes
de sélection.

Abstract

We present a theorem on the existence of a maximal element for a correspon-
dence which is upper hémi-continuous in some variables and which satisfies
with respect to the other ones one the following conditions : (i) lower semi-
continuous if the space has a finite dimension, (ii) lower semi-continuousif the
space is complete. (iii) open fibers. This theorem generalizes the result of Gale
and Mas-Colell (1975-1979) and the one of Bergstrom (1975) and extend to the
infinite dimensional setting the result of Gourdel (1995).

Keywords : Fixed-point, maximal element, upper hémi-continuous, selection
theorems.
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1 Définitions et résultat

Définition 1.1 Soit X un espace métrique, Y un espace vectoriel normé et T
une correspondance de X dans Y. T est hémi continue supérieurement si pour
toutp € Y™, Uapplication x — Supycp(y) (p,y) est semi-continue supérieurement.

VpeY* VaeR, {reX| sup (p,y) < a} est ouvert
YEF (z)

Proposition 1 Soit T une correspondance de X métrique dans E espace vec-
toriel normé. Alors,

i) si T est h.c.s., le domaine de T est fermé,

i) Si T est s.c.s. alors elle est h.c.s.

191) Si'Y est de dimension finie, si T est h.c.s. a valeurs convexres compactes
et si T(X) est borné, alors T est s.c.s.

Démonstration. i) On remarque que pour tout p, le point z n’appartient pas
au domaine si et seulement si sup, ¢y () (p,y) = —oo. Puisque T est h.c.s., on a

VpeY* VaeR, {zxeX]| sup (p,y) < a} est ouvert.
y€T(x)

En particulier, pour p = 0, 'ensemble {z € X | sup,cp(,)(0,y) < —1} qui est le
complémentaire du domaine de T' est ouvert.

ii) Solent p € Y et a € R et T € X tels que sup, ey (p,y) < . 1l existe
un nombre réel (3 tel que supyecr(,)(p, y) < f < a. Ce qui implique que T(T)
appartient & ouvert {y € Y | (p,y) < S}. Donc, il existe un voisinage V5 de
T tel que si ¢ € Vg, alors T'(x) C {y € Y | {(p,y) < B}. Donc si z € Vg, alors
SUPyer () (D, ¥) < B < a. Ce qui prouve que {z € X | sup,cp(,)(p,y) < a} est
un ensemble ouvert.

ii1) Soit M tel que T(X) C B(0, M). Par 'absurde, si T n’est pas s.c.s., il
existerait T € X, V un ouvert contenant 7'(Z) et une suite convergente (z,)
vers T tels que T'(x,) ¢ V. Puisque T(T) est compact, il existe € > 0 tel
que T(Z) + B(0,e) C V. On choisit y,, un élément de T(x,) \ V. A fortiori,
yn ¢ T(T) + B(0,¢) Par un argument de séparation, il existe p, de norme 1,
tel que SUD, e ()4 B(0,¢) (Pn,y) < (Pn,Yn). Par un argument de compacité, on
peut supposer que y, — y € Y et que p, — p de norme 1. En passant a
la limite, on en déduit supyer)(p,y) +€ < (p,y). Pour n assez grand, on a
SUPy e (a,) (Pns ¥) < (P y) — 2¢/3, |lpn — pll < &/(3M) donc [(pn, yn) — (P, y)| <
g/3. 1l est facile de montrer que sup, ez, )(Pn,y) < ((P,y) —2¢/3) +¢/3. en
particulier (p,,yn) < (p,y) — /3. D’ou la contradiction. |

Vu la définition de I’hémi continuité supérieure qui ne fait intervenir que la
fonction support des valeurs de T', on en déduit que si T est h.c.s., alors coT et
col sont h.c.s. Ce résultat n’est pas vrai pour les correspondances s.c.s.

Théoréme 1.1 Soit m et n deux entiers positifs éventuellement nuls. Soit
X = HZJ{" X;, ou, pour chaque i, X; est non vide convere compact d’un es-
pace vectoriel normé E*. Soit F; (i = 1,...,m) m correspondances s.c.i. de



X dans X; a valeurs convexes & valeurs éventuellement vides, soit F; (i =
m+1,...,m+n) n correspondances h.c.s. de X dans X; & valeurs convezes
compactes éventuellement vides On suppose de plus que pour chaquei =1,...,m
la correspondance F; vérifie l'une des conditions suivantes,

— F; a valeurs inverses ouvertes ;

— F; est a valeurs fermées et E* complet ;

~ E' est de dimension finie.
) in X, tel que :

Alors, il existe x* = (]
pour chaque i, soit xf € F;(x*) ou bien F;(z*) est vide.

Démonstration. En application de la propriété de paracompacité, on énonce
le résultat suivant qui est en fait une extension de I’énoncé de Cellina de 1969.
La formulation de Cellina correspondait au cadre des correspondances scs.

Lemme 1.1 (Cellina 1969) Soit A un sous ensemble fermé d’un espace métrique
X, soit Y un espace vectoriel normé et I' une correspondance h.c.s. a valeurs
convezes compactes non vides. Il existe une correspondance T' de X dans co I'(A)
h.c.s. a valeurs converes compactes non vides.

Preuve du lemme. On considere la famille d’ouverts (U, )qca définie par
Ug={z e X\ A|d(z,a) < 2d(z,A)}.

Il est facile de montrer que la famille constitue un recouvrement ouvert de I’es-
pace métrique X \ A donc par propriété de paracompacité, il existe une partition
continue de 'unité localement finie faiblement subordonnée a ce recouvrement.
(q)aca- La correspondance I est définie de la facon suivante par

= o | T'(x) size A
P(z) = { Y oaca @a(x)l(a) sizg A

Par construction, I est une correspondance de X dans coT'(A) & valeurs convexes
compactes non vides. Il reste a justifier que T est h.c.s. sur X. Soit 7 € X et
(p,B) € Y* xR tels que
sup (p,y) < B.
y€el'(T)

Premier cas T ¢ A. Il existe un voisinage V& de T et un ensemble fini Az tel que
pour tout = de V5 et pour tout a n’appartenant pas & Az, aq(z) = 0. Localement,
T coincide avec G ot G(z) = > aca @a(2)I'(a). La correspondance G est de
graphe fermé a valeurs compactes, elle est donc s.c.s. et d’apres la proposition 1,
elle est également h.c.s. en T. Donc il existe un voisinage Wz de T tel que pour
tout x de W4, on ait SUD, ¢ () (p,y) < B.

Second cas T € A. Puisque I' est h.c.s., il existe € > 0 tel que pour tout a de
B(z,32) N A, on ait SUPyer(a) (p,y) < B. On va montrer pour tout = de B(Z, ),



on a sup,cf(y) (p,y) < B. Si x est dans A, le résultat est évident. Si = n’est pas
dans A, on remarque que a,(z) > 0 implique que

d(Z,a) < d(T,z) + d(z,a) <e+2d(x,A) <e+2d(z,T) < 3e.

Donc si aq(z) > 0, alors sup,crq) (P, y) < B. Par définition de T, on en déduit
Supyef‘(a) <pa y> < 6 O

Nous pouvons démontrer le théoreme. Pour tout i = 1,...,m, soit U; = {z €
X | Fi(z) # 0}. Comme F; est s.c.i., U; est ouvert. Nous appliquons le théoréme
de sélection (voir par exemple Florenzano ou les papiers originaux de Michael)
correspondant & 'hypothese faite sur F;. Il existe une sélection continue f; de
U; dans X; de la correspondance F;. On prolonge f; a ’espace X tout entier en
une correspondance F; définie par E(x) ={fi(x)} sixz € U; et FZ(J;) = X, si
x ¢ U;. Comme U; est ouvert, on vérifie aisément que F; est s.c.s. donc h.c.s. &
valeurs convexes compactes non vides.

Pour i = m+1,...,m+n, on pose V; le domaine de F;, Puisque les ensembles
V; sont fermés, on peut appliquer le théoréme d’extension de Cellina (lemme 1.1)
afin d’étendre en des correspondances F; & valeurs convexes compactes non vides.

En appliquant le théoréme de Kakutani & F de X dans X définie par F(z) =
[1/-1" Fi(z), nous en déduisons I'existence d’un point fixe de F et on montre
facilement qu’il vérifie les conclusions du théoréme. O

Remarque 1.1 L’dée de considérer des correspondances pour partie scs, pour
partie sci est apparue dans la thése de Gourdel (1994), voir par exemple l'ar-
ticle de 1995, le cadre considéré était celui des espaces euclidiens. Ce résultat
fut étendu par Lefebuvre dans sa thése (2000) au cas & images ouvertes dans
des espaces de dimension infinie. Ici, on a formulé le résultat en termes de
correspondances hcs et donné une version se rapportant aux trois résultats de

sélection.

Comme corollaires immédiats, on peut citer les résultats suivants.

Corollaire 1.1 Soit X un sous-ensemble convexe compact non vide d’un espace
vectoriel normé et T une correspondance a images inverses ouvertes et a valeurs
convezes de X dans lui-méme. Alors, il existe T € X tel que T(T) est vide ou
T € T(T).

Corollaire 1.2 Soit X un sous-ensemble convexe compact non vide de R™ et
T une correspondance s.c.i. de X dans lui-méme. Alors, il existe T € X tel que
T(Z) est vide ouT € coT(T).

La notion d’éléments maximaux a un sens lorsque la correspondance T'
représente un ordre. Dans ce cas, elle est irreflexive ce qui signifie que ¢ co T'(x)
pour tout « € X. Alors, la conclusion devient T'(Z) est vide ce qui signifie qu’il
n’existe pas d’élément supérieur a 7.



Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de Gale et Mas-Colell qui
est tres utilisé pour démontrer l'existence d’un équilibre compétitif dans une
économie avec des préférences non transitives et non completes.

Corollaire 1.3 (Gale et Mas-Colell) Soit (X;);cr une famille finie de sous-
ensembles convexes compacts non vides de R™ et, pour tout i € I, soit T; une
correspondance s.c.i. de X = [[;c; X dans X;. Alors, il eviste T € X tel que,
pour tout i € I, T;(T) est vide ou T; € coT(T;).

2 Corollaires

Nous commencons par un résultat tres utilisé dans la théorie économique
pour montrer I’existence d’un prix d’équilibre sur les marchés. On peut prouver
ce résultat de différentes maniéres.

Théoréme 2.1 (Lemme de Debreu-Gale-Nikaido) Soit ¢, une correspondance
semi-continue supérieurement d valeurs convezxes, compactes, non vides de S, _1,
le simplexe de R™, dans R™. On suppose que pour tout p € Sp_1, et tout x € {(p),
p-x < 0. Alors, il existe p* € S,_1 tel que ((p*) N —R% # (.

Démonstration. Puisque la correspondance ( est s.c.s. a valeurs convexes com-
pactes, 'ensemble (S, 1) est borné par a. On définit F': S,_1 x B(0,a) —
Sp—1 % B(0,«) par

{ Fi(p,z)={q€ Sp—1]q-z>0}
Fy(p,x) = C(p)

La correspondance F' vérifie trivialement les hypotheéses du théoreme 1.1 dans
la mesure ou Fj est de graphe ouvert donc s.c.i., F} est a valeurs convexes et
I’on est en dimension finie.

Il existe donc un couple (p*, z*) qui vérifie

{ p* € Fy(p*,x*) ou Fy(p*,x*) est vide;
Fy(p*,2*) = ¢(p").

Par hypothese puisque p* - * < 0, on en déduit que F;(p*, x*) est vide, c’est a
dire pour tout ¢ € S,_1, ¢-z* < 0. En prenant successivement comme vecteur
q chacun des vecteurs de base, on en déduit que z* € —R”}. Donc le théoreme
est démontré. |

Théoreme 2.2 (Théoréme de non-séparation.) Soit E un espace vectoriel normé
et X un sous-ensemble compact, convexe, non vide de E. On se donne une cor-
respondance F' h.c.s. de X dans E a valeurs non vides et vérifiant la condition
suivante appelée condition tangentielle (sortante) :

(CT")Vp € E*, Yz € 0,X, Jy € F(z) : (p,y) > 0.

Alors, il existe T € X tel que 0 € COF(T).



Remarque 2.1 On n’a pas supposé que F est a valeurs convexes fermées. Il
est a noter cependant que si F est h.c.s., la correspondance G = ¢oF' définie par
(coF)(x) = coF(x) est également h.c.s. et vérifie la méme condition tangentielle.
Démonstration. La preuve est nettement plus facile dans le cas particulier de
la dimension finie.

On pose compte-tenu de la remarque G = ¢oF, on veut montrer que G
posséde un point critique. On va démontrer le résultat par l’absurde. Si le résultat
n’est pas vrai, pour tout x de X, par un théoréme de séparation, il existe p € E*
tel que sup{(p,y) | v € G(z)} < 0. On remarque que p peut étre normalisé et
donc appartenir a B la boule unité fermée de E* (muni de la topologie faible-
étoile o(E', E)). On rappelle que B est un compact conveze (voir par evemple,
Schwartz 1970).

On définit la correspondance ® de X x B dans lui-méme par

{ ®y(z,p) = {2' € X | (p,2) > (p,2)}
®o(z,p) = {q € B |sup{{q,y) | y € G(z)} < 0}

1l est clair que ®1 et ®o sont a images convexes. De plus en dimension finie,
D, est de graphe ouvert donc a images inverses ouvertes, mais méme en dimen-
ston infinie, on peut vérifier que P, reste a images inverses ouvertes. Puisque
G = ¢oF est h.c.s., P2 a images inverses ouvertes. On remarque que Py est a
valeurs non vides tandis que ®1 est a valeurs éventuellement vides. D’aprés le
théoréme 1.1, il existe (T,D) tel que

{ Z € ®1(7,p) ou ®1(T,p) =0
]796 q)Z(f?ﬁ)

Par construction, T € ®1(T,D) est impossible (“irreflexivité”), donc Vo' € C,
(p,x’) < (P, x), ce qui signifie que T € 05X . En utilisant la condition tangentielle
sortante, on en déduit alors que sup{(p,y) | y € G(T)} > 0, ce qui entraine
D ¢ ®2(Z,7y,P), d’ot la contradiction.
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