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Introductiona la Ludique
et applications la Pragmatique

ANR "Prelude™

1 Introduction

1.1 Pourquoila ludique ?

L'id ee de la ludique vient d’unéflexion de Jean-Yves Girard sur le sens profond de la
logique. On sait que, traditionnellement, le logicien vit dans un univers dualiste : df@n c
la syntaxe, les sysines d’axiomes etc. et de I'autre knsantique, c’esé-dire la tleorie
des moeles. Il en est ainsi depuis, en gros, Tarski. Van Heijenhoort, repris plus tard par
Hintikka ([10]), a mis en relief 'opposition de deux tendances dans I'histoire de la logique
moderne, I'une re@senée essentiellement par Frege, le premier Russell et le Cercle de
Vienne dans sagriode syntaxique, pour lagquelle la logique est un langage universel (elle
ne posede pas de dehors), I'autre par &ther, Lowenheim, @del et Tarski pour laquelle
on peut au contraire faire varier les integfations gacea la theorie des moéles, relativi-
sant ainsi la po#e de la logique et lui coéfant pludt le caraaére d’un calcul.
Dans la conception traditionnelle, une formule, pétre valicee, doit faire I'objet d’'une
preuve (ou plubt d'une cemonstration, une preuvant une classe @juivalence de
demonstrations),a moins qu’on soit dans un sgshe avec une athode de écision qui
évite de faire la preuve, comme en logique propositionnelle), maisgtoaiinvalicee, il
suffit de lui fournir uncontre-moele, c’esta-dire un moéle dans laquelle elle est fausse.
Ainsi peut-on dire que legreuvess’opposent auxontre-moeéles conception un peu cu-
rieuse qui oblige le logiciea constamment faire le gragdart entre le monde de la SYN-
TAXE et celui de la SEMANTIQUE.

*Ce document est un document de travail exlymte..a PRELUDE, il visea exposer surtout de mame
intuitive les principales notions de la ludique afin de les utiliser ensuite dans des applications concernant la
pragmatique et en particulieéfude du dialogue. Il reprend les expesjui ont eu lieu au cours darsinaire
vers une pragmatique #oriquequi s'est érouk les 22 et 23 juin 2006 Grenoble, avec le soutien du
Conseil Scientique de I'Univer&tPierre Mends France.
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Girard, depuis au moins son artidlen the meaning of logical ruleg5]), tente d’abo-

lir cette conceptiordualistepour la remplacer par une conceptiomonisteau terme de
laquelle les preuves ne s’opposent pludes contre-mades maisa descontre-preuves

(ou, si on veuta desréfutation$, autrement dit des objets deéme nature. Une telle
entreprise ressemble beaucaufa Theorie des Jeupuisque cette derare est justement
base sur la confrontation de deux joueurs fuaposantet unopposany, I'un qui propose

une formule et la éfend face aux attaques de I'autre jusgoe que l'un des deux n'ait

plus de coum jouer (en ce cas, il est le perdant). $eamantique - thorie des jewa Eja

éte misea contribution pour la logique lgmire, notamment par A. Blass ([2]), et on sait
que les connecteurs de la LL s’integpent bien de cette facon. Il manqueammoinsa

la £mantique des jeux une des caeaistiques essentielles rechegels dans la ludique,

savoir le cara@éredynamiquell ne s’'agit en effet pas seulement decdre une conception

ou deux joueurs se font face, avec degles bien dfinies gouvernant leugchanges, ce

qui constitue une description statique, encore faut-il aussi montrer en quoi et comment les
straégies interagissent. L'originaditde la ludique sera en effet défohir des objets uni-
quementa partir de leurs comportements les unsadgis des autres, gcea une notion
particuliere d’'orthogonalié : deux objets seront orthogonaux quand ils entreront dans un
processus de normalisation qui converge. Il s’agit ici de faire entrer de plein pied dans la
théorie son aspect dynamique. Dans lesspntations standard de la logique (calcul des
sequents ou bieneiseaux de preuves), cet aspect dynamique est imgamnle processus
d’élimination des coupures. &ie si, en ludique, la coupure n’est pas exgenpar une

regle explicite, elle est, comme nous le verrons, on@spnte : il s’agira de la copsence

de deux objets en un@me lieu. Soelimination repesentera donc le caraceé dynamique

du syséme.

D’autre part, les approchesé&mantique des jeux” n'ont pas tout le radicalisme de la
demarche de Girard, en ce gu’elles se proposent simplement comme une autre sorte de
semantique par rappoé la €mantique dnotationnelle classique, alors que, pour Girard,
une €mantique 8pakée de la syntaxe n'a pas lievéd’e. La signification desgles de la
logique estdansles rgles de la logique elles@mes, par exemple dans leurs gjries.
DansOn the meaning etcGirard dit :

My thesis is that the meaning of logical rules is to be found in the well-hidden
geometrical structure of the rules themselves

Il donne comme illustration laggation, qui ne sauradtre interpetee par "NO” (par une
simple inversion des valeurs dénité€) mais par Echange des positions enp@posaniet

opposant

La position @&fendue par Girard peut ainéire diteimmanentistepar oppositiona la

conception tarskienne qui condaitune perptuelle fuite en avant dans les niveau&ta

des qu'’il s’agit de fonder la notion deévite commeetant aux racines @mes de la@man-
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tique, conception que I'on peut qualifier alorstcinscendantaléil faut croire en la erite
aux niveauxmétapour fonder la @mantique d’'une formule).

Avec cette perspective, le logicien peut envisager de vivre dans un univers éoengius
la peine de faire le grangtart!). Le germe de cette conceptionaentrevoir chez Heyting
et sa &@mantique des preuves, qui peut donner lieu aux observations suiaptepps de
la notion detest(ou épreuve.

1. comment tester (AB) ? en testant A ou en testant B,
2. comment tester (AB) ? en testant A et en testant B
3. comment tester (A> B) ? en admettant A et en testant B

La notion de test ressemble ainsi beaucawelle de ggation (cf. €gles de De Morgan),
et on est conduid I'analogie :test pour A= preuve de-A. Mais évidemment, si A est
prouvable, une telle preuve ne peut pas exister! on ne peut pasadediois une preuve
de A et une preuve deA. Un test pour A est donc ce que Girard appelle pam-preuve
D’ou le fait que @sormais, des parapreuves vont s’opp@sdtautres parapreuves, cer-
taines seulement d’entre elles devenant d’authentiques preuves (on Beidaihment
pas lesquelles avant de commencer!).

Le point de vue intuitionniste n’est pas le meilleur point de vue pévetbpper ces iges
puisque la ggation n'y est pas involutive (le fait queA ne passerait pas le test n'en-
trainerait pas la validé de A). Girard dit que ce n’est pas parce que lintuitionnisme
définirait unemauvaise agation maisa cause de ses limitationgégrétriques : puisque le
seul sens correct de I&gation est Echange, cela requiert que les de@tes d’'un €quent
soient syrétriques. D’un autre@eé, le point de vue classique est embarrasgarause de
son cara@re non constructif : il y a plusieurs formules en partie droite degquent et
on est laise dans l'ingtermination concernant celle qu’il faut choisir pour continuer la
preuve (vers le "haut”). D’ I'id ée de "synatriser” le point de vue intuitionniste. Diola
logique lirkaire

1.2 Consickrations méethodologiques

L'id ee de Girard peut aussire vue comme une tentative de s’abstraire au maximum
de la syntaxe (en particulier @acuer tout le @é "bureaucratique” de la gestion des
symboles), tout en congtisant la émantique de maérea se retrouver dans un entre-
deux au il ne reste qu'un objet@pnetrique, lequel est un jeu. On va retrouver alors une
notion de commtude, mais qui n'est plus lagme que la comptude tarskienne. Elle
s’énonce ainsi :

Si o est une stragie gagnante pour le jelul|, alors il existe une preuve de
Atelle ques=|r|



ou | A| est le jeu qui intergate la formule A etr| la straégie qui interpéte la preuver.
Cecirappelleevidemment les effortsaja faits au X>&éme sécle pour fonder la logique sur

une theorie des jeux, en I'occurrence les efforts faits par Lorenz et Lorenzen ([11], [12]).
Pour Girard, ces tentatives s@ut hoc: elles sont parties de la logique existante et on&ent

de trouver les bonneggles du jeu pouetablir la bonne correspondance entre formules
pour lesquelles il existe une stegie gagnante et formules prouvables. Girard, qadni,

essaie de trouver une notion de jeu qui soit simple, naturellecettgtrique” (notamment

en ce qu’'elle inkgre la notion dynamique @limination des coupures, comme on l'a vu
plus haut), et ensuite seulement de voir quel type de logique on obtient. Les preuves don-
neront alors des st@gies gagnantes, mais qu’en sera-t-il des &gias non gagnantes ?

Eh bien, elles donneront desrapreuves’esta-dire dedaussegpreuves (!). Mais si on

peut construire des fausses preuves... c’eséfoent qu’on s’autorisa faire des entorses

a la logique, autrement dit qu’on accepte gasalogismes

Evidemment, on ne va pas accepter n’importe quoi comme paralogisme... on va en accep-
ter le moins possible, mais suffisamment quargshma pour avoir assez de parapreuves. De
plus, nos paralogismes devrdite tels que Elimination de la coupure existe toujours.

Le principal paralogisme que Girard propose est de cénsidout quent- I' comme

un axiome. C’est ce qui se passe lorsque nous essayons de faire une preuve en calcul des
sequents a partir d’'un certain momeng,la suite de nombreusesabmpositions, on arrive

a un £quent dont on voit bien que nous ne pourrons pas le prouver... alors on abandonne.
mais I'objet que I'on vient d’obtenir est bel et bien une parapreuve : il se distingue par
I'application de I'axiome en question, qui se traduit par "jabandonne”. Cetjéersera
appeée egle dudaimon

Il y a d'autres paralogismes qu’on serait tenter de faire. Soit par exemple un jbueur
(Girard, p. 13) qui essaie de prouvetA®?B. Bien dir, ce #quent n’est pas valide de
mankere isoée, mais il se pourrait que pour certainesu B particulieres, il le soit. Alors

son contradicteur essaierait de prouved ! B+, ce qui revient prouvet-!A+ ! B+ qui

n'est bien &ir pas prouvable en logique &aire standard. Si le jouelly n'a que la egle

du daimon a opposer... alors le joueudrgagne facilement, trop facilement pedtte car
I'abandon imn&diat de/I empeche que I'on entr@ l'intérieur de la formule-?A®?B
(comprendre dans le casgsent pourquoi elle est valide). Alors péite a-t-on inéréta

ajouter d’autres paralogismes... Par exemple, si on \@drdposer la formule, on pourra
faire une entorse aux limitations structurelles et utiliser I'affaiblissement. En ce cas le
joueur! jouerait-! A+ ou bien-!B+. Autre solution : il pourrait recouria la Rgle Mix*

La regle structurelle MIX est laégle suivante :
A IIFA

Mix
IIIEAA
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et cherche@ prouver les deuxégjuents-!A+ et -!B+. Une autre facon de sortir de ce
dilemme est de choisir la logiquadfine plutdt que la logique liBaire, puisqu’en ce cas
la regle d’affaiblissement serait accéptet que I'on pourrait alors se contenter du seul
paralogisme qui se traduit par "jabandonne”.

On voit qu'a ce stade, "Ia” logique n’est pas (encoréjatmiree. En proédant de la sorte,
peutétre tomberons-nous sur une logique connue (intuitionniste ? classiq@alRdif),
mais ce n’est pass. Méme si Girard penche naturellement vers la logiquedire, il
n'exclut pas qu’il faille pludt choisir la logique affine ni @me que plusieurs logiques
soient admissibles.

Si la compétude doit pouvoiétre prouvable sans trop d’effort, il n’en va pacassaire-
ment de néme pour la correctiorspundness laquelle esevidemment toujours requise.
Elle s’exprime de la masre suivante :

; de

est

si m est une parapreuve de A, alofs| est une stragie pour le jey A
plus sir est une preuve, c’est-dire n’utilise aucun paralogisme, alofs
gagnante.

mais comment construire une ségtea partir d’'une preuve ? et qui plus est, une et
gagnante ? Girard prede alorsx 'analyse des preuves (ce qu'il appelle aussi - clin d’oeil

a Derrida ? - leur "8construction”). Si on veut inter@ter une preuve comme une sbgie

dans un jela deux joueurs, alorsacessairement doit appéra quelque part une notion
depolarité, celle qui existe entre les deux joueurs. Or, il se trouve que J. M.&uticavait

déeja renconte une telle notion dans ses travaux sur la recherche de preuves en logique
linéaire.

1.3 Questions de polarié

Andréoli ([1]) a develop@ dans les arges 90 une approche informatique selon la-
quelle "Computation = Proof searc¢hbase sur la logique lieaire (ce qui a conduit au
langagd_inLog ). Ce faisant, il s’est heugtau probkme qu’en cherchant des preuves, on
en trouve beaucoup trop, puisqu’il y a dans tous les cas, de nombreareesigtrations
d’'une nméme formule qui ne diffrent que par I'ordre d’application de certainegles.
Toutes ces @monstrations sont dit&gjuivalentes. La recherche de preuve devient beau-
coup plus faisabletiactable si on se contente seulement de chercher égsahstrations
d’un certain type tel qu’on soits que chaque classe renferme au moins @meahstration
de ce type. Cesainonstrations sont ditesec focugfocusing proofs L'id ée essentielle de
cette recherche de preuves est la suivante.égles d’inErence conduiseatde multiples

Elle n’est pas accepé en logique ligaire classique alors qu’elle est satisfaite dans de nombreuglesod
de la logique licaire comme par exemple les espaceoarfts



cas de permutations. Par exemple, nous pouvons regardeolé de la preuve suivante :

F0,F H, K
FT,F, HpK FA,G
FT,AF®G, HoK

Il est obtenu en rendant d’abord active une formule tensorielle, puis en choisissant une
formule enp. Le debut de preuve suivant fait les choix inverses :

FI,FH K FAG
FT,AFRG, H K
FT,AF®G, HoK

En fait, les connecteurs de la logiquedaire peuvengtre Epartis en deux groupes qui se
comportent de maare differente elegarda la formule principale (celle qui est choisie
chaque pas).
— les connecteurs asynchrones (@gatifs) :
— les multiplicatifs L, p et?
— les additifs 7', &, V
— les connecteurs synchrones (ou positifs) :

— les multiplicatifs : 12 et!

— les additifs : 0, 3
Les connecteurs asynchrones satedministes etaversibles. En effet, quand on applique
la regle o] ou la regle (], il N’y a qu’une seule ma®re de faire, et coggjuemment on
peut toujours revenir en aéfie : aucune information n’est perdue au cours de I'application
de la egle. Quand on applique en revanchedgle [p] ou la regle [2], il y a plusieurs
mankeres de continuer la preuve (toujours en voyant les choses du bas vers le haut). Dans le
cas deA® B, il faut choisir si on va continuer sur A ou si on va continuer sur B, dans le cas
de la egle [3], le decoupage du contexte n’est pagarministe. Ceci enttae qu'il sera
difficile de revenir en arére une fois le choix effecéu: dans le premier cas par exemple
on aura "oublé " B si on a choisi A. Dans le deuxine cas, si on "inverse” lagle, de
mangerea ce que la conclusion devienneeprisse et les pmisses conclusions, alors on
obtientévidemment uneegle fausse puisque n’importe quelle partition du contexte ne



convient pas aux conclusions rechereh.
D’ou I'id ée selon laquelle une recherche de preuve efficaceé@leittonnera chaque pas
la formule principale de maérea ce que :

— sile £quent contient des formules asynchronégétives), alors n’importe laquelle
peutétre choisie (au hasard), et on continuera de cettegratant qu’il y aura des
formules asynchrones dans Egsienta prouver (phase egtiement éterministe de
la preuve),

— quand toutes les formules asynchrones&@tdecomposées, une formule princi-
pale doitétre €lectionree de mardre non é@terministe, mais @& qu’elle aéte
selectionree, on doitfocaliser sur elle de mamirea ne €lectionner dans la suite
gue des sous-formules de cette formule tant que cette sous-formule est synchrone.

Il apparat ainsi qu’on peut s bien pesenter une preuve sous la forme d’une alternance
de suites de pas : une suite de pagatifs, suivie d’une suite de pas positifs, suivie d’'une
suite de pas &gatifs et ainsi de suite. Mieux@me : on peut cons@fer qu’une suite de
pas de rdme signe corresporadun seul pas du signe en question, consisiappliquer
une egle asso@ea unconnecteur synéitique Une logique qui s’affranchira ainsi de la
gestion bureaucratique des symboles pourra consister enélgles globales : 'une pour
réegir les connecteurs positifs et I'autre les connecteagatifs. C’est bien ce que va faire

la ludique.

Avec de tels connecteurs systigues, et pour une preuve qui consiste en une succession
de pas de signes altérs, la néthode de focalisation pserve comme invariant le fait qu’un
sequent contienne au plus une formukgative (on a regro@dans une &me formule
tous les connecteursegatifs). Si la formule active est positive, alors toutes les autres
formules du &quent sont positives (sinon la formulégative auraiéte choisie comme
formule active) et toutes les @gmisses dans I'application de lagle ont exactement une
formule regative. Si la formule active eségative, alors toutes les autres formules du
sequent sont positives et chaqué&misse de laggle est undguent consistant seulement
en des formules positives. Altepart, on veut prouver uréquent qui consiste en une
simple formule, ce qui est conforndd’invariant.

Exemple(cf. P. L. Curien [3]) :

Soit la formule :((N; ® No)&Q)pR ou (), R sont suppasesétre positivesP = N; @ Ny

est positive efVy, N, sont regatives( P& Q)R est regative. La égle pour le connecteur
synthetique regatif (Qui est une synése dek: et p) est :

FP R,A FQ,R,A
F(P&Q)pR, A




C’est une egle ternaire qui associ@&Q))pR a P, Q et R (fmisses positives)
Une preuve focalise de((N; @ N2)&Q)pR se termine comme suit :

F Ny, R, A F Ny, Ay
F (N ® Ny), R, A FQ,R,A
F ((N1 ® NQ)&Q)@R, A

ou on peut voir I'alternance des coups : d’abord ubgle regative, puis uneagle positive
(ici consistant dans lagle bien connue du tenseur). On pedsanter le r@me preuve de
la manere suivante :

N FRA  NfFA,
(N, @ Na), R, A FQ, R, A
(Ni @ No) T @ Q)@ RHEA

Dans cette @sentation, il n'y a que des connecteurs positifs. De plus, il y a au plus une
formulea gauche de.

Toutes ces observations conduisesimplifier la pesentation du calcul : on ne considra

qgue des squents avec seulement des formules positives et au plus une formule en par-
tie gauche. Nous n’avons alors que degles positives, mais pour chaque connecteur
syntletique : uneggle d’introductiora gauche, qui esérersible, et un ensemble d=gies
d’introductiona droite qui sont ieversibles, par exemple pour le connecteur sstide
ci-dessus, qui peut&erire(P+ @ Q1) ® R*:

FP,RA FQRA . i P-FT  RFA bR

wl@QH®RlFA{{’}&Q H PGA@QH®R{RA{’ s
FT  RFA

? {Q, R}

F(ProQY) @R T,A
la regle en haua droite vient de la@monstration suivante :

PFT

Pt T RFA
FPte Q! FRA
F(PreQh) @R T, A




idem pour les autres. On peut noter (cf. Curien, p.17) que le connecteur isonié¥plye
Q1) @ (Pt ® R*) posede exactement lesémes égles.

Pour prouver le thoeme de focalisation, Anépli a construit un calcul desgquents
(tryadique tel que toute @monstration dans ce calcul corresponde exacte@ante
preuve focaliée du calcul deségjuents ordinaire. Pour cela, il utilise d&gjgents avec
un bénitier (I'expression est de Girard). Ugenitier contient au plus une formule et elle
est positive. Cela correspond au casdans la recherche d’'une formule active, on en
rencontre une qui est positive : alaisce momentd, on focalise sur elle et leggles
suivantes ne s’'appliquent gu’au contenu @uitier, produisant de nouvelles formules po-
sitivesa decomposer jusga’ ce qu’on trouve une formuleegative, auquel cas on remet
cette derrgére dans le pot commun, de marga entamer une suite de coupsgatifs. La
réintegration d’une formule dans le pot commun é&g@ante urshift c’esta-dire un pas o

on change de polaétdans la @monstration. La formule qui passe dbté des Bgatifs
était jusqued du ®té des positifs, donc vue comme positive. Cela sous-entend qu’une
formule peut changer de polaitPour faciliter le calcul, on congde en effet que tout
connecteur d’'un signe doartonnecte des formules de cémme signe. Par exemple, si on
a un tenseur entre formuleggatives, on va disposer d’'un @ateur de changement de
signe qui va rendre (temporairement!) positives les formubgmtives. SiV est regative,

| N est positive, et laggle de changement de signe qui la concerne estle t

FA,N;

FA LN
D’une manere similaire, le processus de focalisation, castie le processus selon le-
quel, en @composant une formuleegative, on trouve une formule positive sur laquelle
on focalise par la suite, peut séatire au moyen de deuggles. D’'une part, une autre
regle de changement de signe qui fait que la formule sur laquelle on va se focaliser, jus-
gu’ici du coté des egatives, doncé&gative elle-réme, retourn@ sa positivié, et d'autre
part la egle de focalisation proprement dite, qui fait passer toute formule positive dans le
bénitier. Ces deuxé&gles sont respectivement :

FA, P, ) FAP
FATP; A, P;

Dans la egle de focalisation, les seudements Bgatifs deA sont imperativement des
atomes (sinon, il y aurait encore une formuégativea cecomposer). Les autresgles de
ce syséme sont alors :

[focus]

AXIOME

o e

Y



REGLES POSITIVES
I P FT;Q FIy; P FT9 @
FT;P®Q FT:P®Q T, Ty PR Q

REGLES NEGATIVES
l_N17N2)F7 |_N17Fa |_N27Fa
F NleQ,F; F Nl&NQ,F;

Ceci nous a permis d'introduire les@ateurs de changement de po&fiet |, qui joue-
ront un Ble dans la suite.

2 Les dessins

2.1 Des arbres de preuve pouvangtre infinis

Si maintenant on devaécrire des @gles pour tous les connecteurs sytitiues que
I'on peut construire, il en faudrait une infigitResultat : on va se contenter de eofas
de regles. Et comme on ne peut pas non plusvpir dans un tel s@ma ce que seront
les formules particudires utili€es, on va se contenter de leurs lieleci), c’esta-dire de
I'endroit ou elles sont inscrites. Par certairigés, cela ressemb&eun retour aux sources
de la logique modern& I'époque @ des logiciens polonais (par exemplesheaewski)
ramenaient les objets de la logigaale pures instances graphiques. Telle forn@alete
en tel lieu nétait pas la rame que la formuléquiformeecrite en un autre lieu. La relation
d’équiformi& avait un éle central, comme en aura, en ludiquefd® que nous verrons
plus loin (lefax n’étant que la forme moderne dédjuiforme).

A titre d’exemple, reprenons les troiggles que nous avonsussia cegager plus haug
propos du connecteur syiique(P+ & Q1) ® R+, et que nous rappelons ici :

FPR,A FQ,R,A PR R PET REA PR

(PL@QL)(X)RLFA {{ ) }7{Q7 }} I—(PL@QL>®RL’F7A{ ) }
QFT RFA

{Q, r}

F(PreQY)® R TA

Admettons que les formules atomiques soient easg differentes adresses, cellegtant
des mots suN (I'ensemble des entiers naturels), et goe, Q-+, R soient aux adresses
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respectives 1, 2, 3.est une variable d’adressex I dénote I'ensemblééi; i € 1} eti est
souvent nate¢ « i. Alors si la formule( P+ @ Q1) ® R+ est suppose logcea I'adresse,

les formules atomiqueB, @, R qui figurent dans les pmisses seront suppsloges aux
adresses respectives, £2 et£3. 1, 2 et3 apparaissent ainsi comme des adresslasives
Les £quents sont normaés, au senstoon lesecrit tous sous la forme de ce que Girard
appelle undourche avec au plus une adresse en partie gauche. Les deux ty pegudants
sontdonc £ - A et A. Les preuves deégjuents du premier (resp. de@ie) type sont
dites avoir undasenégative (resp. positive).

Ainsi, la premere egle en hauh gauche est un@gle (de base)ayative (le connecteur
positif est introduit en partie gauche degaient), alors que les deux autres sont dgtes
positives (connecteur positif introdut droite du &quent). Une &gle regative appaia
ainsi comme uneagle avec plusieurgeguents comme pmisses, chacun d’eux contenant
plusieurs adresses en partie droite (et rien en partie gauchegqesnss sont donc de la
formet ¢ x J, A ;. Une egle positive appatade son 6té comme uneggle avec plusieurs
prémisses, chacune ayant une adresse en partie gauche €8essps sont donc de la
formeé xi F A,.

Les trois egles ci-dessus deviennent donc :

|_517£37A |_527£37A 51}_F £3|_A

= (—.£({1,3}, {2.3}}) e

LT &GEA
=& A

(+:¢,{2,3})
Et le sclema gréral des egles est le suivant :

REGLE POSITIVE

(+,61)
FEA
REGLE NEGATIVE
l_g*J,AJ ..
<_7£7N)
EFA

ou I et.J sont des parties finies d& : € I, lesA; sont deuxa deux disjoints)\/ est un
ensembleossiblement infijide parties finies d&, chaque/ de la egle regativeétant
un élement de cet ensemble, tous lessont inclus dand, et de plus chaqueeguent de
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base est bien fore au senstoutes les adresses sont daukeux disjointes.
A cela, on ajoute lelaimon:

A '
Ces egles ne portant plus mention de formules parterels, on peut dire qu’elles samin
typées De ce point de vue, on comprend que ce &yt puiss@&tre compa au-calcul
non tyge.
Les preuves qui sont conduites dans ceeyst sont appéks deslessing!). Un dessin
est donc une alternance degles @gatives et positives, avéventuellement udaimon
pour cloturer (mais on peutds bien envisager qu’un dessin soit infini). En fait, il y a une
infinité dans les deux dimensions : en largeur comme en hauteur. En largeur aussi parce
que la egle regative admet le casidl y aurait une infinié de.J (branchement infini).
La forme gerérale d’'un dessin est la suivante :

.. F gk‘n *JQ,AJm

(_7£k'11)N2)
Ers A, G b Aiy oo G, F A
(+7£k1»<]1)

}_Afkagklvfkgv"'vgknk
EFA

(_7€7N)

Au premier pas 4 partir du bas), on suppose qié = {Ii, ..., I, }. On a repesené
comme pemisse uniquement leequent positif assogia k, c’esta-dire relatif au choix
de [, dansN, qui, lui-méme, contient leglementsk, ko, ..., k,, . Au deuxeme pas, on
a une egle positive pour chaqué&guent pemisse du pas predent, choisie par exemple
en prenant pour foyer le premi€y,, c’esta-dire&,, ce qui donne pour chacun une suite
de pémisse Bgatives inde@es par un ensemblg qui, lui-méme, contient leglements
1,2,...,5. LesA;, du nunerateur ont absoébles¢;, qui n'ont pas encore servi de foyer
(mais leur tour viendra!). Puis ensuite, on continue en alternant les pas, posiétmatits
La reglepositive peut s’interpeter comme :

— dans une situation locafe je propose un ensemble de questions

— je pose la question figurant dand, pour touti € 1
et la Bglenégativecomme :

— facea une question locak® dang, je me péparea un Epertoire de@&ponses pos-

sibles de la part de mon interlocuteur,

— l'interlocuteur Epond en choisissant un degans\
P.L. Curien (p. 23) fait remarquer qles adresses qui apparaissent dans un dessig bas
surt A (resp. sur¢ - A) sont des extensiong’ d’adressest figurant dansA (resp.
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{¢} U A), de sorte que toutes les adressislroite det-, & chaquettage d’un dessin, ont

la méme parig, les formules de gauche ayant la parippoge

Comme annor& plus haut, Idax remplace la&gle d’identi€ des systmes usuels, en ce
gu’il permet détablir une correspondance entre des formules "identiques” se troavant
des adresses défentes (donc pas si identiques que ¢a, mais au naguigormes). On en
donne une éfinition récursive :

Faxe ¢
S (4,6, 0)
Fal'g,gl = ... }_g*(]l,é'/ .
; (_7§7Pf(N))
EFE

Autrement dit £’ correspond biea ¢ par Faz Si et seulement si en appliquant la prenei
regle regative (puisque la base du Fax esgative), on dcompose la formule l@ag ens
en des embranchements tels que pour chacun d’euxegteepositive s’applique au terme
de laquelle chaqueesultat de la dcomposition dé correspond paf'ax a un Esultat de
la decomposition dé&’.

2.2 Les dessins vus comme des stegjies

Il n”échappex personne qu’un sy&ne ai on trouve desagles positives etagatives
et au chaque preuve est une alternance de pas positifegettifs ressemble beaucoap
ce qui se produit au cours d’un dialogue. Les pas positifs sont les "coups” de I'un des
participants (ou joueurs) et leggatifs ceux de I'autre participant. Les approches plus tra-
ditionnelles en amantique des jeux (comme celle de Hintikka) ou en logique dialogique
(comme celles de Lorenzen, Lorenz, Fleisher ou Rahman [15])&aéthbli une dicho-
tomie entre connecteurs, en logique classique (ou intuitionniste). Ceux-&padissent
en effet en deux classes:
— les actifs : ceux pour lesquels lagle assoée, dans les dialogues, consiste en un
choix actif ogeré par le proposant/, 3)
— les passifs : ceux pour lesquels &le assoée consiste en un choix passif, c’est-
a-dire un choix qui est fait par I'autre participant, auquel le joueur dont c’est le tour
de jouer doi&tre péta repondre (, V)
On retrouve cette @me dichotomie en ce qui concerne la logiquédime : les actifs sont
les positifs et les passifs sont lesgatifs.
Nous avons vu que dans un dessin, il y a alternance d’applicatioeglesrpositives et
négatives. Lors d’'un pasagatif, la preuveetale une famille de sous-ensemblesN\jeV/,
le pas positif suivant consistaatelectionner un/ € N. Du point de vue dialogique dans
lequel nous nous placongsbrmais, les coups positifs correspondent aux coues jpar
le proposant et lesagatifsa ceux qui sont jo&s par I'opposant. L'opposant ne "choisit”
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pas\ (c’est plubt le proposant qui possle une sorte d&pertoire de sous-ensembkes

sa disposition), mais ud € N (ou éventuellement, quand il N’y a pas "consensus”, un
J & N).

Finalement, pour un pas positif, le proposant choisit une adgessein ensemblé (il
"enunere” les cas qui le concernent), comme dans le cas de I'application déghepo-
sitive. Pour un paséagyatif, ce n’est pas lui qui choisit I'adresse, mais son partenaire, et lui,
il se piepare aux@&ponses de ce dernier. Celui-ci peut de plus choisif goi n’appartient
pasa/V : en ce cas, le joueur proposant n'a pasvorla €action de son partenaire (il n’ a
pas choisi un\V assez grand).

Un dessinest alors vu comme ursdrategie et on I'appelle alors... udesseif!), chaque
joueur posade une fonction qua tout coup jo@é par son partenaire, associe un coup que
lui-mé&me peut jouer.

Nous allons reprendre ici I'exemple qu’avait déyriam Quatrini lors de notre pregrte
rencontrea Grenoble, en juin 2006.

Une personne X souhaite savoir si une personne Y dont elle a entendu dire qu’elle sou-
haite vendre des biens immobiliers, va vendre un bieg hoX sait que Y posde trois
biens : 1, 2 et 3. X &ksire savoir :

1. siYvavendre 1
2. au cas @ Y vendrait 1A quel prix ?

La "straggie” de X consist@& demarrer lechange avec la question :
0 = quels biens immobiliers as-tu I'intention de vendrE&la se regsente par un coup
positif, & partir d'une adresse vide, ici r@at< >.

0k
F<>
a partir de &, il faut que X pévoie toutes leséponses possibles de Y (donc I'ensemble
des parties dé1,2,3}) :
01 k01,02 F01,03 F01,02,03 FO02 +02,03 FO03

0+

Il prévoit ensuite que pour certainesponses de Y, il n’'ira pas plus loin, car elles ne
I'int éressent pas, do:

01 k01,02 01,03 F 01,0203 H)QT I—O2,03J[ H)3Jr

0F
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Dans les caswle bien 1 esh vendre, X doit pgvoir de demander le prix. Par exemple si
1 est le seul biea vendre, il a pgvu de poser la questiori:= a quel prix 2 D’ou :

011 =

F 01

(dans la partie gauche daguent figure une repsentation de I'historique de la partie : il
a po® la question 0 et a obtenu lepgonse 1, maintenant il pose la question 1). X dbi
préta recevoir n'importe quel prix, autrement dit est une valeur eréire quelconque :

=011z
011 F

F 01
et quand il a obtenu une valeur el met fin au dialogue, d'0:

t

F011:
011 F

01

Comme cela est le cas pour chaque branche, sagigabu son dessein, peut se Bsanter
par :

T T T T
FOlli  F0114,02 F0114,03  F 0114,02,03

011+ 011 F 02 01103 011+ 02,03

T T
- o1 - 01,02 - 01,03 F01,02,03  +02 02,03 03

0+

F<>
Evidemment, de sortte, Y a sa propre stragjie, qui consiste d’abokétre peéta recevoir
la question :

=0

<>k

C’est bien #ir le mouvement dual par rappe@rcelui de X :
0F

F<>
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Ensuite, il Eponda la question, par le choix d’'une partie {ig 2,3} : c’est I'application
pour lui d'une &gle positive puisqu'il a le choix.
Onk .. OmkE
FO

<>k

Au coup d’apes, il doitétre peta recevoir la question 1 et il est alors libre de donner
I'entier 4, correspondard un prix quelconque, qu'il veut.

[Remarque : il devrait en thorie étre piét a recevoir n’importe quelle question... &tre
prétégalemené ce que X soit ifdres€ par n’'importe lequel de ses biens, voire n’'importe
lesquels, ce qui devrait beaucoup compliquer la esgmtation...JUn dessein de Y peut
doncétre (entre autres!) le suivant :

011z I—T

011

01 03 =
=0

<>k

On peut repgsenter une partie (un dialogue) par une suite d’applicatioegles. En ce
cas, un "coup” dans le dialogue est @nément étermiré par : un signe, une adresse et
une partie d&N (nous y reviendrons plus loin). Par exemple :

(+7 <>, {0})7 <_7 07 {17 3})7 <+7 017 {1})7 (_7 0117 {Z}>T

est une partie (un dialogue) du point de vue de X. Ce dialogue consiste pour X en :
1. premier coup positif : X choisit une question (= un ensenibtgest{0}),
2. deuxeme coup : Agatif, Y choisita partir de I'adresse 0, le sous-ensem{dl3 },

3. troiskme coup : positif, X choisita partir d’'une adresse progspar Y (ici 01),
une partiea savoir{ 1}, qui, ici repésente la nouvelle questioguel est ton prix ¥,

4. quatreme coup : Bgatif, Y,a partir de I'adresse 011, choisit un pfix
5. ledaimonmet fin au dialogue : X a obtenu les renseignements qu’il voulait.
Une partie peut ausstre :
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(+’ <>, {0})v (_707 {273})7T

Il faut noter que X doiegalement @voir un dessein de Y qui consisterait pour ce dernier
a aucune intention de vendre. Ce dessein de Y sera&sepé par :

F_OT

<>k

Ce genre de dialogue correspongstbien avec les efforts d'un joueur X powardontrer
une formuleyp, facea un autre joueur Y, qui tente de kfuter. Dans un contexte doanX
va vouloir prouverA ® C) @ (B @ C). Alors Y oppose( At pC+)&(BLpCt). Le des-
seinde Y est:

- AL Ct - B+, Ct
FAteCH  F BreCt
F (AT pCH)&(BTpC™)

et celui de X peuétre I'un des deux suivants :

FA FC FB FC
FA®C -FB®C
FA2C)® (B O) FAC)® (B O)

Ces deux dess(e)ins peuvénite relés par coupura celui de Y. Eréliminant la coupure
(normalisation), on remonte jusgu:

FA FANCH FC

ou:
B FB,Ct FC

Autrement dit, les deux joueurs doivent se mettre d’accord surélsepice de A et de C
ou sur la pesence de B et de C. S'ils sont d’accord sur une de ces dewésermes, X
gagne, sinon, X perd. On voit ainsi en quoi 8sume un jeu (un dialogue) : quels sont les
élements simples en lesquels il €&luit. Si un autre jeu se @sente, qui se laisséduire

de la néme facon, alors les deux jeux s@uuivalents. C’est justement ce qui se produit
avec I'essai de prouver la formudguivalentd A © B) ® C.

Autre exemple:

Claudia Faggian, dans un exjgdaita 'ENS-Lyon en novembre 2005, reprend un exemple
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dua F. Maurel, reposant sur I'egk de contrat.

Soit le contrat suivant : pour un euro, Bob accepte de dor@n&lice au choix ou bien un
livre ou bien, et dans ce cas c’est lui queade, CD ou un DVD de sa collection.

Ce contrat prend donc la forme de la formule de logiquedire :

1 euro—o (1livre & (1 CD & 1 DVD))

Alice accepte le contrat et a deux séwgies :
— elle paye un euro et choisit le livre ;
— elle paye un euro et elle choisit la surprise CD ou DVD.
Bob propose le contrat et a deux sb@ies :
— il se péparea recevoir un euro et donner un livre awecevoir un euro et donner un
CD.
— il se peparea recevoir un euro et donner un livre auecevoir un euro et donner un
DVD.
Les straggies d'Alice correspondent aux deughdits de preuves suivants (en logique
linéaire) :

et Fdb
-1+ Fct&dt
Fe it @ (ct&edt) Fe it @ (ct&dt)
Fe® (It @ (ct&dh)) Fe® (It @ (ct&dt))
qui peuvengétreécrites sous forme focaés :
Fet Fdb
etEIE et cddhb
Fe® (It @ (ct&dt)) Fe® (It @ (ct&edt))

et en ludique correspondent aux desseins suivants :

Fé31 FE£3.2
£l €2+ €1k £3F
=& aES
Les straggies de Bob correspondent aux deuwbuts de preuves suivants (en logique
linéaire) :
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Fet,c Fet.d

Fet,l Fet,cdd Fet,l Felt,cdd
Fet, l&(c®d) Fel l&(c®d)
Fetpl&(c @ d) Fetpl&(c @ d)

qui peuvengétreécrites sous forme focaés :

ct ket d+F et
Fet,l Fel,cdd Fet,l Fet,cdd
e® (It @ (ct&dt) e® (It @ (ct&dt)

et en ludique correspondent aux desseins suivants :

€31k ¢l €32k ¢l
€2 FE,E3 €2 FE,E3
£k £+

Chacun des dessins d’Alice "normalise” avec chacun de ceux de Bob.
Ce qui revient dire que chaque fois que Alice (resp. Bob) commet une action, Bob (resp.
Alice) pos®de dans son registre une action correspondante. Par exemple, les deux dessins
ci-dessus concernant Alice peuvent se commenter de la facon suivante :

e Alice accepte le contrat propegar Bob et donne un euro

e elle choisit un livre
ou bien

e Alice accepte le contrat propegar Bob et donne un euro

e elle choisit un CD ou un DVD
De son point de vue, ce sont des actipositives
De son été, les "desseins” de Bob peuvent se commenter par :

e Bob propose un contrat

e Contre un euro, Bob estétra donner un livre

e Mais contre un euro, il est@raussa donner un CD
ou bien :

e Bob propose un contrat

e Contre un euro, Bob est@ra donner un livre

e mais contre un euro, il est@raussa donner un DVD
De son point de vue, ce sont des actions positives, mais du point de vue d’Alice, ce sont
des actionsmégativeqdes contre-actions). Donc si nous regardons les choses du point de
vue d’Alice, une "partie” est une alternance de couggatifs et positifs. Une telle partie
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peutétre par exemple :

1. Bob propose le contrat (action, a partir d’'une localisation degpart<>, et qui
consiste en une certaine propositiBnse Esumant dans I'ensemble d’ensembles

{1}, {c. di}),

2. Alice accepte le contrat et le manifeste en donnant un euro et en faisant son choix
(action+, & partir de la localisatior:> .P, avec un ensemble | qui est séit soit

{c. d}),

3. elle aurait pu refuser le contrat en jouant autre chose, par exemple en ne faisant
aucun choix ()

4. alafin, Alice, si elle a acceptle contrat et si Bob I'a respégtaccuseéception ¢,

1)

2.3 Interaction et orthogonalité
2.3.1 Interaction

L’ élimination de la égle de coupure a toujouete vue comme l'aspect dynamique de
la logique. La encore, elle le montre, mais comme castdraction J-Y. Girard efinit
l'interaction de la fagon suivante :
L'interaction est la cincidence de deux lieux en position duale dans deux dess(e)ins
differents.
Remarque : la coupure n’est jamais explgten tant queagle dans le syéme
Dire gu’ils sont en position duale signifie qu’ils peuvéirte relés par une coupure. Avec
cette peésentation, on voit appdtee une notion importante dithogonalie. On pouvait
s’en douter és le @but, avec cette &k d’'opposer dgsreuvesa descontre-preuvesQuel
meilleur moyen de formaliser cettegid que d'utiliser la notion d’orthogonai? Dans un
espace vectoriel, deux sous-espaces sont orthogonaux si et seulement si leur intersection
se Eeduita I'espace{0}, c'esta-dire le sous-espace nul. Bvidemment le vecteur nul
est orthogonaa lui-méme, et c’est le seul sous-espacposéder cette propeite. En lu-
dique, le Ble du vecteur nul doitre tenu par une preuve parti@rk. Il s’agit bien &r du
daimon(qui esta la fois preuve et contre-preuve). Depara-preuvesont orthogonales
I'une a l'autre si leur interaction conduit alaimon autrement dit s’il y a consensus : le
jeu s’arite parce que les deux joueurs se sont mis d’'accord paterata partie. On dit
aussi que les deux objatenvergent
La notion d’interaction (conduisamventuellement adaimor) va étre péci€e dans ce
qui suit.
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2.3.2 Dessins et desseins

Il est temps de donner unéfihition plus pécise de ce que I'on entend pardessein
pour mieux diferencier cette notion de celle dessin

Définition 1 Un dessinest un arbre dont tous les noeuds sont fieschesI" - A dont
la racine est appé@ebase(ou conclusion), et qui est construit en utilisant :

— le daimon

— laregle positive

— laregle regative

A la différence, urdesseirest un ensemble de chroniques. Wheoniqueest une suite
alterrée de coups (oactiong. Plus pecigment :

Définition 2 Une chronique de basel’ - A est une suite non vide altega d’actions
ko, ..., kn, OUk; = (€,&;, I;), € €tant une polari,£; une adresse € un ensemble d’entiers,
de telle sorte que :

— sila base est&gative (resp. positivek, a la polarite — (resp.+),

— seule la derrére action k,, peutétre le daimon = ¢, 1),

— si on appelldoyer le lieu de la formule active, une actioegativek; a pour foyer
soit I'element unique d€ (auquel cas c’est la prerare action), soit urelement de
Sicix L,

— une action positivé; a pour foyer urelement; de A ou bien urélement de, x 7,
ou (—,&,, 1,) est une action @égative pecedente,

— les foyers sont deuxdeux distincts

On peut tenter de mettre cettéfthition en pratique sur I'exemple des biens immobiliers.
Nous avons dorgplus haut comme exemple de chronique :

(+’ <>, {0})7 (_7 07 {17 3})7 (+> 01’ {1})’ (_7 0117 {Z})T

La baseétant positive (X commence le dialogue par une questigngst de polaré +,
son adresse est la suite vide et I'ensemble choisj@stk; est de polaré regative, son
foyer cdncide avec le sewdlement de, x I, note "0". k, est positive, son foyer est un
élement det; x I; = {01,03}, en I'occurrence icD1. k3 est regative, son foyer est un
élement de5, x I, = {011}, en l'occurrence icd11. La dernére action enfin est positive
et consiste dans kgaimon

On a vu que d’autres suites pouvaient fournir des chroniques, comme :

(+7 <>, {0})v (_707 {273})7T
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Dans I'exemple de Bob et Alice, pour trouver les chroniques, il suffit de raisonner en
termes d’adresses.

1. Bob cemarre lechange en proposant le contrat frartir d’'une adresse>, c’est un
"coup” qui se repesente paf+, <>, {1},

2. ensuite, selon le choix que peut faire Alice, il ségarea ce qu’elle choisisse le
livre : (—,1,{1,2}), oua ce qu’elle choisisse la surprise (un CD ou un DVD) :

(_7 L, {1’ 3})’
3. siAlice a choisi le livre, Bob fera une action positiver;, 12, {1}),
4. sielle achoisilasurprise, Bob fera I'action positjwe 13, {1}) ou bien(+, 13, {2})

D’ou, du point de vue de Bob, les chroniques suivantes :

(+7 <>, {1})7 <_7 L, {17 2})7 <+7 12, {1})

(+7 <>, {1})7 <_7 L, {17 3})7 <+7 13, {1})

(+7 <>, {1})7 (_’ L, {17 3})7 <+7 13, {2}>
Du point de vue d’Alice, on a les chroniques :

(_v <>, {1})7 (+7 L {17 2})7 (_7 12, {1})’ (_'_7 T)

(_7 <>, {1})7 (+7 L, {17 3})7 <_7 13, {1})7 <+7 T)

(_7 <>, {1})7 (+7 L, {17 3})7 <_7 13, {2}>7 (+7 T)
Cette @finition des chroniques et des desseins comme ensemble de chroniques permet
de comprendre pourquoi une partie (idegtfa une chronique) n’est pas simplement une
suite d’applications deggles, car si &tait le cas alors on s’attendraitce que les coups
négatifs soient assdzs non pas des ensembles comme c’est le cas ici, mai des
ensembles d’ensembles.
On peut encore pciser le sens ddessein

Définition 3 Un desseinde basd’ - A est un ensembl® de chroniques de bade- A
tel que :
— D est une foét,
— les chroniques d® sont deuxa deux cobrentes (si deux chroniques @éifént, c’est
a partir d’'une action regative, eta partir de ce momenl elles n’ont plus jamais
les némes foyers),
— si une chronique s’a@te, alors sa der@ire action est positive,
— si la base est positive, alof3 est non vide.

Pour illustrer ces éfinitions, nous allons regarder un autre exem@tglement propés
par Myriam Quatrini. Il s’agit d'un dialogue entre deux personnes qui se dispaem-
pos d’une proposition gsenée par un partcologiste.
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- Le proposantP) : il faut limiter la vitessea 60 km/h sur route et 30 km/h en ville

- Lopposant Q) : on ne peut quand é&me pas toujours interdire les choses qui sont
sources de plaisir!

- P : I'interdiction de fumer dans les lieux publics est pourtant bien adept

- O : fumer ne sert rien pour la collectivié, alors qu’il est @cessaire que les gens se
déplacenta une vitesse raisonnable

Ce dialogue peudtre repesené par une pseudo-chronique :

(+7 <>, 0)7 (_7 07 {1})7 <+7 017 {1})7 (_7 07 {2})

ce qui signifie : le proposant P fait, au premier tour de parole, la propositidre bng
I'adresse Oa partir d'une adresse de base examée par la suite vide. L'opposant prend
pour foyer la concagénation de son adresse initiale est de celldeoproposant a mis sa
proposition, et il avance un nouvel ensemble d’adre§$g)(ou il met son argument. Le
proposant reprend la parcdepartir de I'adresse 01 (quesume les deux tours de paroles
précedents), mais I'opposant, loin de rependre la paagbartir de I'adresse 011, repart
partir de 0, pour avancer un nouvel argument (celui de "ce quiskarcollectivie”). On
peut dire que cet exemple illustre deux choses;

— du point de vue des chroniques, I'importance de la restriction portant sur les ac-
tions regatives (qui doivent partir d’'une adresse fournie par I'action@aliatement
précedente),

— du point de vue du dialogue, le fait qu'un tel mouvement de I'opposant soit res-
senti comme un refus de poursuivre I'argumentation sur le chemin qu’elle avait pris
jusque & : il y a bifurcation dans I'argumentation. Intuitivement, on peut dire gu'il
n'y a pasa proprement parler de convergence des desseins

Le dialogue peut en effétre repeseng par :

0
- 02
011F  Fol1
o1 01k
oF O
F<> <>k
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O viole la contrainte qui obliga choisir, pour une actiorggative, un lieu parmi ceux qui
viennent détre céés parP.

Le dialogue serait ressenti comme "plus acceptable” par le partenaire P s’il respectait cette
contrainte. Dans notre exemple, ce pourgaie le cas avec la configuration suivante :

—
— —
011 + F 011
01 F 02 01+
0+ ~0
O <> P <>k

Dans ce cas) "ferme la branche” qui&ponda I'argument deP : il y a consensus (ou
plutdt ici concessionqui est marqgé par l'usage de laegle dudaimon mais il a ouvert

au pealable une autre branche au moyen de I'adresse 02, qu’il peut maintenant explorer :
le pas suivant consistetace queP reparte de cette adresse (cgfidition des chroniques
ci-dessus). Cette interaction correspondrain dialogue du genre :

- Le proposantR) : il faut limiter la vitessea 60 km/h sur route et 30 km/h en ville

- Lopposant ©) : on ne peut quand é@me pas toujours interdire les choses qui sont
sources de plaisir!

- P : I'interdiction de fumer dans les lieux publics est pourtant bien adept

- O : oui en effet tu as raisorcpncessioh Ceci dit, fumer ne sera rien pour la collecti-
vité, alors qu’il est @cessaire que les gens sgpthcenta une vitesse raisonnable.

Dans ces exemples, nous avons mis une coupure (trait horizontal sous deux bases de po-
larites opposes) comme symbole de I'interaction entre deux partenaires du dialogue. On
peut entrer davantage dans la dynamique de la coupure et @irsamation.

Définition 4 Une coupure est la cdncidence de deux lieux dans les bases de deux des-
seins.

On rencontre souvent une coupure emtré et¢ +, c’est ce que I'on appelle ureseau
clos.
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Définition 5 Un réseau closonsiste dans le cas d’'une coupure entre les deux desseins
suivants :

D &

I—_éﬁ g—l_(f,/\/’)

Définition 6 La normalisation d’un tel @seau est telle que :

— Sik est le daimon, alors la forme normadis (coupureeliminée) est :

=
l_
(ce reseau normalis est appd dai)

— sik = (¢, 1), alors siI ¢ N, la normalisationéchoue,

— sik = (£, I) et] € N, alors on considre, pour touti € I le desseirD,, sous-
dessein d&® de base « i -, ainsi que le sous-dessefhhde £, de base- £ x I, et
on remplaceD et par, respectivement, la suite d&s et&’.

Autrement dit, le @seau de @part est remplae par :
D;, & D;

n

Exu b o FEx, L E X, Exiy -

avec une coupure entre chagéie i; - et la "formule” £ x i; correspondante du dessein
(C/‘/

Cette dfinition formalise I'intuitionévoqlee plus haut d’'une interaction qui se termine
sur un consensus (ou qui au contraire diverge, comme c’est la cas ldrggié€).
De plus 'orthogonali peut maintenant bien séfthir.

Définition 7 Un desseirD est orthogonah un desseid (D_LE) si et seulement si#limination
de la coupure entre les deux conduit @seaula:.
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Regardons comment I'on prouve I'orthogon@lite deux desseins, en reprenant I'exemple
des biens immobiliers. Soit les deux desseins suivantésrpér coupura la base :

.. 0114,02... f 0117
(011, {i;7 € N})
011 F 02 F 011
F 01,02 01 02+
0+ ~0
F<> <>k

On peut, en plusieurstapes, faire remonter la coupure. Par exemple, une preétape
conduita :

b 0112',02...T 0114
(011, {i;i € N})
011 F 02 - 011
- 01,02 01F 02F
0F -0

puis une deuximeétapea :

011z + ... F0112,02... f
(011, {i;i € N})
F 011 011 F 02

01+ 01,02 02 +

ou on a sciné en deux le dessein de X, pour plus de lisibjligt au il faut voir en fait une
coupure entr@®1 + et le01 qu'il y a danst 01, 02 d’'un coté et une autre entre (& qu'il
y adans- 01,02 et02 I- de l'autre.
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Une troisemeétape conduid :

011i - ... 0114,02... f
(011, {i;i € N})
F011 011+ 02 0

2+

puis on obtiendra :

011 = F0114,02 T 02 F

avec coupure entrel 17 + et le0114 qui figure dans la suite de&guents{t 0114,02;: €
N}, ainsi gu’entre €2 et02 -. Comme chacune des coupures gaesun membre obtenu
par ledaimon l'interaction converge vergai.

3 Les comportements

3.1 Relation d’'ordre sur les desseins

On peut @finir une relation d’ordre partiel entre les desseins.

Définition 8 D < D’ si et seulement si tout dessein orthogcad? est aussi orthogonal
ap (D+c Dt

DansFrom foundations to Ludicg6]), Girard piécise cette &finition : D < D’ signifie
queD’ est "plus convergent” qu®. On peut imaginer qu®’ a éte obtenua partir deD
au moyen de deux @pations :

Elargissement : on ajoute davantage degmisses pour lesgles @gatives, autre-
ment dit on remplacd/ parA”’ > N (autrement dit, moins de branches du dialogue
vont conduire au dissensus),

Raccourcissement: certaines @égles positivesg( I) sont remplaees par de simples
occurrences ddaimon(sur certaines branches, le dialogue €tplus vite)

Avec cette relation, on peut rechercher le plus petit et le plus grand dessein. Le plus petit
n'est pas un dessei proprement parler, il conduit le plus souvent au dissensus, il n'a
aucune branche et c’est I'ensemble vide de chroniques. Girard I'a&ppie(foi en la
convergence bienis...). Le plus grand converge tout le temps et... tout de suite (!) c’est
donc ledaimon
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On peut distinguer udaimonpositif et undaimonnégatif.
Daimon positif:

=y
Daimon régatif:

I—S*I,AT

EFA

(€ 0r(N\{0})

Si on prendV = () dans la egle positive, alorgévidemment... quelque soit le mouvement
fait par I'autre joueur, il y aura dissensus (le proposant n’a vraiment pas assez d’informa-
tion pour E€pondre aux attaques de I'adversaire !). Ce cas estsept par lesconse

f_l— (&,0)

En regardant I'exemple du dialogue immobilier, on voit que le desseiX d®y) est
orthogonala de nombreux desseins possiblesYdeson orthogonal contient donc tous
ces desseins. On peut imaginer maintenant un autre deg¥gimui serait orthogonah
encore plus de desseins : autrement dikoaurait peévu encore plus de coups de la part de
I'adversaire. Ce dessein contiendrait davantage de chroniques se terminandpanomn

et meme des chroniques séwkloppant partir d’autres actionsagatives (et conduisant
aussi audaimon).

Si on consiére maintenant I'orthogonal d@+, alorsévidemment il contienD, mais il
contient aussi tous les desseistels queD < D'. Autrement dit, il esstablepar sur-
dessein.

Définition 9 Un comportementest un ensemble de desseins (dama basell qui est
égala son bi-orthogonal€ = C+4).

3.2 Quelques comportements particuliers

Avec cette @finition, on peut dfinir le comportement induit par un dessém c’est
le bi-orthogonal de I'ensemblgD}. Dans I'exemple traé jusqua maintenant, il contient
tous les sur-desseins @&, en particulier ledaimonde base-<>, dessein qui ne figurait
pas dans notre exemple en tant que desseili d@ais qui &sormais, pourraités bien
étre choisi, il correspondrait par exempl@ne sortie imradiate du dialogue, avantéme
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d’avoir po% la question initiale !
Autre exemple : cons&ons le dessein suivant :

. (& 0)
Il est tres particulier. C’est un dessein positif, autrement dialiproposant Dans le cadre
consensuel, 'opposant n’a pas beaucoup de choix puisqu’il ne peut choisir aucune adresse
pour epondre (le proposant n’en ayant dénaucune), il ne peut donc opposer que le
daimon autrement dit avouer qu’il a perdu! Girard appelle ce dessddoiabe atomique
(1) puisque c’est I'arme absolue ! Son seul dessein orthogonal est donc :

-1
=

mais ce dernier dessein é&gfalement orthogonal:

— 1
i3

donc on a un comportement (stable par biorthoga®atitii contient deux desseins : la

bombeet ledaimon On notel ce comportement (ce ser&Ement neutre du tenseur).

Mais a la place de |l8Bombe on peut prendre |lsconseet chercher le comportement

(négatif) qui le contient. On le noté&. Quel est I'orthogonal d& ? Puisque l'autre ne

me donne aucun ensemble d’adresses pour jouer, je ne peux que jdaénde) autre-
ment dit, je m’avoue vaincu. On obtient :

T+ = Dai
et

T = Dai*
c’esta-dire tous les desseinégatifs de rBme base.

3.3 Incarnation

Etant don@ un dessei® appartenand un comportemerg, il existe dansC un plus
petitélement contenu dari3 qui est, en quelque sorte, son meilleur sgentant, on I'ap-
pelle I'incarnation deD par rapporta C. C’est la plus petite partie d’'un dessein qui soit
nécessaire pour identifier un comportement, caslire pour assurer son appartenaace
un comportement. Nous verrons plus loin l'uéllitle cette notion avec notre mare de
retrouver,a partir de la ludique, les connecteurs de la logiquedire, dont leavec(&).
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4 Liens avec la logique traditionnelle

4.1 Localisation et cklocalisation
4.1.1 \erité et faussed

Le fait d’avoir une notion dgain permet de &integrer une certaine @ de "\erite” :
un comportement est vrai quand il contient un dessein gagnant, faux quand son orthogonal
est vrai. Avec cette caragatsation, deux desseins incarnant deux comportements ortho-
gonaux ne peuvent pédre vrais tous les deux. Ou alors, s’ils sont gagnants, ils ne sont
avoir des comportements ni vrais ni faux, c’est le cas si les deux joueurs abandonnent.
Notons ici que la notion de '&rite” pour un comportement n’est passraéquate... Peut-
étre devrait-on parler de comportemémnictueux?

4.1.2 Formules et comportements

Il faut noter qu’'un comportement est un ensemble de desseins exactement comme, en
logique intuitionniste, on interpte une formule comme I'ensemble de ses preuves. On est
ainsi conduita la correspondance :

formule | comportement
preuve dessein

Parler de l'intersection de deux comportements, c’est parler de l'intersection de deux for-
mules. En logique intuitionniste, cela a un sé&wdent : unélément de cet ensemble
prouve A et prouve B donc prouve/B, mais en ludique, les choses ne fonctionnent pas
aussi simplement. La notion dermule en tant qu’ent#& "spiritualiste” s’estevapoee,
rempla&e par celle déeu. Il y a donc deux masires de parler d’intersection ou d’union,
I'une prend en compte cet aspect Bral, "concret” des formules (leur emplacement) et
I'autre prend en compte la capaeigu’on a de les "dlocaliser” (en particulier au moyen

du Fax).

4.1.3 Point de vue "localiste” vs point de vue "spiritualiste”

Il est clair qu’en tleorie des ensembles, I'union éstaliste: elle dependétroitement
(et pour cause!) desléments que chaque ensemble renferme. Si on prend deux isomor-
phismes quelconquget, on n'aura pas enaéral X UY = ¢(X) Uy (Y'). Par exemple,
il ne suffit pas de connitie le nombre cBléments deX et celui deY” pour connére celui
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deX UY.

Par contre, on peut faire la somme disjointe de deux ensembletsY”. Pour cela, il va
falloir justement choisir deux bijectionset ) telles quey(X) et (Y') soient d’intersec-
tion vide et on aura bierlls : Card(X +Y) = Card(X)+ Card(Y'). La somme disjointe
est doncspiritualiste

On a la néme chose pour le produit. Le produit &saien classique est spiritualiste, on
a:Card(X xY) = Card(X) x Card(Y). Qu'est-ce, dans ce cas, que lI'analogue de
I'union (localiste) ? Girard donne comme exemple le "produit” de deux ensembles de par-
tiesp(X) etp(Y), noe p(X)Xp(Y) et definicommep(X UY'), autrement dit 'ensemble
{rUy;ze X NyeY}.

En ludique, on peut faire comme dans le cas de I'union disjointe. Si uwlest done,

on peut @finir deux applications particéliesy et, qui seront desiélocalisations

Goxi*xT)=0*20*T Y(oxixT)=0x(20+1)*T

Les images pap et d’un dessin seront encore des dessing& 8tH sont des comporte-
ments de réame base, alors¢(G) et (H) sont disjoints (comme dans le cas de l'union
disjointe entre deux ensembles X et Y). Ou plus exactement, lorsqu’il s’agit de comporte-
ments positifs, leur intersection se limite au plus petit comportement possible sur une base
positive,a savoir0 = { Dai} et quand il s'agit de comportementggatifs, tout desseif?
appartenant aux deux est tel que I'intersection entre son incarnation par ragporet

son incarnation par rappaati’autre est vide.

4.1.4 Sommes et produits

Si A est un ensemble arbitraire de desseins, aldregt un comportement (puisque
A+t = Al), Réciproquement, tout comportement sur une basé- ou sur une base
<> est I'orthogonal d’un ensemble de desseins. Par exemple, $i,A= vaétre I'en-
semble des desseins qui convergepartir d’aucun autre, c’est-dire qui ne convergent
contre rien d’'autre qu®ai. C'estT, le comportement qui contient &eonsgou : dont le
sconseest I'incarnation).

Maintenant, puisque les comportements sont des ensembles, rierecigagben faire les
unions, intersections et produits. On peabtntrer :

— L’intersection de deux comportements est un comportement
On peut aussié&finir un comportemerd partir d’'une union, bien que ce ne soit pas direct.
On va poser :

GUH=(GUH)**

Ceci va nous permettre de retrouver les connecteurs de la logicaérén
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4.1.5 Additifs

Le cas des additifs correspond au cades comportements sont disjoints. Que signifie
le fait que deux comportements soient disjoints ?

Définition 10 On appellerépertoire un sous-ensemble ¢g(N) (= un ensemble de "ra-
mifications”). SiG est un comportement positif stk >, alors le epertoire deG, qu’on
note Dir(G) est 'ensemble des ensembles d’inditésls que :

(4, <>, I) soit la premeére action d’'un dessein figurant da@s

Si G est un comportemenégatif sur +, alors le épertoire deG est I'ensemble des
ensembles d’indicespour lesquels, quel que soit le dessein in&adansG, il a comme
action initiale une actior{—, ¢, I).

Cette @finition entréne (P. L. Curien p.43) :
— le répertoire deG et celui deG+ sont identiques.

Définition 11 Deux comportements etG’ sur la néme base sont dits disjoints si leurs
répertoires sont disjoints.

Si deux comportementsegatifs sont disjoints et s, et D, sont des incarnations de
ces comportements, alors leur union est biéfinie, et c’est un dessein d& N H. Sa
premere action a pour ensemble de ramifications I'union de cel@det de celui deDs,
c’est donc bien un dessedrla fois dan$s et dansH, mais c’est en @me temps un couple
de desseins, ce qui condait

G| x H| = |G N H]

ou |G| dénote I'ensemble des incarnations par rappd®. Autrement dit, tout dessein
incarre deG N H s’obtient en prenant un dessein incaansG et un dessein incaéen
dansH en faisant I'union des chroniques. C’est ce que Girard appellemykere de
I'incarnation!... (le fait que I'intersection cimcide avec le produit casien).

On peut alors dfinir les connecteurs additifs.

Définition 12 SiG etH sont deux comportementégatifs disjoints, alors on pose :
G&H=GnNH

S’ils sont positifs, on pose :
GeH=GUH
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D’'une manere ¢grérale, on peut dire que est un connecteur "spiritualiste”, auéme
sens que l'union disjointe puisque, dans le ca®el, il faut proédera des élocalisations
pour le cfinir, alors que.l est toujours dfini et est "localiste” dans le @me sens que
I'union ensembliste.
Par exemple, 9 est un comportement positif, on pewfohir sans difficulé le compor-
tementH LI H (il estégal H), mais on peut aussi utilis@ret«) pour obtenir deux copies
isomorphes de chaque desseirHlet fabriqueH®H.
Pour le cas @gatif, reprenons un exemple propgsar Myriam.
Soit G={D_}** la donrée d’'un couple de coordoaas etH={F;}*+ la donrée d’une
forme (on suppose par exemple gueode un cercle). Les desseifs et F; peuvent
respectivement s’interpter comme les "attitudes avoir pourétre peta repondrea une
guestion portant sur les coorddres eta une question portant sur la forme. Une fois que
ces desseins sonéfinis, ils peuvengtre ameésa interagir, produisant alois titre de
tracesde leur interaction, des dialogues comme :
D, :

— donne-moi deux coordoiées

— je te donne 3 pour I'abscisse et 4 pour I'ordde

— t'es cool

Ff .
— donne-moi une forme
— je te donne un cercle

— super!
c’est-a-dire :
D, :
1.3F 14+

H1
<>t

Fyo:
2.5 F
Lo
<>F

Ces deux comportements sont disjoints (intuitivement, épemses possiblesla ques-
tion de la forme ne sont pas bonnes pour la question des co@esret vice-versa),
leur conjonction additive est donc leur intersection, laquelle s’obtient en prenant pour
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répertoire I'union des deuxpertoires (le@pertoire "coordon@es” et le epertoire "forme”)
et en faisant le dialogue sur cette base, ce qui donnerait :

1.3F 14F 25F
F1 -2

<>

ou le proposant peut demandar choixles coordonéesou la forme.

On peut noter ce qui se passe si les comportements ne sont pas disjoints, par exemple si
les deux desseins qui sont céades incarner ont tous les deux I&mme ramification (ici

{1}) au cepart (dans I'exemple, cela veut dire qu'il s’agit de deux fois &mma question,

celle des coordorees), alor&videmment, lesaponses peuvent ne patse stables, ce qui
pourrait conduiré de ficheuses contradictions, par exemple :

1.3F 14F 12F 14F
F1 F1

<>k

Dans ce cas, on @1 H = T. Rappelons qud désigne le comportement inc&par le
sconselequel est un desseiregatif dont 'ensemble de ramifications est videIgiest
le dessein qui donne I&ponse (3, 4) €D, celui qui donne la&ponse (2, 4), alors €k
est le comportment enger&dparD; et H celui engends parD,, G N H ne contient ni
D, ni Dy. Par exemplds contient tous les desseinggatifsD tels que si leur ensemble
de ramifications contiertl}, alorsD se continue comm®;. Ce n’est bien&r pas le cas
deD,, mais c’est le cas dsconseAinsi le sconseest le seul dessein dafsn H, donc
GNH = {sconse} = T.

4.1.6 Multiplicatifs

Définition 13 Soient/ et B deux desseins positifs, oiféhit le produit tensorield © B
par :
— siun des deux est le daimon, aléfs> B = Dai,
— sinon, soient+, <>, ) et(+, <>, J) les preméres actions respectives teet/,
siINJ # () alorsd ® B = Dai. Sinon on remplace dans chaque chroniquédSdst
U la premere action par(+, <>, 1 U J), ce qui donne respectivemefitetl/’, et
alorsUoB=UUB,

On peut ensuite &finir le produit tensorietr entre deux comportements au moyen de
delocalisations. Cesaiocalisations (par exemple les fonctiapgt ) vues plus haut, qui
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envoient les biais qui suivent le lieu de la base soit vers des entiers pairs soit vers des
entiers impairs) permettent de faire en sorte que les gremeactions respectives des deux
desseins qui incarnent les deux comportements aient des ramifications disjointes. Ensuite
on peut @&finir le produit® de deux comportements paF:0 G = {A0 B; A€ F,B ¢

G}, puis le tenseur proprement dit pdf © G = (F © G)*+.

Sous eserve de comptude (au sens dall completenegsqui signifiera qu’enéalite, on

ne gagne rien en prenant le bi-orthogonal, on aura le fait que tout dg3sknsF @ G

peut se @composer selof? = D, ® D, avecD; € F etD; € G.

Prenons un exemple. S@= {D+1}, ou D est le dessein :

O_l_ (07@)

—— (<>,{0})

F<>
autrement dit : je pose la question 0, puis je n'ouvre aucune possithdiEponsea mon
opposant, donc bierllg je gagne! Calculon& ©® G. Commel N J # (), la définition
nous donne G ® G = Dai, autrement dit le comportement qui contient comme unique
dessein :

F<>

C’est le comportement qui perd d’englel! D’ou le fait qu’on puisse &s bien avoir :
vrat ® vrai = faux

Myriam donne l'interpétation suivante. Imaginons q@&soit le comportement enger&r
par un desseif® consistant en la possib#itd’avancer un argumef@ partir de la situation
localiste en<>. SoitH le comportement engerg&lpar le desseiéi suivant :

. Enoo
(_7 <>, {{n}u n e N})
<>k
qui peut s’interpeter comme :
donne-moi un argument (n) - et quand tu me 'auras dgfiabandonnerai - je ferai usage
de mon daimon
Bien dir, D et £ sont orthogonaux, don® € H<, ce qu’on traduit en disant qu®
est gagnant contrel. De plus,G estvrai puisqu’il a un dessein gagnant. Mdis ne
contient pas qué, il contient aussi des desseinglacali®s deD. par exemple, nous
avons vu que I'argument doardansD était 0, on peut maintenant imaginer une variante
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avec I'argumenétant 1. SoitD’ cette variante, c’est un dessein de base- et sa seule
chronique est (<>, {1}), (1,0). Etudions alorsD ® D etD ® D'. D ® D' n'est plus
orthogonala &, donc il n’appartient pluss H-. A quoi est-il orthogonal & ce qu’on
obtient avec un autre dessedii,du genre :

t

o Fon

({{n,n'};n,n" € N,n #n'})

<>k

qui, cette fois, s’intergrte comme "donne-moi deux arguments, et jabandore®. D’
étant orthogona &’, D © D’ appartientr 'orthogonal du comportemelt’ engendé par
E’. Mais si nous consironsD & D, alors par éfinition, on obtientDai, etG © G =
{Dai}, il ne peut donc paétre gagnant. Si je n’ai qu’un seul argume@ntlonner, je ne
peuxévidemment pas en donner deux... Dle fait que siG est gagnant contrdonne-
moi un argumentpour queG © G soit vrai, il faudrait qu’il converge avec ud’ qui
s’interpreterait commelonne-moi deux argumentse qui n’est pas le cas.

Le produit tensoriel marque ainsi, comme on s’y attendait, une serssiilk ressources.
Du point de vue d’'un dialogue "parfaithption a définir plus tard), chague question
appelle une (et une seule @ponse et il est rare qu’uneponse satisfassadeux questions
en neme temps'!

5 Uniformit & et logique des pedicats

5.1 Qu’est-ce que l'uniformité ?

Nous avons apercu au paragraphe 4.1.5 la poséildlitne contradiction entre les
reponses une néme question (par exemple e deux moments di#frents). Il est im-
portant de se @munir contre une telleventualié. La cefinition donrée des connecteurs
y parvient. En effet, dans le cas on fait la conjonction & de deux comportements sur la
méme base (ou plusggéralement non disjoints), s'ils s’incarnent dans des desseins qui ne
donnent pas la Bme Eponse la question localee dans les deux desseins aéme en-
droit, on obtientT, c’esta-dire le comportement qui ne contient qued®nseautrement
dit I' étre asocial.

Le probEme est beaucoup plugrgeux s que nous acceptons la possibilif’il y ait

des variables, soit du premier ordre, soit du second ordre. En ce cas nous devons avoir
des adresses pour ces variables. Chaque chronique peut porter mention de telles adresses,
auquel cas il faut s’assurer que &action est constante d’une chroniguiautre.

Reprenons ici 'exemple doénpar Marie-Reee Fleury lors du@minaire de Grenoble.
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Supposons que Suzy ait un certain nombre de fieghemmplir. Ces fiches sont des en-
sembles/ de questions. Certaines questions peuvérs lien revenir sur plusieurs fiches
(par exemple la date de naissance). Un dessein pour Suzy est le suivant :

FExJ o Ex]
-

Autrement dit, elle doiétre pétea remplir les ficheg, J, etc.

Le dessein sera diniformesi, chaque fois qu’'une éme question apparét, Suzy épond

de la méme fagon.

Gracea une condition d’'uniformé, la ludique peut s’adapterla logique lirgaire du se-
cond ordre MALL ,). Rappelons qu’au commencement de ce texte, nous sommes partis
des preuves en logique @aire propositionnelle, pour ensuite le€&hcarner”. Le but
poursuivi par les travaux sur l'uniforn@itconsistex faire la néme chose mais en partant
de la logique liaire du second ordre. On atteint d’ailleurs en pdant de cette magie

le sens profondle la ludique. En "@construisant” les preuves, on ne s’attend a®u-

ver des "propositionglementaires”, mais des variables du second ordre. Il n’y a pas de
comportementglementaires priori. On a le tieoeme suivant ("full completeness”) :

(&, 97(N))

Soit F unell;-formule deMALL ,. Un "bon” dessein du comportement as-
socéa F' de basé- £ corresponch une preuve dé' dansMALL ».

Nous carad@riserons intuitivement ce qu’on entend par un "bon” dessein dans le compor-
tement assoéia une formulef” en disant qu'il s'agit d’'un dessein

— qui ne se termine pas pardaimon

— qui se termine par ddsx,

— et qui esuniforme
Pouréclairer encore cette degéme notion, voici d’autres exemples. Supposons qu’un gar-
con,Bobs’appitea repondrea la questiornr = est-ce que tu fumes pofe par des per-
sonnes diférentes, par exemple s@&ne, sa copine et sa soeur, egEnées respectivement
par les ensembles d’adresdes/, K. Bien dir, selon la personne qui pose la question, la
réponse peut varier entse (oui) eto, (non). Le dessein dBoh, que nous noterong est
donc un dessein de basé- o qui prend l'allure suivante :




Formellement, 'uniformié se traduira ici par le fait que chaque fois que nous "couperons”
ce dessein avec un dessein partieFdaous obtiendrons laémepreuve.

Or, ici, selon la "personnel ouJ (repesenge par son propre dessein qui consisposer
aBobla questiorns en s’attendan une Eponse oui ou non), on va obtenir une interaction
differente, puisque si cette personne estésienteBoh, la reponse est non et si elle est la
copine, la éponse est oui. Ick = {D;, D;}++, c’est le comportement de questionnement
deBoh il contient le dessein de laéne et le dessein de la copine, soit :

D[ DJ

aES =&
En normalisant, on obtient respectivement :
J*II—( N 0'*2"( 7
g, g,
Fo Fo

ce qui "montre” la non-uniformé puisquer x 1 = non et ques x 2 = ous.

Un autre exemple est celui d’'un desséirde bas€ + o correspondard une preuve de

FF G @ H. Par exempldob a un appartemerét Marseille et une maisoa La Ciotat,
plusieurs administrations lui demandent son adresse principale. Selon I'organisme, sa
réponse peut varieSon dessein est alors :

F=ox1F&XT | o*x2F&ExJ

— (o - -

FéExI, o F&xJ, o
ko

On lui pose la question. Il répond soit 1 (Marseille), soit 2 (La Ciotat) selon I'organisme
I ouJ qui pose la question.

Sion coupe, comme peedemment, le desseffipar les desseins partigl®;, D} définis
ci-dessus, et si on normalise, on obtient respectivement :

(0,2

(&, 97(N))
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et on ne peut pas associer de preavg puisque dans un cas, on obtient un dessin pour
F + G et dans l'autre un dessin poEr+ H

5.2 Logique des pedicats du premier ordre

Aux formules usuelles avec quantificatélarP(z) et 3z P(x), on associe les compor-
tements &deDCd et @deDCd-

a continuer...

6 Ludique et Pragmatique

Nous avons dja donré plusieurs indications dans ce quéepgde concernant les liens
entre la ludique et la notion de dialogue, notamma&rgartir de deux petits exemples
choisis pour leur capaéitillustrative : celui de la demande de renseignements sur la vente
de biens immobiliers, et celui d’'une argumentatigpartir d’'une proposition formak par
un proposanP facea un opposan®. Ces deux exemples sont bigir seduits et il peut
sembler aventureux degtendre en tirer de grands enseignements. lls ont pourtant mis en
lumiére plusieurs observationsitriques utiles pour uneébrie du dialogue.

6.1 Une notion d’interaction formellement definie

On a mis erévidence une notion deonvergencalans le dialogue, qui posde une
définition enterement formelle, intern& la dynamique du dialogue et ne reposant sur au-
cune egle dialogiquea priori. Cette notion de convergence repose sur celle d’interaction,
rendue possible par la dynamiqueelitnination des coupures. Il y a convergence quand
cette dynamique condudt un dialogueelementaire, qu’on peut voir comme l'essence du
consensus (nous sommes d’accord powtarda discussion en un point particulier)

6.2 Une reformulation des principes de la pragmatique

On sait que, depuis Grice ([7]), la pragmatique repose sur des axiomes, dont fait partie
le Principe de Cooperativité ("que votre contribution conversationnelle corresporeale
ce qui est exig de vous, au stade atteint par celle-ci, par le but ou la direction aésept
de I'échange pa# dans lequel voustes engag’). Ce principe est totalement r&sené
dans le processus de normalisation dans le cas é&seau clos. Darlsrom foundations
to Ludics Girard admet une interptation de la ludigue comme &mantique des jeux”.
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L'usage dudaimoncorrespond I'abandon et, de ce fait, autorise une notiorgda dans

le dialogue (par exemple dans le cas d’une argumentation), c’est alors un cas particulier de
dialogue consensuel (puisque les deux joueurs se mettent au moins d’accord pour savoir
qui gagne et qui perd), mais il peut y avoir des dialogues non consensuels-diestgui

ne convergent pas au sens de la pthaoe de normalisation. Girard dit : "nous imposerons

la chose suivante : les deux joueurs peuvent bien faire ce qu'ils veulent, pourvu qu’ils res-

consensus

On sait aussi que I'hypodisedu sujet rationnekst souvent faite dans les travaux sur le
dialogue et sur la conversation sans que I'on puisse bien savoipéiat provenir cette ra-
tionalite ni comment on peut la caréciser orationnellement. Dans Jdeorie de I'Agir
communicationng[8]), Habermas tente de s’affranchir de tougdidition métaphysique

de la rationalié et fait de cette derére un produit de I'interaction, pldt qu’un point de
déepart. Si l'intention est louable, il n'est paérsque le philosopheéussisseéx accom-

plir son projet car il semble qu’il y ait toujours une circulariqui s’introduit quelque
part, I'hypothtese de rationaltétant toujours dja au moins en partie faiteed qu’on veut
étudier un dialogue de masre concete. On peut pewdire sortir de ce cercle en faisant
une hypotiese beaucoup plus faible que la ratiorggliui serait alors simplement le fait

de 'uniformité. Nous avons vu en section 5 que cette notion intuitive (reposant see I'id
que les desseins réggentatifs de comportements sont stables au travers du temps, que
par exemple, il sereépondu de magre constanta la neme questionépetee plusieurs
fois) pouvait aussi reédtir une @finition formelle. Ainsi que I'ont explicé Claudia Fag-
gian, Marie-Rege Fleury et Myriam Quatrini ([4]), un dessein est uniforme si chaque fois
qgu'on essaie de le metteI'épreuve de certains tests (les desseins partiels), on obtient
le méme Esultat. La condition d’uniformé suffita retrouver une authentique logique des
prédicats.

6.3 Une nouvelle double articulation du langage

La notion delieu nous a permis de noudoigner (au moins un temps) de la syntaxe
concete des formules : un@gle dialogiquen’est pas uneagle guice par 'emploi d’'un
connecteur de la logique classique, c’est quelque chose de beaucougniied gt abs-
trait, se caraérisant par une certairgéonetrie. On peut sans doute faire I'inventaire de
ces formes gonetriques. De rame que du point de vue strictement logique (celui de Gi-
rard) on ne sait paa priori sur quelle logique on va tomber, du point de vue du dialogue,
on ne sait pas non plspriori quelles sont lefiguresqui vontémerger.

Les operations sur les comportements, vues dans la €errgection, montrent comment
on peut fabriquer de nouveaux comportements (donc des dialoguss}ir de briques
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élementaires. Par exemple, deux dialogues portant sur une demande de renseignements
peuvent donner lieu par ufa a un dialogue offrant davantage d’alternatives, ou par un
tenseura un dialogue cumel

Une ambition du projet PRELUDE serait de montrer commeemqartir d’'un dialogue
concret, on peut le@omposer en de telles briquEsmentaires.

D’ou l'idée d’'une nouvellelouble articulationdu langage. La prerare, on le sait, &te
formulée par A. Martinet ([13]), et elle existe entre le niveau dpHanologieet celui de

la grammaire Elle prend en compte le fait qaw'ces deux niveaux, des uEstminimales
(phoremesd’un coté, morplemesou moremesde l'autre) s’organisent pour produire des
unités plus grandes. Mais, diviennent ces urésts elles-remes ? Elles sont le produit d’un
déecoupage qui part d'une substance son@mgple organise dans le but de communi-
quer dusenset qui trouve son fondement dans I'interaction verbaléa(base de I'action
concerée etc.). Le langage aussi contient des indices de polafit I'expo® de Claire
Beyssade), qu’on peut peétre voir comme lesasidus d’une interaction dialogique.

Au niveau le plus fondamental, on pourrait coser que les unés de langue proviennent
d’'une combinaison de mouvements dans le dialogue, dont on rechercherait klgsiples-
taires. Ces units de dialogue&lementaires contiendraient elle€mes des urés d’'un
autre plan, celui des psungessignifications literales combirees au moyen d’'un autre
syseme (ici, on peut reprendre l@mantique de Montague, @fiorée avec la thorie des
continuations pour la rendre dynamique, et avec la notibgErintensiorpour la rendre
moins grossre ([14]).

6.4 \ers une tteorie des formes de 'argumentation

Les exemples dor@s dans le corps de ce tedmient &ja quelques indications sur les
"briqueséléementaires” du dialogue. Par exemple, nous avons vu :
e demande de renseignement :
— pouvez-vous me donner I'’heure ?
— il est 13h45
— merci (= daimon)
e argumentation simple, avec une concession :
proposant ¢,
opposant non, cary,
proposant pourtantn (allant dans la direction dev)),
opposant tu as raison, maisgutre argument &,
On peut noter que, dans le premier cas, on peut avoir aussi :
— pouvez-vous me donner I'’heure ?
— je n’ai pas de montre.
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— ah, bon, excusez-moi (= daimon)
Cela cepend de I'ensemble d’adresses initial sur lequel s’entame le dialogue. Namirieth
du dialogue base sur la ludique ne dit rien sur le carret normal ou anormal d’un dia-
logue. Dans le dialogue @sent, deux cas peuvent s@€genter. Soit le premier locuteur
(le questionneur) n'a pas@ru que la personng qui il s’adresse puisse ne pas avoir de
montre, soit il I'a pévu. Dans le premier cas, il y a dissensus, mais pas dans leedeeixi
On peut néme pévoir des situations plus marginales (en apparence) comme :

— pouvez-vous me donner I'heure ?

— je vous en prie, cessez de m’importuner.

— ... (=daimon)
ou le daimonest bien literalement I'abandon ! ici, pour que le dialogue convergeagitd
de son apparence dissensuelle, il faut simplement supposer que le questionneur avait un
tout autre but (un tout autre dessein!) que savoir I'heure, par exemple draguer la personne
a qui il ou elle s’adresse. L'enrichissement departoires des desseins joue ainsideer
d’'un accroissement des connaissances sur la situation au sein de laqudtelde
dialogue. La notion derésuppos doit pouvoir entrer dans cette vision des choses.
Les formes de I'argumentation contiennent aussipasalogismedcf. 1.2), ce que les
auteurs anglo-saxons nomment atdiabacies(cf [9]). Il sera ineéressant de voir si on peut
developper une #orie de cesaisonnements fallacieyen les @composant au sein de la
ludique, montrant en cela que daimonest un paralogisme suffisant pour engendrer les
autres. Mais peugtre n’est-ce pas le cas, alors il faudra voir quels paralogismes introduire,
quittea faire cvier la logique "naturelle” sous-jacerada ludique.
Exemple de paralogisme
A uneémission de radio dont I'invigétait P. de Villiers (22/08/06) :

Question d’'une auditrice Pour vous, quelle est la&finition de "&tre francais” ?

Réponse de 'lhomme politigueEtre francais, c’est avoir la nationali francaise.

Dailleurs, je ferai changer les conditions d’attribution de la nationalit

Ce dialogue est de la forme suivante :

A : Donnez-moip,

B : Pour vous donneb, je vous donne, mais pour avoirp, il faut que vous ayez
Exercice(!) : donner une re@sentation de ce dialogue en ludique.

6.5 Une theorie "procédurale” de la signification

La notion de lieu a d’autre part ceci de fondamental qu’elle oldigensi@rer chaque
énonciation dans le dialogue comme une inscription paréiceien un temps et une place
determirés. A la lettre, aucunénonciationn’est identiquea une autre, #@me s'il existe
des proédures (ici leFax) permettant de lespiritualiser, c’esta-dire de reconnte une
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"identité de signification” entre dewenonciations, mais I'accent est mis ici sur &cassi

d’'une pro@dure pour cela. Lidengtde signification ne va pas de soi, elle est construite.
Nous retrouvons dans cette approche un point de vue proche de celui de Wittgenstein
sur le sens, qui n'a jamaéte beaucoup @velop@ dans le cadre détudes formelles, et

qui surtout, n’a jamaig&te vraiment rendu ggrationnel, point de vue selon lequeldens

d’'une expression est dans son usage. Ce qui fait, en ludique, le "sensiebgainc’est
'ensemble de ceux avec lesquels il converge (ou normalise). Autrement dit, il N’y a pas
d'attribution de signification en dehors de la mise en contact avec d’autres desseins, qui,
tous, agissent comme dépreuvewis-a-vis du dessein tesst

6.6 Vers uneétude des types de stratgie dans le dialogue

Nous avons fait surgir la notion ammportementPour celagtant dong une stragie
dans un dialogue, nous cherchons toutes cdlaanant de I'autre participant, qui peuvent
converger avec elle, puis toutes les €gi¢s qui convergent avec ces deres : on obtient
un ensemble "complet” et stable quéfihit une sorte de classe de stgiesa laquelle on
donne le nom deomportementCertains comportement sont d’ores ejadrépertores (le
sconsé par exemple, connu pour son cagaet asocial : aucune stégfie de dialogue ne
converge avec lui! c’est le comportement le plus radical, celui de I'impossildlitne
entente), mais on peut tenter de faire une analyse fine des types égist@tnduisant
a faireémerger des "comportements” qui pourraient correspoadtes types clairement
identifies de mouvements dans le dialogue, comnofacessionle retrait, 'acceptation
d’'un compromisetc.
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