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Résumé
Dans la pratique, la plupart des statistiques de test ont une distribution de probabilité
de forme inconnue. Généralement, on utilise leur loi asymptotique comme approximation
de la vraie loi. Mais, si ’échantillon dont on dispose n’est pas de taille suffisante cette
approximation peut étre de mauvaise qualité et les tests basés dessus largement biaisés.
Les méthodes du bootstrap permettent d’obtenir une approximation de la vraie loi de la
statistique en général plus précise que la loi asymptotique. Elles peuvent également servir
a approximer la loi d’une statistique qu’on ne peut pas calculer analytiquement. Dans
cet article, nous présentons une méthodologie générale du bootstrap dans le contexte des
modéles de régression.

Abstract
In practice, we rarely know the true probability distribution of a test statistic, and we base
tests on its asymptotic distribution. If the sample size is not large enough, the asymptotic
distribution could be a poor approximation to the true distribution, and consequently
tests based on it could be biased. Under mild regularity conditions, bootstrap methods
yield an approximation to the distribution of a test statistic that is more accurate than
the approximation obtained from first-order asymptotic theory. Moreover they provide a
way to substitute computation for mathematical analysis if calculating the asymptotic
distribution of an estimator or statistic is difficult. In this paper, we present a general

methodology of the bootstrap in regression models.
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1 Introduction

La qualité de I'analyse économétrique dépend en tout état de cause de la fiabilité des
statistiques de tests employées. Lorsqu’on souhaite faire de linférence, c’est-a-dire tester
une hypotheése, il est nécessaire de calculer une statistique de test et d’en connaitre la loi
de probabilité : on peut alors calculer un seuil critique ou une P-value et accepter ou non
I’hypothése posée. Malheureusement, la distribution de probabilité d’une statistique de test
est la plupart du temps inconnue, a moins de faire des hypothéses fortes et difficilement
vérifiables sur le modéle. La théorie asymptotique joue alors un role déterminant puisqu’elle
permet de relacher ces hypothéses : les développements asymptotiques au premier ordre
déterminent la distribution de probabilité de la statistique lorsque la taille de ’échantillon
est infiniment grande, appelée loi asymptotique. En pratique le nombre de données est fini
et on utilise la loi asymptotique comme approximation de la vraie loi inconnue. Toutefois,
pour que la loi asymptotique soit une bonne image de la vraie loi de la statistique il faut que
le nombre de données soit suffisamment important, sinon les tests peuvent étre faussés. Une
des caractéristiques majeure des méthodes du bootstrap est qu’elles permettent trés souvent
d’obtenir une meilleure approximation de la vraie loi de la statistique que celle donnée par la
loi asymptotique. La fiabilité des tests en est accrue, notamment pour des échantillons dont
le nombre d’observations n’est pas treés grand. Ces progrés ont des conséquences profondes
en sciences car le gain de précision apporté par le bootstrap peut avoir d’importants effets
sur les conclusions scientifiques, qui s’appuient sur des évaluations statistiques de la vérité.
Les applications du bootstrap sont diverses et variées, en économétrie leur apport principal
concerne 'amélioration de l'inférence dans les modéles de régression, comme le souligne le
survey de Horowitz (1997).

L’article d’Efron (1979) a été un événement majeur en statistique, d’importants tra-
vaux ont par la suite vu le jour de sorte qu’aujourd’hui les applications du bootstrap sont
nombreuses. Il existe de nombreux surveys sur le sujet dans la littérature statistique, ainsi
que plusieurs ouvrages dont ceux d’Efron et Tibshirani (1993), Shao et Tu (1995), Barbe et
Bertail (1995) ou encore Davison et Hinkley (1997). Ce n’est que plus récemment que les éco-
nometres se sont intéressés a ces techniques, on peut se référer a I’article de Horowitz (1994)
qui applique le bootstrap aux tests de la matrice d’information. [.’une des particularités du
bootstrap est qu’il en existe de nombreuses mises en oeuvre, qui dépendent étroitement du
contexte étudié. L’expérience de sa pratique et les nombreux résultats des simulations sur
ses propriétés en échantillon fini montrent qu’ en général le bootstrap donne des résultats
raisonnables et fiables, mais qu’une utilisation inadéquate peut avoir des conséquences dra-
matiques. Quelques exemples ou le bootstrap ne fonctionne pas ont également été signalés
dans la littérature, c’est par exemple le cas pour les U-statistiques dégénérées et avec I'esti-

mateur de la borne 6 de la loi uniforme U (0, 8), voir par exemple Bickel et Freedman (1981).



Dans le contexte des modéles de régression classiques et pour les statistiques usuelles en éco-
nométrie, le bootstrap peut améliorer considérablement la qualité de 'inférence, notamment
en petit échantillon. Il faut toutefois rester attentif lors de son utilisation.

L’objectif de cet article est de proposer une méthodologie générale du bootstrap & adopter
dans le contexte des modéles de régression, afin d’améliorer la fiabilité des statistiques de
test. Nous utilisons la régression linéaire pour simplifier la présentation, les résultats restant
valables dans le cadre des régressions non-linéaires, robustes ou non-paramétriques. Sur la
base d’'un rappel de quelques fondements, nous présentons le principe du bootstrap dans
le contexte des modéles de régression, puis ses conditions d’applications, section 2. Nous
passons ensuite en revue dans la section 3, ses différentes mises en oeuvre en pratique pour
divers cadres d’analyse courants en économétrie : aléas +4.i.d. - aléas hétéroscédastiques -
séries temporelles - modéles sur-identifiés. Dans la section 4, nous exposons 'utilisation du
bootstrap pour construire des intervalles de confiance et comparons cette approche a celle
des tests d’hypothéses. Finalement, section 5, nous illustrons 1’utilisation et les avantages du

bootstrap a travers une application empirique.

2 Le bootstrap

Avant de présenter le principe général du bootstrap dans un modéle de régression, nous
définissons quelques concepts fondamentaux. Ensuite, nous étudions la validité asymptotique
et la précision en échantillon fini de ces méthodes.

2.1 Fondements

En premier lieu, nous donnons les définitions de ce que sont un modéle, un processus
générateur de données, une statistique, un pivot et un pivot asymptotique.

On définit tout modéle M comme un ensemble de processus générateur de données,
ou ensemble de PGD. On entend par processus générateur de données, quelque chose qui
peut étre simulé pour toute taille d’échantillon sur ordinateur, afin de générer un ensemble de
données. L’aspect essentiel du PGD est qu’il n’est pas défini & moins que ’on ait suffisamment
d’information : les valeurs des paramétres sont connues ainsi que les lois de probabilités. Un

exemple simple est le modéle suivant :
y=XpB+u, E(u|X)=0, E(uwu'|X)=o%T (1)

ol y est un vecteur de m observations, X une matrice n X k de régresseurs exogeénes,
c’est a dire indépendants du terme d’erreur, et w un vecteur aléatoire dont les composantes

sont les aléas d’espérance nulle et de covariance proportionnelle a la matrice identité I.



Les paramétres inconnus du modéle sont le k-vecteur B et le scalaire o2. Ce modéle est
caractérisé par une infinit¢ de PGD, chaque PGD étant complétement spécifié pour des
valeurs de 3 et o2 fixés et une loi des aléas définie. Pour un PGD donné p, il est possible de
générer un ensemble de données y* de la variable dépendante y. Une statistique est une
fonction des données, c’est par construction une variable aléatoire qui dépend des données
y et sa loi dépend du PGD sous-jacent a ces données p. Une statistique de test est un
pivot par rapport & un modéle M si sa distribution de probabilité est la méme pour tout
PGD du modéle pour une taille d’échantillon donnée, autrement dit si elle est invariante par
rapport aux caractéristiques inconnues du modéle (les paramétres et la loi des aléas dans
notre exemple). Une statistique est un pivot asymptotique par rapport au modéle M si
sa loi asymptotique est la méme pour tout PGD du modéle.

Nous verrons par la suite que la notion de pivot est essentielle pour comprendre pourquoi
le bootstrap fonctionne correctement. L’'intérét est qu’en économétrie, la plupart des statis-
tiques de tests sont des pivots ou des pivots asymptotiques. Considérons par exemple un
modéle de régression linéaire avec des régresseurs exogénes. Pour une loi connue des aléas,
une statistique qui ne dépend que des régresseurs et des résidus est un pivot. En effet, les
résidus sont issus d'une projection orthogonale des aléas sur I'espace engendré par les ré-
gresseurs. Dans ce cas, la loi de la statistique est uniquement fonction des régresseurs et de
la loi des aléas. Elle est invariante par rapport a tout le reste. Par ailleurs, les statistiques
qui suivent (asymptotiquement) les lois de Student, de Fisher, du Chi-deux ou encore la loi

Normale centrée réduite, sont des pivots (asymptotiques).

2.2 Principe

Les définitions précédentes nous permettent de définir le principe du bootstrap comme suit,

Dans les modéles de régression, le principe du bootstrap consiste a spécifier un PGD,
nommé PGD bootstrap, en remplacant les parametres et distributions de proba-
bilités inconnus dans le modele, par des estimations empiriques de ces derniers. La
distribution de probabilité de la statistique de test sous ce PGD artificiel est appe-
lée lot bootstrap. On calcule un test bootstrap ou une P-value bootstrap en

utilisant la lot bootstrap pour lot nominale.

L’idée est que si le PGD bootstrap est suffisamment proche du vrai, les données générées
par celui-ci seront similaires & celles qui auraient été générées par le vrai PGD. Une P-value
obtenue avec la loi bootstrap devrait alors étre trés proche de celle qui aurait été calculée
avec la vraie loi de la statistique, de telle sorte que I'inférence est fiable.

On aimerait calculer la loi bootstrap a partir de développements analytiques pour en

obtenir une expression exacte. Malheureusement, c’est la plupart du temps impossible. On



a alors recours a des simulations pour en obtenir une approximation. Plagons-nous dans le
cadre d’'un modéle de régression, ot un PGD est complétement spécifié pour des valeurs
fixes de ses paramétres inconnus 6 et pour une loi de probabilité des aléas donnée F'. Si on
considére par exemple le modéle (1), on aurait @ = (83, a?). Soit T la statistique d’intérét,
dont la loi G est inconnue. La loi bootstrap G* peut étre approximée par simulations a

partir de l'algorithme suivant :

1. On calcule des estimateurs 8 des paramétres inconnus et F de laloi de probabilité des

aléas et on calcule une réalisation de la statistique de test T.

2. On construit le PGD bootstrap p* et on génére des données y*. Sur la base des données
simulées, appelées échantillon bootstrap, on calcule une réalisation de la statistique

bootstrap 7*.

3. On répéte I'étape précédente B — 1 fois afin d’obtenir B réalisations de la statistique
bootstrap {7}}:=1..5. La fonction de distribution empirique formée par ces B réali-
sations est une approximation de la loi bootstrap : G*(x) = B~} Zf;l I(7} < =x).

I(.) est la fonction indicatrice qui prend les valeurs 1 si son argument est vrai et 0 autrement.
Suivant 'information que 'on posséde sur la loi de probabilité des aléas F', on distingue deux
méthodes différentes,

— le bootstrap paramétrique : si F' appartient a une famille paramétrique connue et
de dimension fini F'(8), on utilise ' = F(8) o & est un estimateur convergent de 4.

— le bootstrap non-paramétrique : on utilise la fonction de distribution empirique
(EDF) des résidus centrés.

Tel que nous 'avons défini, on distingue dans le bootstrap deux types d’approximations.
L’approximation théorique : c’est la différence entre la loi bootstrap et la vraie loi, elle
provient de I'utilisation d’un PGD bootstrap qui est différent du vrai PGD inconnu. Il va de
sol que si la statistique d’intérét est un pivot par rapport au modéle, la loi bootstrap sera
identique a la vraie loi et cette approximation sera inexistante. L’essentiel des travaux théo-
riques sur le bootstrap porte sur la détermination des taux de convergence de la loi bootstrap
vers la vraie loi, lorsque la statistique n’est pas un pivot exact. L’ approximation expéri-
mentale apparait lorsque la loi bootstrap ne peut pas étre calculée analytiquement. Cette
approximation est complétement indépendante de la premiére et elle provient du nombre
fini de simulations que l'on fait. Utiliser un nombre fini de simulations n’est pas sans consé-
quences : Hall (1986) montre que les intervalles de confiance bootstrap tendent a étre trop
longs et Jockel (1986) montre qu’il y a une perte de puissance des tests. Par ailleurs, Da-
vidson et MacKinnon (2000) montrent que le nombre de simulations bootstrap B doit étre
choisi tel que a(B + 1) soit un entier, ol ¢ est le niveau nominal, pour supprimer tout
biais éventuel de I’estimation bootstrap d’un seuil critique ou d’'une P-value. Ils présentent

également une procédure de test préliminaire qui permet de minimiser la perte de puissance.



Si la statistique est un pivot exact et que sa loi bootstrap est approximée par des simu-
lations, les tests bootstrap se confondent avec les tests Monte Carlo : seule ’approximation
expérimentale est présente. Hall (1994), Dufour et Kiviet (1998) préférent parler de tests
Monte Carlo car la littérature sur ce sujet, Dwass (1957), Barnard (1963) et Birnbaum
(1974), précéde largement celle sur le bootstrap, Efron (1979).

2.3 Validité

Pour que le bootstrap soit valide, il faut que la loi bootstrap converge faiblement, en
probabilité, vers la vraie loi. Pour comparer deux distributions, la distance de Mallows (1972)
est une métrique qui permet de montrer que la distance entre la loi bootstrap et la vraie
loi converge vers zéro lorsque le nombre d’observations tend vers l'infini. Cette technique
est la plus couramment utilisée dans la littérature statistique pour démontrer la validité
asymptotique du bootstrap, voir parmi d’autres Bickel et Freedman (1981) et Freedman
(1981). Dans notre optique, nous utilisons principalement le bootstrap dans le but d’obtenir
une meilleure approximation de la vraie loi d’une statistique que celle donnée par la loi
asymptotique. La connaissance de la loi asymptotique permet de démontrer la validité du
bootstrap de maniére plus classique : pour une statistique d’intérét 7 dont on connait la loi
asymptotique Ggg, il suffit de montrer & partir du PGD bootstrap que la loi asymptotique
de la statistique bootstrap 7* est égale & G45. On peut le faire en utilisant la Loi des Grands
Nombres (LGN) et le Théoréme Central Limite (TCL) de la méme fagon qu’on le fait pour

déterminer la loi asymptotique de la statistique 7.

2.4 Précision

Une fois la convergence établie, il reste a savoir si le bootstrap fonctionne correctement
dans la pratique. Nous avons vu que si la statistique est un pivot exact, le bootstrap conduira
a des résultats quasiment parfaits car 'approximation théorique est alors inexistante (cf. 2.2).
Si la statistique n’est pas un pivot exact, il faut déterminer dans quelle mesure la loi bootstrap
est une bonne approximation de la vraie loi de la statistique. Pour cela on étudie les vitesses
de convergences et, a cette fin, les techniques de développement d’Edgeworth (1896, 1905) ou
les inégalités de type Berry-Esseen (qui sont des versions sophistiquées de développements
de Taylor) sont utilisées.

Les développements théoriques montrent que si la statistique est un pivot asymptotique,
Ierreur de la probabilité de rejet d’un test bootstrap (distorsion du niveau) converge plus ra-
pidement vers zéro que celle d’'un test asymptotique. Pour une taille d’échantillon mn, I'erreur
de la probabilité de rejet d’un test basé sur sa loi asymptotique est, en général d’ordre n—1/2

pour un test uni-latéral, et d’ordre m™' pour un test bi-latéral. Beran (1988) montre que



1/2 i la statistique

I’'utilisation du bootstrap permet de réduire cet ordre d’un facteur n—
est un pivot asymptotique et si les paramétres et distributions du PGD bootstrap sont des
estimateurs convergents des parameétres et distributions inconnus du modéle. Dans certains

! voir méme plus ; pour une discus-

cas particuliers, cet ordre peut étre réduit d’un facteur n—
sion détaillée sur les améliorations asymptotiques du bootstrap, basée sur les développements
d’Edgeworth, voir Hall (1992).

Davidson et MacKinnon (1999) montrent qu’une amélioration asymptotique supplémen-

—1/2 peut étre obtenue si la statistique qui fait I'objet du boots-

taire, en général d’ordre n
trap est asymptotiquement indépendante des composantes aléatoires du PGD bootstrap. Ils
montrent qu'une telle indépendance est satisfaite dans le cadre du bootstrap parameétrique
si le PGD bootstrap est construit avec les paramétres estimés sous le modéle contraint,
c’est-a-dire le modele qui tient compte de I’hypothése nulle; et qu’elle peut étre également
obtenue assez facilement dans le cadre du bootstrap non-paramétrique. Ce résultat justifie
de maniére théorique I'idée de préférer construire le PGD bootstrap sous 'hypothése nulle,
qui remonte & Beran (1986b) ou encore Beran et Srivastava (1985).

La prise en compte de ces améliorations successives indique que dans de nombreuses
circonstances ’amélioration asymptotique des tests bootstrap par rapport aux tests asymp-
totiques sera d’ordre n 1. Ces résultats ne sont qu’asymptotique, aussi ils ne permettent pas
d’affirmer qu’en échantillon de petite taille, I'inférence bootstrap sera forcément plus fiable
que celle des tests asymptotiques si la statistique est un pivot asymptotique. Néanmoins, si
en échantillon fini le comportement de la statistique est proche de celui d’'un pivot exact et si
cette statistique est quasiment indépendante des composantes aléatoires du PGD bootstrap,
il ne fait aucun doute que les tests bootstrap seront beaucoup plus fiables. Dans la littérature,
de nombreux travaux étudient a ’aide de simulations le comportement en échantillon fini
de différentes statistiques : les résultats expérimentaux montrent que si la statistique est un
pivot asymptotique le bootstrap corrige trés souvent la distorsion du niveau des tests basés

sur la loi asymptotique, voir parmi d’autres Horowitz (1997).

3 Mises en ceuvre

La mise en ceuvre du bootstrap dépend du contexte considéré. Dans cette section, nous
présentons son implémentation dans différents cadres d’analyse couramment rencontrés en
économétrie : pour un modéle de régression avec des aléas 1.7.d., hétéroscédastiques, non-
indépendants et dans les modéles sur-identifiés. Le modéle de régression linéaire est utilisé
dans un but pédagogique. Les résultats se généralisent aux régressions non-linéaires, robustes
ou non-paramétriques, voir par exemple Huet et Jolivet (1989) et Huet, Jolivet, et Messéan
(1990).



3.1 Aléas z.:.d.

Considérons le modéle de régression linéaire suivant,
yo=XiB+Zy+u  uy~ F(0,07) (2)

ol y; est I'observation t de la variable dépendante, X est la t™° ligne d’une matrice n X k
de variables indépendantes, et Z; est 'observation ¢ d’'un vecteur de données indépendantes.
Les paramétres inconnues sont le k-vecteur 3 et le scalaire ~y ; us représente les aléas supposés
indépendants du modéle, dont la distribution de probabilité F' est d’espérance nulle et de
variance o2. Considérons par exemple 'hypothése nulle Hy : v = ~o et la statistique de
student

= (% —)/5®) (3)

ol 4 est estimateur des moindres carrés ordinaires (OLS) du paramétre -~ et S(%) son écart-
type estimé. Cette statistique suit asymptotiquement la loi Normale centrée réduite : elle est
donc un pivot asymptotique. Si le nombre de données n’est pas suffisamment important et si
la loi F' est inconnue ou si les régresseurs contiennent un retard de la variable dépendante, on
peut justifier I'utilisation du bootstrap pour améliorer la fiabilité de I'inférence statistique :
la loi bootstrap devrait étre une meilleure approximation de la vraie loi de la statistique que
la loi asymptotique N (0, 1) ou la loi de Student.

La mise en ocuvre du bootstrap consiste a construire un PGD bootstrap, qui génére des
données qui ressemblent le plus possible aux données réelles. Pour spécifier le PGD bootstrap,
il faut trouver des estimations convergentes des paramétres inconnus du modéle et, dans le
contexte du bootstrap non-paramétrique, une estimation convergente de la loi des aléas.

— Les paramétres du modéle : on pourrait utiliser n’importe quel estimateur convergent
des paramétres. Toutefois, pour bénéficier de 'amélioration asymptotique de Davidson et
MacKinnon (1999), il faut que la statistique de test soit asymptotiquement indépendante du
processus générateur de données bootstrap (cf. 2.4). Cette hypothése est respectée si le PGD
bootstrap est construit avec les estimateurs des parameétres du modéle qui respecte I’hypo-
these nulle, appelé modéle contraint. Cela se justifie par le fait que dans de trés nombreux
cas, les paramétres estimés sous ’hypothése nulle Hy sont asymptotiquement indépendants
des statistiques qui testent Hy. Dans le cadre des tests classiques basés sur une estimation
par maximum de vraisemblance, Davidson et MacKinnon (1987) en font une démonstration
détaillée, qui peut étre étendue aux estimations de type NLS, GMM et autres.

— La loi des aléas : si la loi F' est connue a un ensemble de parameétres prés, il suffit

d’obtenir des estimateurs convergents de ces paramétres, on utilise alors le bootstrap para-



métrique. Si la loi F' est inconnue, on utilise la fonction de distribution empirique (EDF)
des résidus centrés, qui est une estimation convergente de la loi des aléas, c’est le bootstrap
non-paramétrique. Cette loi F' est appelée loi de rééchantillonnage car, pour générer les don-
nées bootstrap, on effectue des tirages aléatoires dans cette fonction. En général, on ne peut
pas utiliser 'EDF des résidus non-centrés : pour que le bootstrap soit valide ils doivent étre
centrés, de sorte que la loi de rééchantillonnage soit d’espérance nulle. Si ce n’est pas le cas,
la loi bootstrap tend vers une loi dont le premier moment n’est pas le méme que celui de
la loi asymptotique : la distance entre la loi bootstrap et la vraie loi ne converge pas vers
zéro (cf. 2.3). Notons que pour un modéle de régression linéaire estimé par moindres carrés
ordinaires avec la constante pris comme régresseur, les résidus sont par construction centrés
et cette transformation n’est pas nécessaire. D’autre part, une amélioration marginale, por-
tant sur le second moment de la loi de rééchantillonnage peut étre obtenue. Elle consiste a
restandardiser les résidus, de telle sorte que la variance de la fonction de rééchantillonnage
soit si possible un estimateur sans biais de la variance des aléas du modéle. On sait que
pour un modéle de régression linéaire avec des aléas 4.4.d., la variance des résidus tend a sous
estimer la variance des aléas : E(4'4) = o?(n — k), ot k est le nombre de régresseurs. On
peut corriger ce biais en multipliant les résidus centrés par la racine carrée de n/(n — k),
on obtient les résidus restandardisés '&,(51). Une autre solution consiste a utiliser le fait que
E(4?) = o*(1 — hy), avec hy = V{(VTV)7V,T et V = [X, Z]. On utilise alors les

résidus restandardisés et centrés :

L@ Uy 1 Usg

W T 02 k) "
On divise @; par un facteur proportionnel a la racine de sa variance. Les résidus ; n’ont
pas la méme variance, il y a une hétéroscédasticité artificielle. Les résidus restandardisés ont
tous la méme variance, et sont recentrés. Pour conserver le gain de précision de Davidson
et MacKinnon (1999) dans le cadre du bootstrap non-paramétrique, la statistique de test
doit étre non seulement asymptotiquement indépendante des paramétres du modéle, mais
également de la fonction de réechantillonnage F. Les auteurs montrent que si on utilise
la fonction de distribution empirique F' des résidus, du modéle contraint ou non-contraint,
on vérifie cette propriété. Seules des expériences Monte-Carlo montrent que 'utilisation
des résidus du modéle contraint plutot que ceux du modeéle non-contraint, apporte un gain
de précision trés sensible, voir van Giersbergen et Kiviet (1994), Li et Maddala (1993) et
Nankervis et Savin (1994).

Le bootstrap classique, ou naif, non-paramétrique se base donc sur le processus gé-



nérateur de données bootstrap :
y; = XiB+ Zryo+u}  uj ~ EDF(@;”) (5)

ou 3 est 'estimateur des parametres du modéle contraint et wj un tirage indépendant avec
remise dans les résidus du modéle contraint restandardisés et centrés '&,(f), out = 1,2 La

loi bootstrap est la loi de la statistique de test,

™ = (% — 7)/S (%) (6)

ol 4* est estimateur OLS de =g et S(5*) Pestimateur de son écart-type. On peut obtenir
par simulation, & l'aide de ’algorithme de la section (2.2), une approximation de la loi
bootstrap. Plus loin, dans la section (5), nous verrons une description détaillée de cette mise

en oeuvre dans le cadre d’une application.

3.2 Aléas hétéroscédastiques

Si les aléas du modéle sont hétéroscédastiques et qu’on ne peut pas obtenir des estimations
convergentes des variances des aléas, la méthode du bootstrap classique n’est plus valable. La
forme de I’hétéroscédasticité pouvant étre fonction des régresseurs, on ne peut pas retirer les
résidus indépendamment des régresseurs. Il existe deux méthodes différentes pour contourner
cette difficulté.

Le bootstrap par paires proposé par Freedman (1981) consiste & générer un échan-
tillon bootstrap en retirant de facon indépendante et avec remise directement dans le couple
régressande/régresseurs, plutot qu’a partir des résidus. Le principal inconvénient de cette
méthode est qu’elle n’est pas valide si les régresseurs contiennent des retards de la variable
dépendante, c’est a dire pour la plupart des modéles dynamiques. Par ailleurs, la condition
d’indépendance des régresseurs et des aléas dans I’échantillon bootstrap n’est plus respectée
puisque les régresseurs sont tirés en méme temps que la variable dépendante, les performances
numériques sont affectées, voir Horowitz (1997). Flachaire (1999) propose une nouvelle im-
plémentation du bootstrap par paires avec de meilleures propriétés numériques. Toutefois,
le probléme de la perte d’indépendance des régresseurs et des aléas reste présent.

Le wild bootstrap a été introduit par Particle de Wu (1986) qui est discuté entre
autres par Beran (1986a). Par rapport au bootstrap par paires, cette méthode a Iavantage
d’étre valide pour les modéles dynamiques et de conserver I’hypothése d’indépendance des

régresseurs et des aléas dans 1’échantillon bootstrap. Si on considére toujours le modéle (2)
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mais avec des aléas hétéroscédastiques : E(u?| Xy, Zy) = o2, le PGD wild bootstrap est

yr = XoB + Ziyo + @7 €} ey ~ F(0,1) (7)
ou B est 'estimateur des paramétres du modéle contraint et aﬁz) les résidus du modéle
contraint restandardisés et centrés, décrits en (4). Pour que le bootstrap soit valide, il faut
que le rééchantillonnage de e s’effectue a partir d’'une fonction de distribution quelconque F
d’espérance nulle et de variance I'unité. La loi Normale centrée réduite est donc appropriée.
Mais si on impose également au troisiéme moment de la loi F d’étre égal a 1, Liu (1988)
montre qu'un gain de précision est obtenu dans la cas ou la loi des aléas du modele est
asymétrique. Plusieurs constructions de F sont possibles, dont la loi bi-atomique e; =
—(+v/5—1)/2 avec la probabilité (v/5+1)/(2v/5) et €f = (v/5+1)/2 avec la probabilité
1 — (v/5 + 1)/(2+/5). Davidson et Flachaire (1999) démontrent que la loi bi-atomique
symétrique qui prend les valeurs +1 ou —1 avec la méme probabilité 1/2 bénéficie d’une
amélioration asymptotique reliée a I'indépendance asymptotique de la statistique qui fait
I'objet du bootstrap et du PGD bootstrap. Cette derniére version donne des performances
toujours supérieures aux autres choix de F proposés dans la littérature, les résultats peuvent

étre exacts dans certains cas précis.

3.3 Séries temporelles

Dans le cadre des séries temporelles stationnaires, si les données sont dépendantes dans
le temps, on ne peut pas les retirer de facon indépendante. Le rééchantillonnage doit tenir
compte de ce caractére dépendant dans le processus générateur de données.

Le bootstrap récursif est utilisé si le modéle est paramétrique, avec une structure i.i.d.
sous-jacente, tel un modéle ARMA. Supposons par exemple qu’une série y; est générée par
le modéle ARMA(p,q) suivant,

Y+ oY1+ ..o Fopyip = U+ Brur—1 + ... + BpUs_q (8)

que 'on peut réécrire A(L, )y, = B(L,3)us, ou A et B sont des fonctions connues,
L Vopérateur de retards, a et 3 des vecteurs de paramétres, et u; une variable aléatoire
indépendante et identiquement distribuée. Un échantillon bootstrap peut étre généré récur-
sivement par A(L, &)y} = B(L, B)u:, ol & et 3 sont des estimateurs convergents de o et
B du modele contraint, uy est tiré de fagon indépendante et avec remise dans une fonction
de rééchantillonnage qui estime de fagon empirique la loi des aléas, voir la section (3.1).
Pour éviter les problémes au bord, l'initialisation la plus pratique et parfois la seule faisable

consiste a conditionner 1’échantillon bootstrap par rapport aux premiéres données observées.
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Par exemple, pour le modele AR(1) : Yy = pys—1 + s, on aurait y} = pyo + uj, puis
Y5 = py; + uj etc.. ., I'échantillon bootstrap est conditionné par I’observation yo. Concer-
nant I'étude de la précision du bootstrap, on peut se référer 4 Freedman (1984) ou Bose
(1988).

Le bootstrap par blocs est une généralisation de la méthode du bootstrap pour les
séries stationnaires, lorsqu’on n’a aucune information sur la forme de la dépendance des
données. Le principe consiste a regrouper les résidus centrés dans des blocs de longueur 1
afin de capter du mieux possible la dépendance existante. Le rééchantillonnage se fait en ti-
rant de maniére indépendante et avec remise ces blocs. Il existe deux maniéres différentes de
construire des blocs. La premiére, développée par Carlstein (1986), consiste a tirer des blocs
disjoints qui sont composés d’observations ne pouvant pas appartenir & un autre bloc, on
I'appelle le bootstrap stationnaire. La seconde développée par Kiinsch (1989), le boots-
trap M BB “Mowving Block Bootstrap”, consiste a tirer des blocs non-disjoints. I.’inconvénient
principal de ces techniques est qu’elles générent des données qui n’ont pas la méme structure
de dépendance que les données d’origine. La construction de blocs indépendants laisse sup-
poser que les données sont indépendantes aprés un certain nombre de retards. Dans certaines
circonstances les performances numériques peuvent alors étre mauvaises, celles-ci étant sen-
sibles au choix de I. Ces techniques continuent de faire 'objet d’un grand nombre de travaux
dans la littérature.

Concernant les modéles non-stationnaires, il faut prendre de grandes précautions car le
bootstrap ne fonctionne pas toujours, voir Basawa, Mallik, McCormick, et Taylor (1989).
Dans le cadre d’un test de racine unitaire, le PGD bootstrap doit nécessairement imposer la
racine unitaire, c’est a dire respecter I’hypothése nulle, sinon il n’est pas valide, voir Basawa
et al. (1991a, 1991b), Li et Maddala (1996), van Giersbergen (1998) ou encore Bertail (1994)
dans la littérature francaise. Plus que pour bénéficier de 'amélioration asymptotique de Da-
vidson et MacKinnon (1999), cette condition est indispensable pour la validité asymptotique
du test bootstrap de racine unitaire.

Pour plus de détails concernant le bootstrap dans les modéles dynamiques, on peut se
référer au survey de Li et Maddala (1996) et a la thése de van Giersbergen (1998), qui

considerent également les modéles de cointégration.

3.4 Modéle sur-identifié et autres cas

L’estimation par variables instrumentales repose entre autres sur I’hypothése d’absence de
corrélation entre les instruments et les aléas : E(W Tu) = 0, ott W est la matrice n X I des
instruments et u le vecteur des aléas. Dans le cadre du bootstrap classique, cette hypothése
n’est pas respectée : E(W Tu*) = W 'Ta = K, puisque K est nul seulement si le nombre

d’instruments est égal au nombre de régresseurs I = k. Si le modeéle est sur-identifié, il faut
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donc modifier I'implémentation du bootstrap de maniére a ce que le PGD bootstrap respecte
cette hypothése. Freedman (1984) est le premier a traiter ce probléme dans le cadre d’une
estimation 2SLS et Freedman et Peters (1984a, 1984b) proposent une illustration de ces
techniques. Dans le cadre d’une estimation par variables instrumentales (IV), la solution la
plus simple consiste a projeter orthogonalement w sur I’espace engendré par les instruments
et retenir le complément de cette projection : My, ot My = I — W(W TW)1WT,
Les aléas du PGD bootstrap uw* sont retirés dans les résidus restandardisés et centrés My u.
De maniére générale, presque tous les types de modeéles économétriques ont une version
appropriée du bootstrap : les modéles de régression avec des aléas hétéroscédastiques et/ou
autocorrélés, les modéles de régression sans lien apparent, les modéles avec des retards de la
variable dépendante, les modeéles a données de panel, les modéles & équations simultanées, les
logit, probit, tobit et autres modéles a variable dépendante limitée, les estimateurs robustes,
les modéles de survie, les estimations semi-paramétriques voire non-paramétriques, les tests
de racine unitaire et les modéles de cointégration. Pour plus d’informations, les articles de
Jeong et Maddala (1993) et Vinod (1993) font le point sur ’ensemble de ces applications.

4 Les intervalles de confiance

Il existe une relation duale entre les intervalles de confiance et les tests d’hypothéses : un
intervalle de confiance avec un niveau de confiance 1 — « contient ’ensemble des valeurs des
paramétres qui ne rejettent pas '’hypothése nulle au niveau nominal «. Dans cette section,
nous présentons la construction des intervalles de confiance bootstrap, puis nous montrons

que la dualité avec les tests d’hypothése n’est plus vérifiée lorsqu’on utilise le bootstrap.

4.1 Le bootstrap

Par construction, un intervalle de confiance bi-latéral est un intervalle dans lequel la
vraie valeur B¢ du paramétre d’intérét se trouve 100(1 — 2a)% de fois. Dans le contexte
des modeles de régression, on calcule un estimateur B du paramétre d’intérét, un estimateur
S (B) de son écart-type et une valeur critique c, issue en général de la loi de Student, on

construit habituellement 'intervalle de confiance comme suit :
| B=caS(®) 5 BtecaS®B) 9)

Cet intervalle de confiance est exact dans le cas particulier ol le modéle de régression est
linéaire avec des régresseurs exogeénes et des aléas Normaux : la quantité (8 —3o)/S(8) suit
alors la loi de Student. Dans tous les autres cas, c’est un intervalle de confiance approximé.

On utilise le bootstrap pour améliorer la qualité de 'approximation. La méthode du
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bootstrap la plus simple et la plus performante est la méthode percentile-t. Son principe
consiste a calculer les seuils critiques, non pas a partir de la loi de Student, mais & partir de
la loi bootstrap de la quantité ¢* = (B* — B)/S’(B*), qui est un pivot asymptotique. On

construit alors 'intervalle de confiance :
| B=ci 8(B) 5 B+ecnS(B) (10)

ol ¢}__, et ¢y sont respectivement les percentiles 100(1 — o) et 100 de la loi bootstrap.
Cet intervalle tient compte d’une possible asymétrie de la distribution de probabilité.

Une méthode alternative a la méthode percentile- ¢ est celle proposée par Efron (1987),
appelée Bias Corrected accelerated confidence intervals, ou BC,. Cependant, sa mise en
oeuvre est plus complexe que la méthode percentile-t sans qu’elle soit pour autant plus
performante. Elle peut étre utile lorsqu’il n’est pas possible d’avoir une standardisation
adéquate de la quantité ¢*, pour un exposé détaillé et la comparaison de ces différentes
méthodes voir Hall (1992).

4.2 Relation duale

La construction des intervalles de confiance bootstrap avec la méthode percentile- t est
trés proche de I'utilisation du bootstrap dans le cadre des tests d’hypothéses. Toutefois, nous
allons montrer que la relation duale entre les deux approches n’est en général plus vérifiée

lorsqu’on utilise le bootstrap. Considérons le modéle de régression non-linéaire :
y=z(,B)+u u~F(0,0° (11)

ou y est la variable dépendante et x(a, 3) une fonction de régression qui détermine la valeur
moyenne de y conditionnellement & «, B et un ensemble de régresseurs exogénes Z ; u est
un vecteur a n composantes supposées ¢.72.d., suivant une distribution F' inconnue centrée et
de variance finie o2.

— L’approche en terme des tests d’hypothése : soit I'hypothése nulle Hg : 3 = (g, on
estime le modéle (11) et on calcule la statistique de test 7 = (8 — Bo)/S(B), o B est
Pestimateur du paramétre 3 et S (B) Iestimateur de son écart-type. Le PGD bootstrap est

le suivant :

y* = (&, Bo) + u*  u* ~ EDF(a") (12)

L~ . N . ~(2 s . ., ,
ol & est l'estimateur du modéle contraint et u§ ) les résidus restandardisés et centrés du
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modeéle contraint, voir (4). On approxime par simulations la loi de la statistique bootstrap
T = (B — Bo)/S(By) (13)

ol B* est Destimateur bootstrap de o et S 3*) un estimateur de son écart-type.
B P 0 yP
— L’approche en terme des intervalles de confiance : on estime le modéle (11) et on

construit le PGD bootstrap comme suit,
y* =z(&,0) +u*  u* ~ EDF(a”) (14)

ol & et B3 sont les estimateurs du modéle non-contraint (11) et 11%2) les résidus restandardisés
et centrés du modéle non-contraint, voir (4). On approxime par simulations la loi de la

quantité bootstrap
¢t = (8- B)/5(8") (15)

ol B* est 'estimateur bootstrap de 3 et S(B*) un estimateur de son écart-type.

Dans I'approche en terme des intervalles de confiance, la statistique d’intérét ¢* n’est
pas asymptotiquement indépendante du PGD bootstrap car ce dernier ne respecte pas I'hy-
pothése nulle, on peut donc s’attendre a ne pas bénéficier du gain de précision de Davidson
et MacKinnon (1999) qui est garantie dans I’approche en terme des tests d’hypothése, voir
les sections (2.4) et (3.1). Cela n’a pas d’impact dans le cadre d’'un modéle de régression
linéaire statique lorsque la statistique de test ne dépend que des régresseurs et des résidus
mais, & partir du moment ot le modéle est dynamique et/ou non-linéaire, la dualité entre les
deux approches n’est plus vérifiée, les résultats expérimentaux de van Giersbergen (1998) le

confirment.

5 Application

Dans cette section, nous illustrons 1'utilisation du bootstrap dans la pratique, a travers
un exemple numérique. Le modéle utilisé concerne la demande d’électricité tel que le consi-
dére Berndt(1990, exercice 3, p. 339). Les données qu’il utilise décrivent la consommation
résidentielle d’électricité de 42 villes de Grande-Bretagne a une date donnée, elles sont dis-
ponibles dans la disquette fournie avec son manuel. Il s’agit donc d’un modéle statique avec

des données individuelles. Le modéle de régression sur lequel on travaille est le suivant,

KWH; =Bo+ B1INC;+ B2 (1/MC6,;) + B3 GAS6, + B4 CAP, + uy (16)
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ou KW H est la consommation domestique d’électricité par client dans chaque ville, TINC
le revenu moyen des consommateurs, M C6 le cotit marginal de I’¢lectricité, GASG6 le coit
marginal du gaz, et C AP la capacité de production d’électricité. L’estimation de cette régres-
sion linéaire peut étre effectuée par la méthode des moindres carrés ordinaires si on suppose
que les aléas u; sont indépendants et identiquement distribués. On réécrit le modéle (16) de

maniére simplifiée,
Y, = X.8 + w (17)

onY;= KWH,;, X; = (1,INC:,1/MC6;, GAS6;, C AP;) est une ligne de la matrice
n X 5 qui regroupe l'ensemble des régresseurs, et 8 = (Bo, B1, B2, B3, 34). Pour mettre
en valeur les avantages du bootstrap, nous choisissons dans un premier temps d’utiliser un
échantillon de plus petite taille, ot seules les 31 premiéres données sont utilisées.

Berndt (1990, p. 340) considére que la variance de la consommation domestique d’électri-
cité pourrait étre une fonction du nombre de consommateurs par villes : o2/CU ST;. Une
maniére de tester cette hypothése d’hétéroscédasticité des aléas, proposée par White (1980),
consiste a régresser les résidus du modele de départ élevés au carré sur la constante et les
variables susceptibles d’expliquer ’hétéroscédasticité, puis tester a ’aide d’une statistique
de Fisher la nullité des paramétres associés aux explicatives autres que la constante. Dans
notre exemple le test se construit en estimant le modeéle (17) par OLS, puis en régressant les
résidus au carré sur la constante et la variable influente : 4? = ~vo + v1(1/CUSTy) + e,
ol & est un bruit blanc. Le student associé¢ & ~; teste notre hypothése et on peut calculer
une P-value de cette statistique élevée au carrée et basée sur la loi de Fisher. Le calcul de

la P-value bootstrap consiste en les étapes qui suivent :

1. Estimer par OLS le modéle (17) de maniére a obtenir les paramétres estimés B et les
résidus @, puis calculer les résidus restandardisés et centrés a partir de la formule (4).
Estimer par OLS les résidus au carré sur la constante et 1/CU ST de maniére a obtenir

une réalisation de la statistique 7 qui teste Hg : ;7 = O.

2. Générer un échantillon bootstrap a partir du PGD bootstrap Y,* = Xt,é +uy ou uy est
un tirage aléatoire dans les résidus restandardisés et centrés. A partir de cet échantillon

calculer une nouvelle réalisation de la statistique 7* comme décrit précédemment.

3. Répéter I’étape précédente un grand nombre de fois de maniére a obtenir B statistiques
bootstrap ‘f';, j =1,...,B. Le nombre de fois ol 7“'33* est plus grand que 7, divisé par

B, est la P-value bootstrap.
La P-value obtenue avec la loi de Fisher est Py = 0.072 et avec la loi bootstrap P, = 0.036,
pour B = 9999. Pour un seuil de confiance a 5% les conclusions sont opposées : avec la

loi asymptotique on ne peut pas rejeter ’hypothése nulle alors qu’avec la loi bootstrap on
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la rejette. Si on refait 'expérience avec toutes les données m = 42 on trouve Py = 0.0004
et P, = 0.0023 et dans les deux cas on rejette 'hypothése nulle. Comme la théorie le
suggére, il semble plus efficace d’utiliser 1a P-value bootstrap qui tend plus rapidement vers

les bonnes conclusions statistiques.
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