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▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣
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❘és✉♠é
❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡st ♦♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡✉r ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐✳ ▼❛✐s✱ s✐ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♥t❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❡t ❧❡s t❡sts ❜❛sés ❞❡ss✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❜✐❛✐sés✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛
st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡r✈✐r
à ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s
❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳

❆❜str❛❝t
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ r❛r❡❧② ❦♥♦✇ t❤❡ tr✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡st st❛t✐st✐❝✱ ❛♥❞ ✇❡ ❜❛s❡
t❡sts ♦♥ ✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣♦♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t❡sts ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐❛s❡❞✳ ❯♥❞❡r ♠✐❧❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞s
②✐❡❧❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡st st❛t✐st✐❝ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✜rst✲♦r❞❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝ t❤❡♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛
✇❛② t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦r st❛t✐st✐❝ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❏❊▲ ✿ ❈✶
▼♦ts✲❝❧és ✿ ❜♦♦tstr❛♣✱ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
❑❡②✲✇♦r❞s ✿ ❜♦♦tstr❛♣✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ été ré❛❧✐sé ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ sé❥♦✉r ❛✉ ❈❖❘❊ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❈❛t❤♦❧✐q✉❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥✳ ❏❡
t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❘✉ss❡❧❧ ❉❛✈✐❞s♦♥ ♣♦✉r s❡s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s ❡t s❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
r❛♣♣♦rt❡✉r ❛♥♦♥②♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡✈✉❡✳



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ é❝♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❡♥ t♦✉t ét❛t ❞❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ t❡sts ❡♠♣❧♦②é❡s✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡st❡r
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❡t ❞✬❡♥ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ♦✉ ✉♥❡ P ✲✈❛❧✉❡ ❡t ❛❝❝❡♣t❡r ♦✉ ♥♦♥
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦sé❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st
❡st ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ à ♠♦✐♥s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢♦rt❡s ❡t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t
✈ér✐✜❛❜❧❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❥♦✉❡ ❛❧♦rs ✉♥ rô❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❡st ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✜♥✐
❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s♦✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ s✐♥♦♥ ❧❡s t❡sts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✉ssés✳ ❯♥❡
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t très s♦✉✈❡♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s t❡sts ❡♥ ❡st ❛❝❝r✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞♦♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s très ❣r❛♥❞✳ ❈❡s ♣r♦❣rès ♦♥t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s
❡♥ s❝✐❡♥❝❡s ❝❛r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❡✛❡ts
s✉r ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈ér✐té✳
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ s♦♥t ❞✐✈❡rs❡s ❡t ✈❛r✐é❡s✱ ❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡ ❧❡✉r ❛♣♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❡
s✉r✈❡② ❞❡ ❍♦r♦✇✐t③ ✭✶✾✾✼✮✳

▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊❢r♦♥ ✭✶✾✼✾✮ ❛ été ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♠❛❥❡✉r ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts tr❛✲
✈❛✉① ♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ❞❡ s♦rt❡ q✉✬❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ s♦♥t
♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s✉r✈❡②s s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉✈r❛❣❡s ❞♦♥t ❝❡✉① ❞✬❊❢r♦♥ ❡t ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✶✾✾✸✮✱ ❙❤❛♦ ❡t ❚✉ ✭✶✾✾✺✮✱ ❇❛r❜❡ ❡t
❇❡rt❛✐❧ ✭✶✾✾✺✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❉❛✈✐s♦♥ ❡t ❍✐♥❦❧❡② ✭✶✾✾✼✮✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s é❝♦✲
♥♦♠ètr❡s s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦r♦✇✐t③ ✭✶✾✾✹✮
q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛✉① t❡sts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞✉
❜♦♦tstr❛♣ ❡st q✉✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❞✉
❝♦♥t❡①t❡ ét✉❞✐é✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ s❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r
s❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✜♥✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ❡t ✜❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s q✉✬✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❛❞éq✉❛t❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞r❛✲
♠❛t✐q✉❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♦ù ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été s✐❣♥❛❧és
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s U ✲st❛t✐st✐q✉❡s ❞é❣é♥éré❡s ❡t ❛✈❡❝ ❧✬❡st✐✲
♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ θ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ U(0, θ)✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇✐❝❦❡❧ ❡t ❋r❡❡❞♠❛♥ ✭✶✾✽✶✮✳

✷



❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❡♥ é❝♦✲
♥♦♠étr✐❡✱ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❡♥ ♣❡t✐t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s r❡st❡r ❛tt❡♥t✐❢ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ à ❛❞♦♣t❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡
t❡st✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡st❛♥t
✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ré❣r❡ss✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ r♦❜✉st❡s ♦✉ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❙✉r ❧❛
❜❛s❡ ❞✬✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♣✉✐s s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ◆♦✉s
♣❛ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r
❞✐✈❡rs ❝❛❞r❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦✉r❛♥ts ❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡ ✿ ❛❧é❛s ✐✳✐✳❞✳ ✲ ❛❧é❛s ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡s ✲
sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✲ ♠♦❞è❧❡s s✉r✲✐❞❡♥t✐✜és✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❜♦♦tstr❛♣ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❝❡❧❧❡
❞❡s t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉
❜♦♦tstr❛♣ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳

✷ ▲❡ ❜♦♦tstr❛♣

❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✜♥✐ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✷✳✶ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ q✉❡ s♦♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ✉♥ ♣✐✈♦t ❡t ✉♥ ♣✐✈♦t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
♦✉ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P●❉✳ ❖♥ ❡♥t❡♥❞ ♣❛r ♣r♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ s✐♠✉❧é ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛s♣❡❝t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ P●❉ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

y = Xβ + u, E(u|X) = 0, E(uu⊤|X) = σ2I ✭✶✮

♦ù y ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ X ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n × k ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs ❡①♦❣è♥❡s✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ❡t u ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
s♦♥t ❧❡s ❛❧é❛s ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té I✳
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▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❧❡ k✲✈❡❝t❡✉r β ❡t ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ σ2✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ P●❉✱ ❝❤❛q✉❡ P●❉ ét❛♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ β ❡t σ2 ✜①és ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡s ❛❧é❛s ❞é✜♥✐❡✳ P♦✉r ✉♥ P●❉ ❞♦♥♥é µ✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❣é♥ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s y⋆ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ y✳ ❯♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝✬❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
y ❡t s❛ ❧♦✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ P●❉ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ❝❡s ❞♦♥♥é❡s µ✳ ❯♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ❡st ✉♥
♣✐✈♦t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M s✐ s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t
P●❉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛❧é❛s ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❯♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣✐✈♦t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ M s✐
s❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t P●❉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣✐✈♦t ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉rq✉♦✐
❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲✬✐♥térêt ❡st q✉✬❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡ t❡sts s♦♥t ❞❡s ♣✐✈♦ts ♦✉ ❞❡s ♣✐✈♦ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❡①♦❣è♥❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡s ❛❧é❛s✱
✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❡t ❞❡s rés✐❞✉s ❡st ✉♥ ♣✐✈♦t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
rés✐❞✉s s♦♥t ✐ss✉s ❞✬✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡s ❛❧é❛s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ré✲
❣r❡ss❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❡t ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛❧é❛s✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉t ❧❡ r❡st❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s
q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✭❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✮ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✱ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ ❞✉ ❈❤✐✲❞❡✉① ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❧♦✐
◆♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✱ s♦♥t ❞❡s ♣✐✈♦ts ✭❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✮✳

✷✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥s✐st❡ à s♣é❝✐✜❡r ✉♥ P●❉✱

♥♦♠♠é P●❉ ❜♦♦tstr❛♣✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐tés ✐♥❝♦♥♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❛r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ▲❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st s♦✉s ❝❡ P●❉ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❡st ❛♣♣❡✲

❧é❡ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ t❡st ❜♦♦tstr❛♣ ♦✉ ✉♥❡ P ✲✈❛❧✉❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ♣♦✉r ❧♦✐ ♥♦♠✐♥❛❧❡✳

▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ s✐ ❧❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ✈r❛✐✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s
♣❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡r♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t été ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡ ✈r❛✐ P●❉✳ ❯♥❡ P ✲✈❛❧✉❡
♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡✈r❛✐t ❛❧♦rs êtr❡ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t été ❝❛❧❝✉❧é❡
❛✈❡❝ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡st ✜❛❜❧❡✳

❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣♦✉r ❡♥
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥

✹



❛ ❛❧♦rs r❡❝♦✉rs à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦ù ✉♥ P●❉ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
✜①❡s ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s θ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❧é❛s ❞♦♥♥é❡ F ✳ ❙✐ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✮✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t θ = (β, σ2)✳ ❙♦✐t τ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✐♥térêt✱
❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ G ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ G⋆ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs θ̂ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❡t F̂ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s
❛❧é❛s ❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st τ ✳

✷✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ µ⋆ ❡t ♦♥ ❣é♥èr❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s y⋆✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
s✐♠✉❧é❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡
❜♦♦tstr❛♣ τ ⋆✳

✸✳ ❖♥ ré♣èt❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ B − 1 ❢♦✐s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r B ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡
❜♦♦tstr❛♣ {τ̂ ⋆

i }i=1...B✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❝❡s B ré❛❧✐✲
s❛t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ✿ Ĝ⋆(x) = B−1

∑B
i=1 I(τ̂ ⋆

i ≤ x).

I(.) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 1 s✐ s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✈r❛✐ ❡t 0 ❛✉tr❡♠❡♥t✳
❙✉✐✈❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦ssè❞❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❧é❛s F ✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱

✕ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿ s✐ F ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡t
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐ F (δ)✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ F̂ = F (δ̂) ♦ù δ̂ ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❡ δ✳

✕ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡
✭❊❉❋✮ ❞❡s rés✐❞✉s ❝❡♥trés✳

❚❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❡t ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐✱ ❡❧❧❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ✈r❛✐ P●❉ ✐♥❝♦♥♥✉✳ ■❧ ✈❛ ❞❡
s♦✐ q✉❡ s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✐♥térêt ❡st ✉♥ ♣✐✈♦t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ s❡r❛
✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ❡t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ✐♥❡①✐st❛♥t❡✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s tr❛✈❛✉① t❤é♦✲
r✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣
✈❡rs ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣✐✈♦t ❡①❛❝t✳ ▲✬ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐✲

♠❡♥t❛❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❡❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t✳ ❯t✐❧✐s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡s ✿ ❍❛❧❧ ✭✶✾✽✻✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜♦♦tstr❛♣ t❡♥❞❡♥t à êtr❡ tr♦♣
❧♦♥❣s ❡t ❏ö❝❦❡❧ ✭✶✾✽✻✮ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡sts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❉❛✲
✈✐❞s♦♥ ❡t ▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ✭✷✵✵✵✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜♦♦tstr❛♣ B ❞♦✐t êtr❡
❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡ α(B + 1) s♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦ù α ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t
❜✐❛✐s é✈❡♥t✉❡❧ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ❝r✐t✐q✉❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ P ✲✈❛❧✉❡✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ t❡st ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

✺



❙✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣✐✈♦t ❡①❛❝t ❡t q✉❡ s❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s t❡sts ❜♦♦tstr❛♣ s❡ ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s t❡sts ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✿ s❡✉❧❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡✳ ❍❛❧❧ ✭✶✾✾✹✮✱ ❉✉❢♦✉r ❡t ❑✐✈✐❡t ✭✶✾✾✽✮ ♣ré❢èr❡♥t ♣❛r❧❡r ❞❡ t❡sts
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❝❛r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❝❡ s✉❥❡t✱ ❉✇❛ss ✭✶✾✺✼✮✱ ❇❛r♥❛r❞ ✭✶✾✻✸✮ ❡t ❇✐r♥❜❛✉♠
✭✶✾✼✹✮✱ ♣ré❝è❞❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣✱ ❊❢r♦♥ ✭✶✾✼✾✮✳

✷✳✸ ❱❛❧✐❞✐té

P♦✉r q✉❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✱ ❡♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✈❡rs ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐✳ P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧♦✇s ✭✶✾✼✷✮
❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❡t ❧❛ ✈r❛✐❡
❧♦✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❡st ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣✱ ✈♦✐r ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s ❇✐❝❦❡❧ ❡t ❋r❡❡❞♠❛♥ ✭✶✾✽✶✮ ❡t ❋r❡❡❞♠❛♥
✭✶✾✽✶✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉
❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✐♥térêt τ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❧♦✐
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ Gas✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r à ♣❛rt✐r ❞✉ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❜♦♦tstr❛♣ τ ⋆ ❡st é❣❛❧❡ à Gas✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ▲♦✐ ❞❡s ●r❛♥❞s
◆♦♠❜r❡s ✭▲●◆✮ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t❡ ✭❚❈▲✮ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬♦♥ ❧❡ ❢❛✐t ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ τ ✳

✷✳✹ Pré❝✐s✐♦♥

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ét❛❜❧✐❡✱ ✐❧ r❡st❡ à s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣✐✈♦t ❡①❛❝t✱ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥❞✉✐r❛
à ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛r❢❛✐ts ❝❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♥❡①✐st❛♥t❡ ✭❝❢✳ ✷✳✷✮✳
❙✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣✐✈♦t ❡①❛❝t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣
❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡t✱ à ❝❡tt❡ ✜♥✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❊❞❣❡✇♦rt❤ ✭✶✽✾✻✱ ✶✾✵✺✮ ♦✉
❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥ ✭q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
❞❡ ❚❛②❧♦r✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳

▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣✐✈♦t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱
❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡❥❡t ❞✬✉♥ t❡st ❜♦♦tstr❛♣ ✭❞✐st♦rs✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❧✉s r❛✲
♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ③ér♦ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ t❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ P♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ n✱ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡❥❡t ❞✬✉♥ t❡st ❜❛sé s✉r s❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✬♦r❞r❡ n−1/2

♣♦✉r ✉♥ t❡st ✉♥✐✲❧❛tér❛❧✱ ❡t ❞✬♦r❞r❡ n−1 ♣♦✉r ✉♥ t❡st ❜✐✲❧❛tér❛❧✳ ❇❡r❛♥ ✭✶✾✽✽✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡
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❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r n−1/2✱ s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡
❡st ✉♥ ♣✐✈♦t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t s✐ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ s♦♥t ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❝❡t ♦r❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r n−1 ✈♦✐r ♠ê♠❡ ♣❧✉s ❀ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ s✉r ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
❞✬❊❞❣❡✇♦rt❤✱ ✈♦✐r ❍❛❧❧ ✭✶✾✾✷✮✳

❉❛✈✐❞s♦♥ ❡t ▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ✭✶✾✾✾✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✬♦r❞r❡ n−1/2✱ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❜♦♦ts✲
tr❛♣ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✉ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣✳ ■❧s
♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
s✐ ❧❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és s♦✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❀ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
♦❜t❡♥✉❡ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❥✉st✐✜❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱
q✉✐ r❡♠♦♥t❡ à ❇❡r❛♥ ✭✶✾✽✻❜✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❇❡r❛♥ ❡t ❙r✐✈❛st❛✈❛ ✭✶✾✽✺✮✳

▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s t❡sts ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡sts ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡s s❡r❛ ❞✬♦r❞r❡ n−1✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t q✉✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❛✉ss✐ ✐❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s
❞✬❛✣r♠❡r q✉✬❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜♦♦tstr❛♣ s❡r❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ♣❧✉s ✜❛❜❧❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s t❡sts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣✐✈♦t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐
❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✜♥✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♣✐✈♦t ❡①❛❝t ❡t s✐
❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✉ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣✱
✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥ ❞♦✉t❡ q✉❡ ❧❡s t❡sts ❜♦♦tstr❛♣ s❡r♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ét✉❞✐❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✜♥✐
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✿ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥
♣✐✈♦t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦rr✐❣❡ très s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t❡sts ❜❛sés
s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ✈♦✐r ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s ❍♦r♦✇✐t③ ✭✶✾✾✼✮✳

✸ ▼✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❞r❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥trés ❡♥
é❝♦♥♦♠étr✐❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧é❛s ✐✳✐✳❞✳✱ ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡s✱ ♥♦♥✲
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s✉r✲✐❞❡♥t✐✜és✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❛✉① ré❣r❡ss✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ r♦❜✉st❡s
♦✉ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❍✉❡t ❡t ❏♦❧✐✈❡t ✭✶✾✽✾✮ ❡t ❍✉❡t✱ ❏♦❧✐✈❡t✱ ❡t ▼❡ssé❛♥
✭✶✾✾✵✮✳

✼



✸✳✶ ❆❧é❛s ✐✳✐✳❞✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱

yt = Xtβ + Ztγ + ut ut ∼ F (0, σ2) ✭✷✮

♦ù yt ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ Xt ❡st ❧❛ tè♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n × k

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡t Zt ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❧❡ k✲✈❡❝t❡✉r β ❡t ❧❡ s❝❛❧❛✐r❡ γ ❀ ut r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❧é❛s s✉♣♣♦sés
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té F ❡st ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ H0 : γ = γ0 ❡t ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡
st✉❞❡♥t

τ = (γ̂ − γ0)/Ŝ(γ̂) ✭✸✮

♦ù γ̂ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s ✭❖▲❙✮ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ γ ❡t Ŝ(γ̂) s♦♥ é❝❛rt✲
t②♣❡ ❡st✐♠é✳ ❈❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st
❞♦♥❝ ✉♥ ♣✐✈♦t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t s✐
❧❛ ❧♦✐ F ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♦✉ s✐ ❧❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ r❡t❛r❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ♦♥
♣❡✉t ❥✉st✐✜❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✿
❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ q✉❡
❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ N(0, 1) ♦✉ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✳

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣✱ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣✱
✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛❧é❛s✳

− ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❉❛✈✐❞s♦♥ ❡t
▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ✭✶✾✾✾✮✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st s♦✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜♦♦tstr❛♣ ✭❝❢✳ ✷✳✹✮✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡ s✐ ❧❡ P●❉
❜♦♦tstr❛♣ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✳ ❈❡❧❛ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉①
❝❛s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ H0 s♦♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s q✉✐ t❡st❡♥t H0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s t❡sts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❉❛✈✐❞s♦♥ ❡t ▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ✭✶✾✽✼✮ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞ét❛✐❧❧é❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ◆▲❙✱ ●▼▼ ❡t ❛✉tr❡s✳

− ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛❧é❛s ✿ s✐ ❧❛ ❧♦✐ F ❡st ❝♦♥♥✉❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣rès✱ ✐❧ s✉✣t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r❛✲

✽



♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❛ ❧♦✐ F ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊❉❋✮
❞❡s rés✐❞✉s ❝❡♥trés✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛❧é❛s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣
♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ F̂ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧♦✐ ❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❝❛r✱ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❜♦♦tstr❛♣✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❊❉❋ ❞❡s rés✐❞✉s ♥♦♥✲❝❡♥trés ✿ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❝❡♥trés✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s♦✐t ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱
❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❡t ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✈❡rs
③ér♦ ✭❝❢✳ ✷✳✸✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st✐♠é ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés
♦r❞✐♥❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ré❣r❡ss❡✉r✱ ❧❡s rés✐❞✉s s♦♥t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❡♥trés
❡t ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✱ ♣♦r✲
t❛♥t s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à
r❡st❛♥❞❛r❞✐s❡r ❧❡s rés✐❞✉s✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
s♦✐t s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r s❛♥s ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧é❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡
♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧é❛s ✐✳✐✳❞✳✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s rés✐❞✉s t❡♥❞ à s♦✉s
❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧é❛s ✿ E(û⊤û) = σ2(n−k)✱ ♦ù k ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs✳ ❖♥
♣❡✉t ❝♦rr✐❣❡r ❝❡ ❜✐❛✐s ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s rés✐❞✉s ❝❡♥trés ♣❛r ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ n/(n − k)✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✐❞✉s r❡st❛♥❞❛r❞✐sés û

(1)
t ✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

E(û2
t) = σ2(1 − ht)✱ ❛✈❡❝ ht = Vt(V

⊤V )−1V ⊤

t ❡t V = [X, Z]✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡s
rés✐❞✉s r❡st❛♥❞❛r❞✐sés ❡t ❝❡♥trés ✿

û
(2)
t =

ût

(1 − ht)1/2
− 1

n

n
∑

s=1

ûs

(1 − hs)1/2
✭✹✮

❖♥ ❞✐✈✐s❡ ût ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▲❡s rés✐❞✉s ût ♥✬♦♥t
♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❤étér♦s❝é❞❛st✐❝✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ ▲❡s rés✐❞✉s r❡st❛♥❞❛r❞✐sés ♦♥t
t♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❡t s♦♥t r❡❝❡♥trés✳ P♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❉❛✈✐❞s♦♥
❡t ▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ✭✶✾✾✾✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st
❞♦✐t êtr❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❡❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ F̂ ✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ F̂ ❞❡s rés✐❞✉s✱ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ♦✉ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t✱
♦♥ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❙❡✉❧❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s rés✐❞✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❧✉tôt q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥
❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ très s❡♥s✐❜❧❡✱ ✈♦✐r ✈❛♥ ●✐❡rs❜❡r❣❡♥ ❡t ❑✐✈✐❡t ✭✶✾✾✹✮✱ ▲✐ ❡t ▼❛❞❞❛❧❛ ✭✶✾✾✸✮ ❡t
◆❛♥❦❡r✈✐s ❡t ❙❛✈✐♥ ✭✶✾✾✹✮✳

▲❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦✉ ♥❛ï❢✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s❡ ❜❛s❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣é✲

✾



♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜♦♦tstr❛♣ ✿

y⋆
t = Xtβ̃ + Ztγ0 + u⋆

t u⋆
t ∼ EDF (ũ

(i)
t ) ✭✺✮

♦ù β̃ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t u⋆
t ✉♥ t✐r❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❛✈❡❝

r❡♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❡s rés✐❞✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t r❡st❛♥❞❛r❞✐sés ❡t ❝❡♥trés ũ
(i)
t ✱ ♦ù i = 1, 2✳ ▲❛

❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st✱

τ ⋆ = (γ̂⋆ − γ0)/Ŝ(γ̂⋆) ✭✻✮

♦ù γ̂⋆ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❖▲❙ ❞❡ γ0 ❡t Ŝ(γ̂⋆) ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r
♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❜♦♦tstr❛♣✳ P❧✉s ❧♦✐♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✺✮✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠✐s❡
❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✸✳✷ ❆❧é❛s ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡s

❙✐ ❧❡s ❛❧é❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡s ❡t q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧é❛s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✳ ▲❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❤étér♦s❝é❞❛st✐❝✐té ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡t✐r❡r ❧❡s
rés✐❞✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r
❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✳

▲❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r ♣❛✐r❡s ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❋r❡❡❞♠❛♥ ✭✶✾✽✶✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ✉♥ é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❡♥ r❡t✐r❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❛✈❡❝ r❡♠✐s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
ré❣r❡ss❛♥❞❡✴ré❣r❡ss❡✉rs✱ ♣❧✉tôt q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✐❞✉s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s r❡t❛r❞s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❡t ❞❡s ❛❧é❛s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ♥✬❡st ♣❧✉s r❡s♣❡❝té❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ré❣r❡ss❡✉rs s♦♥t t✐rés ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s✱ ✈♦✐r ❍♦r♦✇✐t③ ✭✶✾✾✼✮✳ ❋❧❛❝❤❛✐r❡ ✭✶✾✾✾✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠✲
♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r ♣❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣r♦♣r✐étés ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❡t ❞❡s ❛❧é❛s r❡st❡ ♣rés❡♥t✳

▲❡ ✇✐❧❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❲✉ ✭✶✾✽✻✮ q✉✐ ❡st ❞✐s❝✉té ❡♥tr❡
❛✉tr❡s ♣❛r ❇❡r❛♥ ✭✶✾✽✻❛✮✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r ♣❛✐r❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞✬êtr❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s
ré❣r❡ss❡✉rs ❡t ❞❡s ❛❧é❛s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✮
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♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧é❛s ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡s ✿ E(u2
t |Xt, Zt) = σ2

t ✱ ❧❡ P●❉ ✇✐❧❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st

y⋆
t = Xtβ̃ + Ztγ0 + ũ

(2)
t ε⋆

t ε⋆
t ∼ F̂ (0, 1) ✭✼✮

♦ù β̃ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t ũ
(2)
t ❧❡s rés✐❞✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❝♦♥tr❛✐♥t r❡st❛♥❞❛r❞✐sés ❡t ❝❡♥trés✱ ❞é❝r✐ts ❡♥ ✭✹✮✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
q✉❡ ❧❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ε⋆

t s✬❡✛❡❝t✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ F̂

❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧✬✉♥✐té✳ ▲❛ ❧♦✐ ◆♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳
▼❛✐s s✐ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ tr♦✐s✐è♠❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ F̂ ❞✬êtr❡ é❣❛❧ à 1✱ ▲✐✉ ✭✶✾✽✽✮
♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛❧é❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st
❛s②♠étr✐q✉❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ F̂ s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ ❜✐✲❛t♦♠✐q✉❡ ε⋆

t =

−(
√

5−1)/2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (
√

5+1)/(2
√

5) ❡t ε⋆
t = (

√
5+1)/2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

1 − (
√

5 + 1)/(2
√

5)✳ ❉❛✈✐❞s♦♥ ❡t ❋❧❛❝❤❛✐r❡ ✭✶✾✾✾✮ ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜✐✲❛t♦♠✐q✉❡
s②♠étr✐q✉❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs +1 ♦✉ −1 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2 ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡❧✐é❡ à ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ q✉✐ ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❡t ❞✉ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❛✉tr❡s ❝❤♦✐① ❞❡ F̂ ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❡①❛❝ts ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣ré❝✐s✳

✸✳✸ ❙ér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s
❧❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡s r❡t✐r❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ▲❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞♦✐t t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡ ❜♦♦tstr❛♣ ré❝✉rs✐❢ ❡st ✉t✐❧✐sé s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐✳✐✳❞✳

s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ t❡❧ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘▼❆✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✉♥❡ sér✐❡ yt ❡st ❣é♥éré❡ ♣❛r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘▼❆✭p✱q✮ s✉✐✈❛♥t✱

yt + α1yt−1 + . . . + αpyt−p = ut + β1ut−1 + . . . + βput−q ✭✽✮

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ A(L, α)yt = B(L, β)ut✱ ♦ù A ❡t B s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s✱
L ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡t❛r❞s✱ α ❡t β ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t ut ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡✳ ❯♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥éré ré❝✉r✲
s✐✈❡♠❡♥t ♣❛r A(L, α̃)y⋆

t = B(L, β̃)u⋆
t ✱ ♦ù α̃ ❡t β̃ s♦♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❞❡ α ❡t

β ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ u⋆
t ❡st t✐ré ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❛✈❡❝ r❡♠✐s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ q✉✐ ❡st✐♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❛❧é❛s✱ ✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉ ❜♦r❞✱ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ♣❛r❢♦✐s ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛✐s❛❜❧❡
❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳
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P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ✿ yt = ρyt−1 + ut✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t y⋆
1 = ρ̃y0 + u⋆

1✱ ♣✉✐s
y⋆

2 = ρ̃y⋆
1 + u⋆

2 ❡t❝✳ ✳ ✳✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ y0✳ ❈♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❋r❡❡❞♠❛♥ ✭✶✾✽✹✮ ♦✉ ❇♦s❡
✭✶✾✽✽✮✳

▲❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r ❜❧♦❝s ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ♣♦✉r ❧❡s
sér✐❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s rés✐❞✉s ❝❡♥trés ❞❛♥s ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l

❛✜♥ ❞❡ ❝❛♣t❡r ❞✉ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡①✐st❛♥t❡✳ ▲❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t✐✲
r❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❛✈❡❝ r❡♠✐s❡ ❝❡s ❜❧♦❝s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❜❧♦❝s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❈❛r❧st❡✐♥ ✭✶✾✽✻✮✱ ❝♦♥s✐st❡ à t✐r❡r ❞❡s ❜❧♦❝s
❞✐s❥♦✐♥ts q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ❛✉tr❡ ❜❧♦❝✱ ♦♥
❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❑ü♥s❝❤ ✭✶✾✽✾✮✱ ❧❡ ❜♦♦ts✲

tr❛♣ ▼❇❇ ✏▼♦✈✐♥❣ ❇❧♦❝❦ ❇♦♦tstr❛♣ ✑✱ ❝♦♥s✐st❡ à t✐r❡r ❞❡s ❜❧♦❝s ♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ❣é♥èr❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❛✐ss❡ s✉♣✲
♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡t❛r❞s✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s
❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ét❛♥t s❡♥✲
s✐❜❧❡s ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ l✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉①
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s ❝❛r ❧❡
❜♦♦tstr❛♣ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs✱ ✈♦✐r ❇❛s❛✇❛✱ ▼❛❧❧✐❦✱ ▼❝❈♦r♠✐❝❦✱ ❡t ❚❛②❧♦r ✭✶✾✽✾✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ t❡st ❞❡ r❛❝✐♥❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♠♣♦s❡r ❧❛
r❛❝✐♥❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✱ ✈♦✐r ❇❛s❛✇❛
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶❛✱ ✶✾✾✶❜✮✱ ▲✐ ❡t ▼❛❞❞❛❧❛ ✭✶✾✾✻✮✱ ✈❛♥ ●✐❡rs❜❡r❣❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❇❡rt❛✐❧ ✭✶✾✾✹✮
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡✳ P❧✉s q✉❡ ♣♦✉r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❉❛✲
✈✐❞s♦♥ ❡t ▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ✭✶✾✾✾✮✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞✉ t❡st ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ r❛❝✐♥❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡
ré❢ér❡r ❛✉ s✉r✈❡② ❞❡ ▲✐ ❡t ▼❛❞❞❛❧❛ ✭✶✾✾✻✮ ❡t à ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ✈❛♥ ●✐❡rs❜❡r❣❡♥ ✭✶✾✾✽✮✱ q✉✐
❝♦♥s✐❞èr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦✐♥té❣r❛t✐♦♥✳

✸✳✹ ▼♦❞è❧❡ s✉r✲✐❞❡♥t✐✜é ❡t ❛✉tr❡s ❝❛s

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s r❡♣♦s❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❛❧é❛s ✿ E(W ⊤u) = 0✱ ♦ù W ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n× l ❞❡s
✐♥str✉♠❡♥ts ❡t u ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❛❧é❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡ ✿ E(W ⊤u⋆) = W ⊤ũ = K✱ ♣✉✐sq✉❡ K ❡st ♥✉❧ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥str✉♠❡♥ts ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs l = k✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st s✉r✲✐❞❡♥t✐✜é✱ ✐❧ ❢❛✉t

✶✷



❞♦♥❝ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ r❡s♣❡❝t❡
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❋r❡❡❞♠❛♥ ✭✶✾✽✹✮ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✷❙▲❙ ❡t ❋r❡❡❞♠❛♥ ❡t P❡t❡rs ✭✶✾✽✹❛✱ ✶✾✽✹❜✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡s ✭■❱✮✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦❥❡t❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ũ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts
❡t r❡t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿ MW ũ✱ ♦ù MW = I − W (W ⊤W )−1W ⊤✳
▲❡s ❛❧é❛s ❞✉ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ u⋆ s♦♥t r❡t✐rés ❞❛♥s ❧❡s rés✐❞✉s r❡st❛♥❞❛r❞✐sés ❡t ❝❡♥trés MW ũ✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s é❝♦♥♦♠étr✐q✉❡s ♦♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧é❛s ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡s ❡t✴♦✉
❛✉t♦❝♦rré❧és✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s❛♥s ❧✐❡♥ ❛♣♣❛r❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s r❡t❛r❞s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❛♥❡❧✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à éq✉❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é❡s✱ ❧❡s
❧♦❣✐t✱ ♣r♦❜✐t✱ t♦❜✐t ❡t ❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❧✐♠✐té❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs r♦❜✉st❡s✱
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✉r✈✐❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✈♦✐r❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s t❡sts
❞❡ r❛❝✐♥❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡
❏❡♦♥❣ ❡t ▼❛❞❞❛❧❛ ✭✶✾✾✸✮ ❡t ❱✐♥♦❞ ✭✶✾✾✸✮ ❢♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✹ ▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❧❡s t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ 1−α ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♥❡ r❡❥❡tt❡♥t ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥♦♠✐♥❛❧ α✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜♦♦tstr❛♣✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣✳

✹✳✶ ▲❡ ❜♦♦tstr❛♣

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜✐✲❧❛tér❛❧ ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛
✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r β0 ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt s❡ tr♦✉✈❡ 100(1 − 2α)% ❞❡ ❢♦✐s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r β̂ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt✱ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
Ŝ(β̂) ❞❡ s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ cα ✐ss✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✱ ♦♥
❝♦♥str✉✐t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

[

β̂ − cα Ŝ(β̂) ; β̂ + cα Ŝ(β̂)
]

✭✾✮

❈❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❡①❛❝t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st
❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❡①♦❣è♥❡s ❡t ❞❡s ❛❧é❛s ◆♦r♠❛✉① ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐té (β̂−β0)/Ŝ(β̂) s✉✐t
❛❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❝✬❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠é✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉

✶✸



❜♦♦tstr❛♣ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✲t✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s❡✉✐❧s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ♥♦♥ ♣❛s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t✱ ♠❛✐s à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ζ⋆ = (β̂⋆ − β̂)/Ŝ(β̂⋆)✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣✐✈♦t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❖♥
❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿

[

β̂ − c⋆
1−α Ŝ(β̂) ; β̂ + c⋆

α Ŝ(β̂)
]

✭✶✵✮

♦ù c⋆
1−α ❡t c⋆

α s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s 100(1 − α) ❡t 100α ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣✳
❈❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✲ t ❡st ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❊❢r♦♥ ✭✶✾✽✼✮✱
❛♣♣❡❧é❡ ❇✐❛s ❈♦rr❡❝t❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✱ ♦✉ BCa✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❛ ♠✐s❡ ❡♥
♦❡✉✈r❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✲ t s❛♥s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♣❧✉s
♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥
❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ζ⋆✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡①♣♦sé ❞ét❛✐❧❧é ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠ét❤♦❞❡s ✈♦✐r ❍❛❧❧ ✭✶✾✾✷✮✳

✹✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡✲ t ❡st
très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ✈ér✐✜é❡
❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✿

y = x(α, β) + u u ∼ F (0, σ2) ✭✶✶✮

♦ù y ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t x(α, β) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ y ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à α✱ β ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs ❡①♦❣è♥❡s Z ❀ u ❡st
✉♥ ✈❡❝t❡✉r à n ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s✉♣♣♦sé❡s ✐✳✐✳❞✳✱ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ F ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❝❡♥tré❡ ❡t
❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡ σ2✳

− ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡s t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ✿ s♦✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ H0 : β = β0✱ ♦♥
❡st✐♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✶✮ ❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st τ = (β̂ − β0)/Ŝ(β̂)✱ ♦ù β̂ ❡st
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ β ❡t Ŝ(β̂) ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡✳ ▲❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st
❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

y⋆ = x(α̃, β0) + u⋆ u⋆ ∼ EDF (ũ
(2)
t ) ✭✶✷✮

♦ù α̃ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t ũ
(2)
t ❧❡s rés✐❞✉s r❡st❛♥❞❛r❞✐sés ❡t ❝❡♥trés ❞✉

✶✹



♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ✈♦✐r ✭✹✮✳ ❖♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❜♦♦tstr❛♣

τ ⋆ = (β̂⋆
0 − β0)/Ŝ(β̂⋆

0) ✭✶✸✮

♦ù β̂⋆
0 ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ β0 ❡t S(β̂⋆

0) ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡✳
− ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✶✮ ❡t ♦♥

❝♦♥str✉✐t ❧❡ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

y⋆ = x(α̂, β̂) + u⋆ u⋆ ∼ EDF (û
(2)
t ) ✭✶✹✮

♦ù α̂ ❡t β̂ s♦♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t ✭✶✶✮ ❡t û
(2)
t ❧❡s rés✐❞✉s r❡st❛♥❞❛r❞✐sés

❡t ❝❡♥trés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ ✈♦✐r ✭✹✮✳ ❖♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛
q✉❛♥t✐té ❜♦♦tstr❛♣

ζ⋆ = (β̂⋆ − β̂)/Ŝ(β̂⋆) ✭✶✺✮

♦ù β̂⋆ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ β̂ ❡t S(β̂⋆) ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ s♦♥ é❝❛rt✲t②♣❡✳
❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬✐♥térêt ζ⋆ ♥✬❡st

♣❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛tt❡♥❞r❡ à ♥❡ ♣❛s ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❉❛✈✐❞s♦♥
❡t ▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ✭✶✾✾✾✮ q✉✐ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡s t❡sts ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ✈♦✐r
❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✭✷✳✹✮ ❡t ✭✸✳✶✮✳ ❈❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ st❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs ❡t ❞❡s rés✐❞✉s
♠❛✐s✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t✴♦✉ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥✬❡st ♣❧✉s ✈ér✐✜é❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ✈❛♥ ●✐❡rs❜❡r❣❡♥ ✭✶✾✾✽✮ ❧❡
❝♦♥✜r♠❡♥t✳

✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ à tr❛✈❡rs
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ❇❡r♥❞t✭✶✾✾✵✱ ❡①❡r❝✐❝❡ ✸✱ ♣✳ ✸✸✾✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
rés✐❞❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ❞❡ 42 ✈✐❧❧❡s ❞❡ ●r❛♥❞❡✲❇r❡t❛❣♥❡ à ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐s✲
♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐sq✉❡tt❡ ❢♦✉r♥✐❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ♠❛♥✉❡❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱

KWHt = β0 + β1 INCt + β2 (1/MC6t) + β3 GAS6t + β4 CAPt + ut ✭✶✻✮

✶✺



♦ù KWH ❡st ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞♦♠❡st✐q✉❡ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té ♣❛r ❝❧✐❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✈✐❧❧❡✱ INC

❧❡ r❡✈❡♥✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs✱ MC6 ❧❡ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr✐❝✐té✱ GAS6 ❧❡ ❝♦ût
♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✉ ❣❛③✱ ❡t CAP ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❣r❡s✲
s✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♦r❞✐♥❛✐r❡s s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s ❛❧é❛s ut s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és✳ ❖♥ réé❝r✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✻✮ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✱

Yt = Xtβ + ut ✭✶✼✮

♦ù Yt = KWHt✱ Xt = (1, INCt, 1/MC6t, GAS6t, CAPt) ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
n × 5 q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❣r❡ss❡✉rs✱ ❡t β = (β0, β1, β2, β3, β4)✳ P♦✉r ♠❡ttr❡
❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ ♦ù s❡✉❧❡s ❧❡s 31 ♣r❡♠✐èr❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳

❇❡r♥❞t ✭✶✾✾✵✱ ♣✳ ✸✹✵✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞♦♠❡st✐q✉❡ ❞✬é❧❡❝tr✐✲
❝✐té ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs ♣❛r ✈✐❧❧❡s ✿ σ2/CUSTt✳ ❯♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ t❡st❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❤étér♦s❝é❞❛st✐❝✐té ❞❡s ❛❧é❛s✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❲❤✐t❡ ✭✶✾✽✵✮✱
❝♦♥s✐st❡ à ré❣r❡ss❡r ❧❡s rés✐❞✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt é❧❡✈és ❛✉ ❝❛rré s✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❤étér♦s❝é❞❛st✐❝✐té✱ ♣✉✐s t❡st❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡
❞❡ ❋✐s❤❡r ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡st s❡ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✼✮ ♣❛r ❖▲❙✱ ♣✉✐s ❡♥ ré❣r❡ss❛♥t ❧❡s
rés✐❞✉s ❛✉ ❝❛rré s✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥t❡ ✿ û2

t = γ0 + γ1(1/CUSTt) + εt✱
♦ù εt ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳ ▲❡ st✉❞❡♥t ❛ss♦❝✐é à γ1 t❡st❡ ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥❡ P ✲✈❛❧✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ st❛t✐st✐q✉❡ é❧❡✈é❡ ❛✉ ❝❛rré❡ ❡t ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋✐s❤❡r✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ P ✲✈❛❧✉❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s ét❛♣❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✿

✶✳ ❊st✐♠❡r ♣❛r ❖▲❙ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✼✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és β̂ ❡t ❧❡s
rés✐❞✉s û✱ ♣✉✐s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s rés✐❞✉s r❡st❛♥❞❛r❞✐sés ❡t ❝❡♥trés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✹✮✳
❊st✐♠❡r ♣❛r ❖▲❙ ❧❡s rés✐❞✉s ❛✉ ❝❛rré s✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t 1/CUST ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ τ̂ q✉✐ t❡st❡ H0 : γ1 = 0✳

✷✳ ●é♥ér❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ à ♣❛rt✐r ❞✉ P●❉ ❜♦♦tstr❛♣ Y ⋆
t = Xtβ̂+u⋆

t ♦ù u⋆
t ❡st

✉♥ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s rés✐❞✉s r❡st❛♥❞❛r❞✐sés ❡t ❝❡♥trés✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ τ̂ ⋆ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✸✳ ❘é♣ét❡r ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r B st❛t✐st✐q✉❡s
❜♦♦tstr❛♣ τ̂ ⋆

j , j = 1, . . . , B✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù τ̂ ⋆
j ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ τ̂ ✱ ❞✐✈✐sé ♣❛r

B✱ ❡st ❧❛ P ✲✈❛❧✉❡ ❜♦♦tstr❛♣✳

▲❛ P ✲✈❛❧✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❡st Pf = 0.072 ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ Pb = 0.036✱
♣♦✉r B = 9999✳ P♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✺✪ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ♦♣♣♦sé❡s ✿ ❛✈❡❝ ❧❛
❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ ❛❧♦rs q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❜♦♦tstr❛♣ ♦♥

✶✻



❧❛ r❡❥❡tt❡✳ ❙✐ ♦♥ r❡❢❛✐t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s n = 42 ♦♥ tr♦✉✈❡ Pf = 0.0004

❡t Pb = 0.0023 ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ r❡❥❡tt❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧❡
s✉❣❣èr❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ P ✲✈❛❧✉❡ ❜♦♦tstr❛♣ q✉✐ t❡♥❞ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs
❧❡s ❜♦♥♥❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❇❛r❜❡✱ P✳ ❡t P✳ ❇❡rt❛✐❧ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❇♦♦tstr❛♣ ✳ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❇❛r♥❛r❞✱ ●✳ ❆✳ ✭✶✾✻✸✮✳ ✏❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ▼✳ ❙✳ ❇❛rt❧❡tt✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss❡s✑✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❇ ✱ ✷✺✱ ✷✾✹✳

❇❛s❛✇❛✱ ■✳ ❱✳✱ ❆✳ ❑✳ ▼❛❧❧✐❦✱ ❲✳ P✳ ▼❝❈♦r♠✐❝❦✱ ❏✳ ❍✳ ❘❡❡✈❡s✱ ❡t ❘✳ ▲✳ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✶❛✮✳
✏❇♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ t❡st ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♥st❛❜❧❡ ✜rst
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