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Sur la notion de complétude d’'une
théorie physique
par
MICHEL PATY

Equipe REHSEIS, CNRS, Paris
en hommage a J. Leite Lopes

La complétudeau sens formel.- L'acceptiamtuitive de "complétudeen physique.

- L'apparition de lacomplétudeen mécanique quantique dans I'argument EPR. -
La complétudeet le formalisme mathématique en mécanique quantique.- En
maniére de conclusion.

1
LA COMPLETUDE AU SENS FORMEL

1.1. Enarriere-plarde toutenterrogationsur la notion deomplétuderelativementa
un systemehéorique,de quelque nature qu'doit, nous savons que deennent
certaingésultats de la logique et dentétamathématiquet les noms de Godel et de
Tarski, parexemple,s'imposent dlesprit. Bien que lacomplétudeen physique soit
d'une nature tredifférente, il est utile, ne serait-ceque pour s'erdémarquer,de
s'arrétequelques instants suoetteacceptiomjui possedé¢avantaged'unedéfinition
précise. Dans uarticle relatif aux résultats obtenus par lui aervironsde 1930,
Tarski propose une sorte définition élémentairedans lelangagecourant,de la
complétudeformelle: "On al'habitudede dire d'unehéorie déductive qu'elle est
compléetelorsque chaqueroblemese laissant formuler dans langagede cette
théorieest aussdécidablesur leterrainde celle-ci ou, en d'autretermes,lorsque
chaque énondtatementde lathéoriedonnée est soiiémontrablesoit réfutable
dans lahéorieméme.1

1 Tarski [1939]. Cet article est relatif aux résultats obtenus par Tarski aux environs de 1930.



Apréesavoir énumérdes systemes déductifs qui gweélentcomplets(en
l'occurence certainssystemes dualcul propositionnel,de l'algébre de Boole, la
théoriedel'additiondes nombres asts), Tarskiremarqueque "Toutes ces théories
possédent une structure logiggélémentaireet un contenunathématiquepauvre".
En effet, les variablesqui interviennentdans ces théoridappartiennents un seul
type logique”, et "tous les concepts logiqugsoviennentdes parties les plus
élémentairede la logiqguemathématique le calcul des propositions et lealcul
restreintdes prédicats.2 Cette constatationn'est pasnfirmée (ou, dumoins, elle
I'est tréspeu), par les résultats de Tarshkiontrant la complétudede certains
systémesélémentairesen algebre classique et ermgéométrie traditionnelle ; au
surplus, lerésultatobtenu a lanémeépoqueen 1931, paGddel,limite désormais
considérablemeneéspossibilitésdecomplétudedes systémes déductifs.

Parlant desravauxde Godel, Tarskiécrit, dans lemémetexte: "Aucune
théoriedéductivene peut étreompletesi, al'intérieur de sedrontieres,la théoriede
I'additionet de lamultiplicationdes nombres entiers peut &teblie,et si en méme
temps certaines présuppositionssupplémentairesconcernant,entre  autres, la
consistancale la théoriedonnée sontsatisfaites. La portée de ce résultat
s'étend a de nombreuses théories {..1)¢& théoréemede Gdodelstipule que, étant
donné un systénmhérenguelconque d'axiomesithmétiquesil y a des énoncés
arithmétiquewraisqui nepeuvenipas étre obtenus pdéductionde I'ensembledes
axiomes:"ll y a au moins une formule bigiormée, dansn'importe quel systeme
adéquatpour axomatiserl'arithmétique,qui n'est pasiécidabledans lesysteme,
mémesi on la sait justdvraie) pour d'autres raisons". Cet énormmnstituele
premierthéoremed'incomplétudede Gddel. Le seconthéorémed'incomplétude
s'énonceqguant aui, de la maniérsuivante: "La cohérenced'un systeme ne peut
pas étr@rouvéealintérieurde ce systemai-méme.*

1.2. Lacomplétude est unconceptqui appartientaux problemes des fondements
des mathématique®t de la logique. On n€attendpas nécessairemera le voir
apparaitreen physique dont le cas est bien entatifférent : moins encore que la
logique ou que lemathématiqueslle ne peut étrehéoriguemenfermée (comme
on levoit parl'évolution,ou le progres, dethéories,et commele rend manifeste,
mémedans le cas des théories les phibstraiteset formaliséesle recours aux
réponses dd'expérimentation) ;sauf a supposer queette science, de nature
essentiellement hypothético-déductive, puisse étre un jourl'objet d'une
axiomatisatior'compléte”(ou trés poussée), sous-entendantgarl'horizon de la
physique samathématisatiototale.

Si l'on parle tregarementde complétude a propos de lahéorie
physique c'est bierprobablemenparce qu'un tel horizoapparaithors d'atteine ;
lorsqu'on emarle,c'estdans un sens qui semblg@ramiére vue tréséloignéde

2 Tarski [1939], p. 205-206.

3 Tarski [1939], p. 209.

4 Godel [1931]. Voir aussi Nagel and Newman [1959].
S Sur cepoint, voir Paty [1984].
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celui que nous venond'évoquer.On trouve cependante terme dans uncertain
nombre de textes dghysiciens,en dehorsméme des domaines ou il est assez
fréquemmentitilisé aujourd'hui(la physiquequantiqueet larelativité générale) sur
lesquels nous allomsvenir.Parexemple PierreDuhem,dansLa Théorie physique,
sonobjet, sa structureparle decomplétudedans le send'exhaustivitédes lois ou
des faits par le systeme der&présentatioirthéoriqué. D'une maniéregénérale,
sans que les termesomplet complétude soient nécessairemenutilisés, on
rencontre,a propos de Iphysique,sous d'autregdénominationset avec d'autres
préoccupationgue cellesévoquéegour lalogique,linvocationde propriétés de la
théoriequi pourraientavoir a faireavecce querecouvre,a un degré plus ou moins
grand,l'idée de complétude Une théoriequi seraitcompléte,cela pourrait étre une
théorieexhaustive pu achee, ou unifiée. Parexhaustivité on entendjénéralement
le recouvrement'une classe donnée gd&énomeénesde faits, par deslois, des
modeles ou des théories. Pazhévemen{comme on dit unethéorie achevée),
I'exhaustivitépar rapport a toutes les classes possibles de phénomenes dans un
domainedonné (paexemple la théorieélectromagnétiquear rapport densemble
des phénomenédectromagnétiquestoptiques...)gu'elle soit ou nonacquiseget le
but estprécisémentde parvenira uneformulation qui ait unetelle propriété.Par
unification on désigne laoie qui méne a unééorieunique,traitantdans un seul
schéma organiqu&nsembledes théorieparticuliereset des phénoménes qui leur
sontrelatifs.

Il seraitsouhaitabled'étudier,a traves I'histoire des théories physiques,
la maniéredont cescatégoriegessortent de la structure profonde theories,ou
dont elles soninvoquéesde maniereexplicite ou implicite, par lesphysiciens,en
fonction du programmegu'ils se proposent d@omplir. L'approfondissemerde
la notion decomplétudenousréserveraipeut-étrea cet égard quelquele originale
sur lesproblemes,non pasméta-physiquegcomme on dit métamathématiqQge
maisépistémologiquesde la structure de kéorie,de son olgt, du rapport de la
théorie a son objet. Bien que nous soyons i@pparemmentéloignés de la
complétudeau sens de lmétalogiqueet de lanétamathématiquél, n'est pasnterdit
de penser que leonsidérationsur ce type deroblématiqugde Tarski et Godel
ainsi que de leurs prédécesse@syetiennenpeut-étremalgré tout avecelle (la
complétudeenvisagéepour les théories physiques) quelque connexjan pour
n'étrepasimmédiaten'en serait pas moisgnificative.

D'unemanieregénérale)a complétudeau sens de la théorie physique

(un sens qu'il nousppartientmaintenantde préciser) nepourrait-elle étre un
conceptépistémologiquempératoiredans laconstitutionde lathéorie,ou dans son
évaluation Que doit-on (ou que peut-oahtendrepar"complétudeau sens de la
théoriephysique" ? Laerme,je l'ai dit, est tres peemployé.ll I'est cependantde
maniéreintensivedans undomainebien circonscritde la physiquesontemporaine,
celuides "fondements de taécaniquejuantique"fondementsétantaentendredans

un sens physique et pasulemengpistémologiquegt c'estprécisémendans des
considérationphysiquegc'est-a-direde problemes ou de phénomeénes physiques)
gue letermede complétudesstutilisé. Il s'agit la d' undomainepaticulier, restreint,

6 Duhem [1906], ed. 1981, p. 24, p. 313.
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sinon quant a sportée,du moins quant a sespplications(théoriques)un peu "a
coté" du flux le plusimportant des recherchesactuellesen physiquegquantique
(lesquellescomprennentwussi bien la physiguatomiqueque lathéorie quantique
des champs). Dans apmaine, chaquearticle ou contribution utilise comme
terminologie obligatoire - en manierede sacrifice & un rituel ? - I'expression de
"complétudede lamécaniquegquantique”,et se situe par rapportcitte question,
argumentansoit enfaveur,soit contrecette complétude sous-entendant dans tous
les cas quéa complétudeest unecondition requise pour une bonne théoriea
significationdu termeest supposéaller desoi, et onl'entend,dans lescontributions
concernéesdans uneacceptionqui sembleintuitive. Mais cette notion est-elle
intuitive ? On parle donc deomplétudeen supposantidée acquise,l'exigence
requise,mais on nedéfinit pratiguementjamais ce quecela signifie, ce que
"complétude” veut dire d'une raniere générale.Ceci, du moins, a quelques
exceptiongrescellesdes premiers protagonistes du débatetiequestion prend
sonorigine, et jem'attarderatout al'heuresur I'une des plusignificativesd'entre
elles.

2
L'ACCEPTION INTUITIVE DE"COMPLETUDE' EN PHYSIQUE

2.1. Cependant|a signification la plus couranteattachéea I'emploi du terme de
complétudeest liée a l'idée d'une représentatiorstatistique :ceci, en raison du
caractergrobabilistedesprédictionsde lamécaniqueuantique.

Lorsque,en physiqueclassique,on rencontredes probabilités,ou des
dispersionsstatistiques,il est supposé qu'urtonnaissanceplus précise, plus
complete,les éliminerait. C'est unaxiome de la mécaniqueclassique que "en
augmentanta précision des mesures, @ourrait, pour n'importe quel systeme,
réduire la dispersion des effets mesurés en-dessomdnt#orte quelle quantité
arbitrairement petite'?. En mécanique classique, "on suppose qud'élément
statistique quand ilapparaitréflete tout simpeémentnotreconnaissancencomplete
del'étatdu systéme" mais enmécaniquequantiquece n'est pas leas,il y a "un
élémentstatistiqudrréductibles.

Pour les uns, qui digrobabilitédit statistique,et qui dit statistiquedit
gu'il manque deélénmentsd'information.On peut espérer qu'il sera un jour possible
de compléter la théorie seulementstatistique et de parvenir a des prédictions
certainesponprobabilistes, commen physique classique. Pour les aufoestains
distinguentmais pas toujours, learactereprobabilisteet le caracterestatistique).ce
caractereprobabilisteou statistiqueest impossiblea réduire. lIn‘entachepas le
caracterecomplet de lathéorie,c'est-a-direque lamécaniqueguantique théorie en
vigueur, nous dit le m@mum sur les phénoménes de ce qu'tin€orie pourra
jamaisnous dire - du moins par rapport a slmmaineactueld'application- : -soit
parce que I'on n@sejamaisqu’uneconnaissancpratique et quecelle-ci se satisfait

7 Jauch [1968], p. 72.
8 Jauch [1968], p. 72.
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destatistiques - soit pour des raisons plus profondes @ayentla justification du
calcul des probabilités comme fondamental(complémentaritéau sens de Bohr,
réalismeprobabilisteetc ...)

2.2. Ce lien entre urroblématiqueale lacomplétudeet lecaractergprobabilistedes
prédictions de la théorie quantique s'est trouvé en réalité distendu par des
développementselativementrécents dans aeémedomainedes fondements de la
mécaniqueguantique ou les termes du débat désormais classique Eitstein et
Bohr se sontrouvés revivifiés par lethéoremede Bell sur lanon-séparabilitdocale

et ses testexpérimentaux.Ce qui s'esttrouvé obtenu en conclusion de ces
développementsc'est l'irréductibilité d'une propriété des systemes quantiques
commede lathéorie qui les repésente,la mécaniquequantique,propriété bien
distincte de I"indéterminismeprobabiliste® de cette derniére, a savoir la non-

localité,ou inséparabilitépu non-séparabilitéocale.

C'est erexaminantsousl'anglede I'analyseépistémologiquel évolution
du problemedepuid'argumentEPR (1935), jusqu'Bell (1964) et auxexpériences
de corrélationa distance(1970-1982), et en ayanbnsidéréavec la plupart des
auteursja"complétude'ou non de lahéoriedans un senmtuitif supposéaller de
S0i,que je me suis pour ma péatdivementposé la question deavoirce que I'on
entendaifau juste pafcomplétude”Le doigtétantmis sur lanon-localitéplutot que
surl'indéterminismese posait encore la questionsdeoir si unethéorienon-locale
(non séparabldocalement)était malgré tout compléte.La complétudeapparaissait
dés lors dissociée duaniérevisible de sonacceptionintuitive qui la reliait a la
notion destatistigue De cet abandoonorrélatif de I'acceptionintuitive et vaguede
"complétude”se dégage lmécessitéde prendre ercomptela question erelle-
méme qu'entend-on par urithéoriecompléte” ?

2.3. Unetelle interrogationpeut prendre deudirections.La premiéreserait
detenterde caractérised'unemaniéregénérale sysématique ce que peut étre une
théorie(physique)ompléteenconsidérantdes auteursignificatifs et desexemples
de théories physiques (au cours Hastoire, par exemple : la mécanique
newtoniennest-ellecompléte u,actuellement ta thermodynangue, la théoriede

la relativité, la théoriequantiguedeschampsetc.). Ladeuxiemedirection possible
serait de retournerrouveaua l'origine du débat quaboutissaitainsi, aujourd'hui,
commenous venons de leoter, a re-poser en deouveauxtermes la notion de
complétudeet detenterd'analysecommentceconcepts'estirouveéintervenir.

Jecommencergpar cette secondevoie, en examinanta formulationde
l'argumentEPR sous cedngle,et enmontrantquel lienelle entretientavec une
définition formelle (tant du point derue de la logique que ceelui de I'expression
mathématiquedle lacomplétude Cetteélucidationdevrait permettred‘aborder d'une
maniereplus précise la question de damplétudedans lapremiéredirection, sur
laquelleje m'entiendraiici a quelque#dicationsgénérales.

9 pPaty [1986].



Ce que jevoudraissurtout montrer dans ce gsuit, c'est lamaniere
dont, a partir d'unediversité d'acceptionsd'origines diverses, le terme de
"complétude”semble désormaisétablir en conceptépisémologique,c'est-a-dire
désignant ungualification précise(voire desqualifications)de lathéoriephysique
relativementa sa structureommeal'objetqu'ellese propose déécrire.

3
L'APPARITION DE LA COMPLETUDE EN MECANIQUE QUANTIQUE
DANS L'ARGUMENT EPR.

3.1. Bien que Iéerme(etl'idée) de théoriecompleteait fait sonapparitiona
propos de la physiquguantiquebienavantl'article d'Einstein,Podolsky et Rosen de
1935 (désigné ci-aprés par EPRX'est a ce dernier que nous n@ueiteros ici
en premierlieu, en raison de Iaignification particulieredu terme qui s'y trouve
donnée ainsi que dienportancede cetravail dans les débats qui astivi et qui ont
tous ét&oncernésen fin decompte sous des approchdiversespar la question de
lacomplétudede lamécaniquejuantique.

Un aspecparticulieremenintéressané cet égard dkarticle EPR est sa
préoccupatiome définir de facon trés précise les concaplisés (dans le souci de
démarquetes considérationphysiques de leursiterprétationsphilosophiquesget
notammentecellede Copenhague). ltermede complétudeest défini d'une fagon
qui ne se confond paavec l'acceptionintuitive en termes derobabilité (il ne s'agit
pas a priori de compléter I'indéterminisme probabiliste par des propositions
supplémentaires) c'est d'autre chose qu'il est question dans la notion de
complétude ;plus profondémentcette notion porte sur la structur@émede la
théorieet de ses propositions. Cedtant, qui va étre précise,la question de la
complétudeou del'incomplétudeentretientmalgrétout un lieravecle caracterale la
théoried'étreirréductiblemenprobabiliste Mais ce lien est uneonséquencet non
une positiora priori : du moinsapparait-ilainsi dand'argumentEPR, aussi bien
gue dans toutes (quatiguementoutes) les autrantributionsd'Einsteinau débat
sur lamécaniqueuantiqueet soninterprétatio?.

Les auteurs déarticle EPRs'attachend définir sansaambiguité(ou avec
le moinsd'ambiguitépossible) deux notions dotiemploi est décisif dans leur
argumentationparce qu'elles octroient une signification au probleme posé : la
théoriecompléte la réalité physique Ces deux notions portergénéralementine
chargephilosophique voire métaphysiquemais il estcependantpossible de les
employeren physique &ondition de délimiter le sens qu'on leur gctroiel2, La
notion deréalitéestcertainementa plusdifficile a circonscriredans ce senet, des
le premierparagraphele leurarticle,les auteurs prennent le soin de distinguer entre
laréalité extérieure pbjective(dont le présupposmntologique sous-tenctependant

10 Einstein,Podolsky, Rosen [1935].

11 paty [erprépaation].

12 ¢f., p. ex.,la lettre d'Einstein &chrodingedul9.6.1935(Archives Einstein). Voir Paty [en
préparation].
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leursconceptions)et laréalité conceptuellementprésentéecelle qui concernela
physique : Any serious consideration of a physical theory must take into account
thedistinctionbetweertheobjectivereality, which isindependentf any theory, and

the physical concepts with which the theory operat€stte distinction évite les
objectionscontre leréalismenaif qui les idetifie.

La phrase qui suttoncernda correspondancentre lesdeux, indiquant
clairementque lareprésentatioosonceptuellealaquelleon en reste enonsidéranta
théoriephysique estcependantournée verbextérieur,visanta saisir quelque chose
de cette réalité objective :"These concepts armtendedto correspond with the
objective reality, and by means of these concepts we picture itadity to
ourselves Le problemede lacomplétudethéoriqueva étre précisémenttout en
restant dintérieur de laonsidératiorde lathéorie,celui de lacorrespondancavec
la réalitéextérieuresimplementisée.ll ne s'imposedefait, que si I'on espréoccupé
d'unethéorieparvenuea un stadsuffisammentavancé;sans quoi l'on pourrait se
contenterd'exigerde lathéorie gu'elle soit correcte.Einstein et sescollaborateurs
écrivent "It is only in the case in whigbositiveanswers may be given to both of
these questiongla premiéere: "is the theory correct? la seconde: I$ the
description given by the theory complgt that the concepts of the theory may be
said to besatisfactory. La précision donnée dans ce sens lfticle EPR est
intentionnellede la part desuteurspuisque,dans leuiconclusion,il ne s'agira pas
de mettre en doute lavalidité de la mécaniquequantique,mais seulementson
caracteré'définitif’, du moinscelui de ses propositions et concefiisdamentaux,
alléguédes 1927 par es promoteurs déhkorie 3,

Ce que les auteurs geoposentdanslarticle EPR, c'est devoir si la
mécaniquequantiquerépond a unexigenceminimale de complétudeconsidérée
comme nécessairepour unethéorie satisfaisante.ll s'agit d'une condition de
complétudegformuléede la fagonsuivante "Chaqueélémentde laréalité physique
doit avoir une contrepartiedans lathéoriephysique". Pour ejuger, il convientde
définir, tout en restant Bintérieur de lathéorie(en raison de ldistinctionsignalée
plus haut), ce qu'il fautentendrepar élémentde réalité physique Pour cela, un
critere est proposé, qui en reste a dansidérationde la théorie elle-méme,
indépendammenselon lesauteursde touté'considératiorphilosophiquea priori* .
Ce critere est lesuivant :"If, without in any way disturbing a system, we can
predict withcertainty (i.e. with probability equal to unity) the value of a physical
guantity, then there exists amlementof physicalreality corresponding to this
physicalquantity'.14 Il s'agit, dansl'esprit des auteurs,d'un critere minimaJ qui
n'épuise pas toutes lemalificationsde ce que l'on peugntendrepar réalité
physiguemais dont learacteresimplementraisonnablelevraits'accordeaussi bien
avecles "idées de lamécaniqueclassiquecommede lamécaniquequantiquesur la
réalité". 1l constitue une maniére de préserver |'utilisation du terme réalité
(physique) sanquitterla physique pour lahilosophie.Par rapport a Ithéorie,ce

13 Born etHeisenberd1927] :"Nous tenons lanécaniquedesquantapour une théorie compléte,
dont les hypothésefondamentalesphysiques etmathématiquesie sont plus susceptible®
modification".

14 Einstein,Podolsky, Rosen [1935]. Souligné par les auteurs.
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criterepeut étreéraduit dans unlangageopérationnel il peutétre,en quelquesorte,
expriméen termes deobjet de la théorie physiquau sens d'unééfinition de type
logique et non pasgntologique.

3.2. Enmettantenavantde lamaniérela plusexplicite le critére de réalité physique
etl'exigencedecomplétudeEinsteinet sescollaborateursapportentie problemede
la complétudethéoriqueainsidéfinie a la considérationdu rapport de lahéoriea
sonobjet, ' objet de lathéorieétantce qui la suscite (ce a quelie vise a l'aide de
ses propresnoyens,conceptuelsthéoriques) et ce qui ldétermine.La relation
ainsi comprise du couplieéorie-objeest de type logiqu&€€ommeelle ne prend en
compteque lescaractéresninimaux (pour ainsi dire logiques eu égard dHéorie
en sonétat) de I'objet physique que lahéorie peut décrire, elle n'épuise pas
I'ensembledes déterminationgpossibles de catbjet, et, par 1a, elle distingue la
théoriedans sorétat,assimiléea ses propositionfendamentalessesconceptsson
formalisme et lathéorieque I'on peuimaginerdans urétatplus avancédont I'objet
correspondra a des propriétékargies. Ce sens précis etirconscrit de la
complétuden'épuise donc pas toutes lasceptionspossibles duterme, et nous
dicuterons plus loin d'unacceptionplus contraignante Appelons lacomplétude
entendueu sens dkarticle EPRcomplétudedans le premier sens, oudans le sens
minimal

L'argumentationd'EPR s'efforce, ces définitions étant posées, de
montrer lecaractéréencompletde lamécaniquejuantiqueen examinante traitement
théoriquegquecettederniérepropose d'un systéme physicgimple. Toutefois, pour
rendreopératoirele critére de réalité physiqueinvoqué,le systeme estnvisagéde
maniéretelle que I'on puisse étrenmédiatementaffranchi de la difficulté de la
perturbationpar lamesuredu systemeonsidéré :d'ou le choix d'un systeme de
particulesndépendantemaiscorréléeslLa démonstratiomes auteurs repose en fait
sur une hypothése d'abotaktite, ensuiteexplicitée, celle de la séparabilité des
systemegorrélés,qui est enréalité contraire a laformulation de la mécanique
guantique,commeBohr 15, puis d'autres lenontreront.L'inséparabilité,ou non-
séparabilitdocale, étantune propriétéinscrite dans leformalismede lamécanique
guantique, 'argument EPR ne démontre pas l'incomplétide de lamécanique
guantiguedans le sens considéré. Son effeta été autre que ilgtialitvisé par ses
auteurs ; pourautant, il ne fut pas moinsfécond, puisque c'est a partir des
développementgqu'il asuscitésgue lanon-séparabilitdocale a été tablie comme
propriété physigue et non plussimplement comme une simple propriété
mathématiquelu formalismé®6. Nous pouvons considérer qu'un autre de ses effets
a été de poser fgroblemede lacomplétudeen des termesouveaux :ceux de la
complétudeau premiersens. Indiquonsgjue, dans ces termesémes,il demeure,
pour lamécaniquejuantiqgueun problémeencore non résolucelui de lathéoriede
lamesurequi, jusqu'anouvel ordre, laisseouvertela question de seomplétudeou
non.

15 Ibid. Souligné par les auteurs.
16 Bohr [1935]. Voir, par ex. Jammer [1974], Paty [1985].
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Dansl'argumentEPR, le problémede lacomplétudede lamécanique
qguantiqueest évidemmentcelui du caractérecomplet de la représentationd'un
systeme physique $euvantdans unétatdonné par la fonction d'onde (@acteur
d'état).Commelarticle le rappelle :"In quantum mechanics it is usually assumed
that the wavéunctiondoes contain @ompletedescription of the physica¢ality of
the system in the state to which it correspdnds

Cette considérationnous renvoie a la question ddormalisme de la
fonction d'ondereprésentativede I'état d'un systeme. Du point deue de ce
formalisme, la fonction d'onde est umwecteur d'un espace dedilbert, et sa
déterminationest complete,au senscette fois-ci de lacomplétudedes espaces
vectoriels si elle correspond a ldéfinition d'un ensemblecompletd'observablesjui
commutentdont elle soit fonction propre. Ce sens, rapporté a wadinition
strictemenmathématiquegpparaibiendifférentdecelui qui précedell estfacile de
voir, cependantyjue leuindépendanca'est pasotale.

La relation éventuelleque ce n'est pas le lieu idiexpliciter, tient a la
signification physique duormalismede lamécaniquequantique.Aussi bien dans
lesdéfinitionset leraisonnemend'Einstein,Podolsky et Rosen que dans éalique
de Bohr,l'insistanceest mise, et ce fait n'est pasdifférent, sur le formalisme
mathématiquede lathéorie. Ce formalisme est plusfondamentalavec la théorie
guantiguequ'avecaucune autréhéorie (a I'exceptionsans doute de leelativité
générale) :il imprégne tous lesraisonnementset des notions qusemblaient
purementmathématiquestelles que, par exempleles vecteursdans un espace de
Hilbert, ou les opérateurs agissant fux, se voient désormaisimportées,avec
toutes leursimplicatons, dans lathéorie physique, au point d'imposer leurs
caracteresqui semblaientjusqu'alors les plus abstrait$elle est la force de
prédictivitepropremenphysique de céormalisme,qu'unepropriétécommela non-
séparabilitédes états quantiques peut en @trduiteen raison de la seufgopriété
de superposition desémentsi'un espaceectoriel1717).

J.M. Jauch, par exemple, parle du "nouveau réle assigné aux
mathématiqueslans les théories physique®dernes”depuis lafaillite du modele
mécanistenphysique et estimeque cette mathématiquegdevenueplus complexeet
raffinée,plusintimementiée a laformulationde laphysique,a comme"acquis une
especedindépendance” 'For instance, the basic physical notion of general
covarianceobtained iterfectexpression only in the absolud#éferential calculus
of Ricci and Levi-Civita. Quantum mechanics can only be formulatedectly by
adopting formaltechniqguedrom functionalanalysis, notably the theory of Hilbert
spacé 1818),

4
LA COMPLETUDE ET LE FORMALISME MATHEMATIQUE

17 voir, p. ex., Paty [1986]. Sur la mathématisation etpigédictivité en physique, voir Paty
[1988].
18 Jauch [1968], p. 70.
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EN MECANIQUE QUANTIQUE

Enexaminante formalisme mathématiquede lamécaniqueguantique
et lesconditionsde sonédification, on pourraitpeut-étrevoir d'une maniereplus
précise le lieréventuelde I'idée de canplétudeau sengnathématiqueale lathéorie
des espacectorielsa lacomplétudeau sens de ltnéoriephysiqueelle-méme.Je
m'en tiendraiici ainvoquerquelques expressions trearacteristiquest suggestives
de traités fondamentauxde mécaniquequantique. Indiquant que l'oobtient un
ensemble complet d'observables qui commubesdu'on a épuisé @Fétermination
des degrés diertéde la fonction d'onddéveloppéeommeune série de fonctions
propressimultanéesies opérateurssignification physioque quicommutententre
eux, D. Bohmécrit, dans sorlivre classiqueQuantum theory "The mostdetailed
possible information is obtained tspecifyingall of the associated expansion
coefficientslt is only when we have@mpletecommuting set that thepecification
of the wavdunctionis unambiguousl919). Si nous retournons aux sources, c'est-
a-dire al'établissementu formalismede lamécaniquequantiquedans les années
1928-1930, nous voyor$ntroduction de ces concepts chez Dirde, chez von
Neumann?l: chez lepremier, d'un point devue plus physique,sans souci de
rigueurmathématiquabsolue, chez le second d' un point dee radicalement
formalisé.On n'oublierapas non plusouvraged'Hermann WeyP222). Mais c'est
dans ldivre de Dirac que l'orirouve le premierexposé duormalismedans une
présentatiomxiomatique les notiongpremieressontcellesd'états décrits par des
fonctionsy (de carr&sommablegdéfinies dandespacede Hilbert) et dbservables
décrivantles grandeurs physiques (c'est en fait von Neumanidentifie I'espace
desvecteursy al'espacede Hilbert). C'est dans eeémeouvragede Dirac qu'est
introduitela notion d"énsemble complet d'observables qui commiutent

Quant & vorNeumann,il montre, en étudiantles espaces de Hilbert
(développégar ce dernier en 1904-19108quivalencede leurformalismea celui
de lamécaniquendulatoirede Schrodinger et éelui de lamécaniquedesmatrices
de Heisenberg. C'est a lui que I'on dojifésentatiomxiomatiséalu formalismede
lamécaniqueuantiquedont lapremierepropositionédicteprécisémentu‘a chaque
systéme physique correspond un espace de Hitbatbnt lesvecteurs(vecteurs
d'étatou fonctions d'ondeajécriventcomplétementles états du systéme. @mouve,
d'autre part, dans l'ouvrage de Weyl, desconsidérationssur la complétudedes
représentationde groupes qui fontoir ici encorecombienla notionmathématique
decomplétudemprégnela formalisationde lathéoriephysique (er'occurrencela
mécaniqueuantique)des son origine et pour ainsi dire dans son essefive.

19 Bohm [1951], p. 376-377. Voir aussi, par ex. Bogolubov, Logunov, Todorov [1969], p. 152-
153.

20 Dirac [1930]. Par exemple, dans I'éditionl@®81 :"We define a complete set of states to be a
set such that any state dependenbn them...", et Dirac montre que l'on peut conclure que les
états propres de l'opérateur linéaire mprésentda variabledynamique"forment un ensemble
complet” (p. 36).

21 yvon Neumann [1931]. Voir en part. p. 24, 34, 38cdeactérisationle I'espace de Hilbert. Von
Neumann renvoie notamment a l'ouvrage de Courant et Hilbathodender matematischen
Physik Berlin, 1939.

22 \Weyl [1928].
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3.3. Enrattachant du moinscommeune de ses sources possibles - 'origine
de la notion deomplétudesn physiquejuantique avecle terme- a laformulation
mathématiquele lathéorieen termesi'espacede Hilbert, nous la rapportons en
définitive a la complétude des espacesvectoriels, notion développée en
mathématiquesvecles espacesompletsde Fréchet,les espacesoplogiqueset
métriquesde Haussdorff, les espacexctorielsnorméscompletsde Banach,sans
compterlesdéveloppementsltérieurg3. Mais la notion decomplétudedes espaces
vectorielsestelle-mémeune extension - p@enéralisatiora des ensembles abstraits
d'élémentsde naturequelconque- de la complétudeen théorie des nombres :
complétudadel'ensemblales réels pabedekind, al'aide de la notion deoupure
qui permet de compléter, sans adjonctiord'élémentsétrangers,l'ensembledes
rationnels pourparvenira unensembleontinu,commela droite.

Jevoudraisretenirici, commeinhérentea la notion deceomplétudeméme
dans son senmathématiqueres précis, cetteidée deparvenir,par une pération
formaliséeinternea lathéorie,a unrecouvrementotal sansadjonctiond'éléments
étrangers. C'egtetteidée, préliminaire a touterecherchede formalisme, soit en
mathématiquessoit enlogique, soit dans les théoriegprésentativegle nature
hypothético-déductive,qui sert, me semble-t-il, de fil directeur commun aux
recherchesu auxinterrogationsur lacomplétudedans ces différents domaines.

Dans la mesure alle a connu un succésiportanten mathématiques,
et ou lathéoriemathéméique des espacectoriels(complets)esttransportéeen
physique,il n'est pasétonnantque I'on puisse poser, daostte discipline, et en
premierlieu a propos de lmécaniquejuantiquela question de leomplétuded'une
maniére, sinon exactementsenblable, du moinsapparentéegt en tout cas plus
généraleSemblablenous avons suggéré deellefacon. Plusgénéraled'une part
parce qu'iexiste,en physigue,unetendancea poser les prémisses detl@orie -
c'est-a-direses principes - d'uneanireaxiomatique et qu'il n'est pasberrantd'y
appliquer- jusqu'a urcertain point - desformulationslogiques - parexemple,le
calcul propositionnel,voire la logique quantiqueD'autre part parcgue, comme
contrepartiede cette mathématisationassezradicale, nous noustrouvons, en
physique,face auxphénomeénesaux faits, a cette "réalité physique" que nous
n'‘auronsavecles auteur€PR, garded'oublier, et que le rapport deette théorie
mathématiséau monde des phénomenes se pose aussi en terfitesalwrement
complet” - éventuel- sansadjonctiond'élémentsetrangers. Cejui, bien entendu,
suppose une structure forte dethaorie que I'on a ernvue, et dont le degré de
mathématisatiopourrait bien étre une mesure.

5
EN MANIERE DE CONCLUSION

23 Avec les travaux de von Neumarimdré Weil, Jean DieudonnélexandreGrothendieck Sur
I'histoire deespacesomplets, voir Dugac [1984].
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Il resteraita étudierle deuxiemesens de la&aomplétuded'une théorie
physique,qui estcelui de I'achévemengt del'unification, par lequel on aboutiraita
une détermination totalement hypothético-déductivede la théorie physique
fondamentale tes hypotheseslle-mémesseraient,pour ainsidire, fixées par une
nécessitéinterne - sauf peut-étre la plus fondamentale et fondatrice. Cette
complétudedéaleseraittelle qu'il n'existeraitpas de constantesbitraires"- dans
les lois ne figureraient que des constante®talement déterminéesde facon
rationnelle-, selon uneformulation d'Einstein ;ou encore,selon Eddington, "la
nature serait mesurée a sa propre jauge" - édseamptaitpour sapart, quel'unité
fondamentalede grandeur dans la nature serait le rayotiétextron, ou, ce qui
revientau mémeselonlui, celui de I'Univers?4. C'est lacomplétudeau deuxiéme
sens - Ipremierétant celudiscuté dansarticle EPR -, etlle demanderaitle longs
développementgui dépassent le cadre du prédemtail. La complétudeentendue
dans ce sensoncernenon plusseulement'objet logique de lathéorie restreintea
soncadre maisl'objetultimementvisé, l'élémentet latotalité. C'est encore &instein
gue nous devons dé@wdicationsclairessur cetteacceptionplus généralecettefois
non plus a propos de@écaniquejuantiguemais enrelationau développementie
sonprogrammed'unethéoriedu champ unifié. Il estignificatif - et c'est tout ce que
nous en dirons ici - que lésndancesaduellesde la physique degarticulessoient
orientéesers unepréoccupatiore ce type.

Il resteraitenfin & aborder un dernigrobléme,qui serait en quelque
sorte lecouronnemenépistémologiquele la question de leomplétude :celui de
l'interprétationauqueklle ne manque pas denvoyer.Mais, laencore,il y faudrait
de longsdéveloppementsContentons-nousgn maniérede conclusion,d'indiquer
guecettecomplétudeou clbture épistémologiqueportant sur lesignifications,peut
s'exprimer ainsi : c'est lathéorie et nulle autreinstance qui nous fournit
I'interprétationphysique des concepts et des propositions théorajiessmémesill
n'‘enva ainsi, au mieux, que de faconapprochée- comme, d'ailleurs, pour le
deuxiemesensprécédemmergnvisagé de l@omplétude, maisn'est-il pasvrai que
tel est le projet que les physiciensmeposentet que c'est eméférencea une
exigenceale ce genre que I'@valuelesméritesdetelle outelle théorie Aa question
de lacomplétude entenduedans ses différents sens, est dpeat-étrebeaucoup
plus fondamentalequ'on ne le soupconnait, et damplétude se trouve peut-étre
désormais aompterau nombre des concepggistémologiquekes plus féconds.
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