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=

∑
0≤l1,··· ,lk≤j,
l1+···+lk=j

Cl1

(
d̂1, ν̂1

)
· · ·Clk

(
d̂k, ν̂k

)
. &>�=)

6�� �������
(
Cli

(
d̂, ν̂

))
li∈Z

��� ��� 0��������� �����	����� /������� ���

��������� ����	����� d̂ =
(
d̂1, · · · , d̂k

)
� γ̂ =

(
φ̂1, · · · , φ̂p, θ̂1, · · · , θ̂q

)
� ��


ω̂ =
(
â0, â1, · · · , âr, b̂1, · · · , b̂s

)
� �� ��� 
����� ��� h ��	� ���� ����
 �����

�A���� ���
������ X̂t (h)� ����� � ��� ��������� ����������3

X̂t (h) =
∞∑

j≥h

β̂j

(
d̂, ν̂, γ̂

)
εt+h−j, &>�7)

����� ��� �� ��������� ��

X̂t (h) =
∞∑

j≥0

β̂j+h

(
d̂, ν̂, γ̂

)
εt−j . &>�.)

!������������ �� ��������� ��� ������� (εt)t∈Z
������ �� �������
� ���� ����

������ ���������� ������ �� ���
 �� ������ ��� ��������� �� 	��� ���	 ���

�������� 6��������� �� ���
 �� ����������� �� �������������� ���	 �� ��� k 

������ 0�0*�-5 �������� ��������� $���������� ? �� ������� ��
 0�1���

&'((�)� �� �� ��������������
 �� ���� ���� � ������ ��
 ��� ���	��� �� ��
����

��� ��	������ ��� ����� �A����� ���
����� X̂t (h)� �� ����� �

X̂t (h) = −
h−1∑
j=1

α̂j

(
d̂, ν̂, γ̂

)
X̂t (h− j) −

∑
j≥0

α̂j+h

(
d̂, ν̂, γ̂

)
Xt−j , &>�2)

����� ��� �������
(
α̂j

(
d̂, ν̂, γ̂

))
j∈Z

��� 
����
 �

α̂j

(
d̂, ν̂, γ̂

)
= π̂j

(
d̂, ν̂

)
−

min(j,p)∑
i=1

φ̂iπ̂j−i

(
d̂, ν̂

)
+

min(j,q)∑
i=1

θ̂iα̂j−i

(
d̂, ν̂, γ̂

)
,

&>�9)

.



��
 π̂j

(
d̂, ν̂

)
= ψ̂j

(
−d̂, ν̂

)
� �� ��������� �� ��� ��� ���������� &>�2) �� ���

��� ����������

B��� �� �����
� ��� ���������� ��� ��� ��������E� ������ ��� ��� ���������� 6��

h ��	� ���� ����
 ���
������ ����� ��� ��� ���
����� X̂t (h) ����� �� &>�2) ��


�����
 et,h ��� h > 0� ��
 �� �A��� ��3

êt,h = Xt+h − X̂t (h)

=
h−1∑
j=0

β̂j

(
d̂, ν̂, γ̂

)
εt+h−j . &>��()

6�� ���
������� 	��� �A����
 ����� ��� ���� ���
����� ��� ��� ��������� �� 

��������3

E
(
ê2t,h | Ft

)
=

h−1∑
j=0

β̂2
j

(
d̂, ν̂, γ̂

)
E

(
ε2t+h−j | Ft

)
, &>���)

����� Ft �� ��� σ ������� ��������
 � ε0, · · · , εt� &��� ����� ����� ������� ��

&>��)  &>�'))� �� ��	��� ���� ��� ���
������� 	��� �A����
 ����� 
����
�

�� ��� ������ ���
������� �������� �� ��� ���������� �������
(
ε2t

)
t∈Z

� ���

����������� 
�����
 ���t (êt,h)� �� ����� �

���t (êt,h) =
h∑

i=1

β̂2
h−i

(
d̂, ν̂, γ̂

)
ω̂i

+
h∑

k=1

β̂2
h−k

(
d̂, ν̂, γ̂

)[
s−1∑
i=0

δ̂i,kht−i +
m−1∑
i=0

ρ̂i,kε
2
t−i

]
, &>��')

����m = max (r, s)� ω̂h = e
′
1

(
I + Γ + · · · + Γh−1

)
e1â0� δ̂j,h = −e′1Γhem+j+1

�� j = 0, · · · , s − 1� ρ̂j,h = e
′
1Γ

h (ej+1 + em+j+1) �� j = 0, · · · , s − 1� ρ̂j,h =

e
′
1Γ

hej+1 �� j = s, · · · ,m− 1�

5��� {ej}m+s
j=1 �� ��� ����
��
 ���� �� R

m+s ��
 ��� 	����� Γ �� 
����


���� ���� ��� ���� ��� �� �A��� ��
(
â1 + b̂1, · · · , âm + b̂m,−b̂1, · · · ,−b̂s

)
� ��


��� ����� ���	���� ��� ��� �A��� �� <���� ������ ��� ���� ��� ��
�� 
�������

���	���� ����� ��� ��� �A��� �� ���� �� ��� ��� ���������� &>��') �� ����


��� ����
���� �������� �����
 X̂t (h)�

2



� � ��� ��� �����

�� ���� �������� �� ����������� ��� 0��	�� ;���� �4������ 	����� &;;4)

���������
��� �� ��� ��������� ���� ���������� 	����� ��
 ��� ���������


���� ������� 6�� 0��	�� ���� ������ ���� ������� �� �������� ���� ��3

���� 	�	�� ����������� ���� ���������� ��
 ��� �������� ���������� 6����

����<�
 ����� ������� ������� �� ��� � 0�0*�-5 ������� �� ��
�� �� 	���

��������� 6���� �� �
:��� ������� k ������ 0�0*�-5 ��������� �� ���� 
���

��� ��
 ��	���� ����� ����������� ������	����� ���� � �����	��� 	�
��� �

�*��#* 0*�-5 	�
���

���  	������
 ��
�	

�� ���� ����������� �� ��	���� ��	��������� ����� 
�D����� 	�
������ �� 

�������� �� ��
�� �� �������� ���� ����� ������ ��� 
�D����� �������� ����<����

�������� ���	 ��� ���� �� @����� '((>� 6�� ���� 	�
�� �� ��� �*��#*

	�
�� �� "�� ��
 @������ &�9.7) ���� ���
������� ���������
����� ������ ��


����� �� #1� 6�� �����
 	�
�� �� � > ������ 0�0*�-5 	�
�� 
�����


#2� C����� ��� ����
 ��� �� � � ������ 0�0*�-5 ������� ����	���
 �����

��	����� ��� ����� ���������� � ������� ��� ����� 1 −B168 �� ��� 
���

���� �� 
����� �� M3
�� "����� ��� ������ ����� �� �������� ���������
 ��

��� ����
��
 
�������� �� ��� ����	���
 ����	������

��
�
 ��� ����� M1

6�� ��������������� �������� �� ��� ;;4 ���� ������ &������ ?) ��������

�� ����������� ���� �� ��� 
��� ���� 6���� ����� ��� *����� �����	�����

-�������� &*�-) ��
 "������ �����	����� -�������� &"�-)� �� ������������

�� ���� ������ ��� ���� �*��#*(p, d, q) × (P,D,Q)24 0*�-5(1, 1) 	�
���

��� ������� �$ ��� +���� 
�� 
�
��
'�� $��+ 
����� ���� ��9����,

9



6�� �������
 	�
�� M1 �� 
����
 �3

(I −B)
(
I −B24

)
φ(1) (B)Φ(1)

(
B24

)
(Xt − 2.97) = θ(1) (B)Θ(1)

(
B24

)
εt,

&?��)

������

φ(1) (B) = I − φ̂
(1)
1 B,

���� φ̂
(1)
1 = 0.648(7.425 × 10−4)� ��


Φ(1)
(
B24

)
= I − φ̂

(1)
24 B

24 − φ̂
(1)
48 B

48,

φ̂
(1)
24 = 0.1221(5.756 × 10−5), φ̂

(1)
48 = −0.0579(5.5707 × 10−5)� �� ���� ���

θ(1) (B) = I − θ̂
(1)
1 B,

���� θ̂
(1)
1 = 0.7479(5.6393 × 10−4)� ��


Θ(1)
(
B24

)
= I − θ̂

(1)
24 B

24 − θ̂
(1)
168B

168,

���� θ̂
(1)
24 = 0.9184(1.0618 × 10−5), θ̂(1)

168 = 0.851, (0.303)� ������

εt =
√
h

(1)
t ηt, ���� h

(1)
t = â

(1)
0 + â

(1)
1 ε2t−1 + b̂

(1)
1 h

(1)
t−1, &?�')

���� â
(1)
0 = 0.00872(6.6668×10−9)� â(1)

1 = 0.3799(1.8223×10−5)� ��
 b̂
(1)
1 =

0.4867(1.9028 × 10−5)�

��
� ����� M2

6�� �����
����	 �� ��� ;;4 ���� ������ �� ������
�
 �� ����� ���A��������

���� �� �����
�� ���� ��� ������ (Xt)t∈Z
��� �� 	�
����
 ����� � 3 ������

0�0*�-5 �������� 6�� �������
 ������ (Xt)t� �� ����� ��������	�� ������

���� ��� ��������� ��������������3

Φ(2) (B)
3∏

i=1

(
I − 2ν̂(2)

i B +B2
)d̂

(2)
i

(Xt − 2.97) = Θ(2) (B) ζt, &?�>)

�(



����� d̂
(2)
1 = 0.135(0.009), d̂(2)

2 = 0.214(0.006) ��
 d̂
(2)
3 = 0.141(0.015)� 6��

�����	���� Φ(2) (B) ��
 Θ(2) (B) ��� ����������� �A��� ��3

Φ(2) (B) = I − φ̂
(2)
24 B

24 − φ̂
(2)
168B

168,

����� φ̂24 = 0.863(0.179)� φ̂168 = 0.951(0.221) ��


Θ(2) (B) = I − θ̂
(2)
24 B

24 − θ̂
(2)
168B

168,

���� θ̂
(2)
24 = 0.720(0.331)� θ̂(2)

168 = 0.794(0.298)� �������

ζt =
√
h

(2)
t ξt, ���� h

(2)
t = â0

(2) + â1
(2)ζ2

t−1, &?�?)

����� â0
(2) = 0.0141(3.39.10−4) ��
 â1

(2) = 0.756(0.365)� 5���� �� ����

�������
 ����� 
�D����� 0 ���A������� ��� ����� ��� �������� 
����� ���� 

	����� �� ������
�
3 ν̂
(2)
1 = cos

(
2π×869
20856

)
� ν̂

(2)
2 = cos

(
2π×124
20856

)
��
 ν̂

(2)
3 =

cos
(

2π×1738
20856

)
�

��
�� ����������� ���	���

6� �������� ��� ��������� �� ��� 	�
��� &?��) &?�') ��
 &?�>) &?�?) �� ��������

���������� 0��	�� ������� �� ��� ��� ����������� 	����
 
�������
 �� �������

>� 6�� �����
 ���	 @����� �� '((> �� /���	��� >�� '((> �� �����
���
 ��

��� ��� �� ��	��� ��������� �����
� �� ������ ��� ���
������ ������ �� ���

��� 	�
��� � �����
����� ��� ���� #��� �A����
 ;���� &�#�;) �� ���

��������� 
����
 �

RMSE =

√√√√ 1
M

M∑
i=1

(
Xt+i − X̂t (i)

)2
, &?�=)

����� M �� ��� ��<� �� ��� ��� �� ��	��� �������� �����
 ��
 X̂t (i) �� ���

���
����
 ����� �� Xt+i� �� ��� ���� �������� ������� �� ��� ���������
 ��

��� 	������ �� ��� ��������� ������� ��� �������
 
��� ��
 ��� �������� 
����

��



��� ���� 	�
��� ��������� ��� ��	����
 ��� h = 1, · · · , 720 ����� &���	 ���

���� �� ��� 	����)� *� �� ��� ��� ������ �� � ��������	�� ������ �� ���


�� ��	���� ��� ������������ �� ����� ��� ������������� �� ��
�� �� ��� �����

���������� �� ����	� ��� 0��������� �� ��� ����� ����� (ξt)t∈Z
�� �A������

&>�')� 6���� ��� ��������� ��� ��� ���� ������ �� ��	� T ��� �� ��	����


����� ��� ��������� ����������

ŜT (h) = exp
{
X̂T (h) +

1
2
var [êT,h]

}
. &?�7)

!���� ��� ���������� ������ �� ������� 7 .� �� ���������� ��� ����� ���� ����


����������� ������	���� �� ��� M2 	�
�� &> ������ 0�0*�-5 	�
��) ��


��� �����	��� M1 	�
�� &�*��#* 0*�-5)� 6�� ���� ���� ���� ���	

#���� �7� '((> �� #���� ''� '((> ����� ��� �����
 ���� ���	 �����	��� 2�

'((> �� �����	��� �?� '((>� �� ������ ���� ��� ��������� ���	 ��� > ������

0�0*�-5 	�
�� &	�
�� M2) ��� ������ �� ��� �������
 ������ ������ ����

����� �������
 ���	 ��� �����	��� 	�
�� &	�
�� M1)� ���� ������� �� ���

�#�;� ��� 6���� '�

������ ���	��� � ��� �

�� 6���� '� �� �����
� ������ ��� ��� ����� 
�� ����
� ��� 	�
��� &M1)�

&M2) ��
 &M3)� ��� ��	� ������� ������ �� ������ ���� ��� 	�
�� &M2)

���������	� ��� �����	��� 	�
�� &M1)� ���� ��� ����� ���	 ���
������� ��

�

������ �� �	�������� ����� ����� ���� � ���� �������
 ��������� ���� 

	�	�� 	�
��� ��� ���
������� ��� 	��� �������� ���� ���� � 	���������


������ ���� 	�	�� 	�
��� 6��� ���
 �� 	�������������� ��
 ��� 
���������

�����A������ ��� ���� ����� ����������� ���� �����
 ���� ������
 ��� �

�� &�99>) ������� � ��	������� ���
� �� ���� ������	 �������� �������

��	�������� �� ��
�� �� �������� �� ��� ������� �� ��� �*��#* 0*�-5

��
 > ������ 0�0*�-5 	�
��� ��� �A���� %����� ���������� �� ��� ��	���

��������������� �������� �� ��� ���� 
�D�������� ������ �� ������ 2 �� ������ 

���� �� ���� ����� 
����
���� ���������� #�������� ��� "�� $����� Q ����

�'



�� �� �� ��� ��
��� Q (50) = 5.7979× 103� �� ����� ���������� �������� �� ���

��	������ ���� 
����������� �� χ2
50� *����
��� �� ���� ������ ������� ��� ��	���

� ����� #����� 0������ B�����
 ���� ��
 #���� ������ ���� ��� ��� ����� 

������ *���	��� ���� ��� ���� 
�D�������� ������ �� ����� 	�	�� ��
 �������

��� ���������� ��� �� ����� ���� �� ��������� ������	 ��� ���� �������
 �

/�����
 ��
 #������ &�99=)� 6�� ����	���
 S1 ���������� S1 = −37.3103� ��

���� ����� ��� �������� ����� �� ��� =F ������ ������ ��:������ ��� ���� ����� 

���� �� �A��� �������� �������
 �A���� ����� ��� ��� �*��#* 0*�-5 ��


��� > ������ 0�0*�-5 	�
���E ���������� 5������� �����
��� ��� �������� 

������� ��	��������� �� ������� �� �� ����������� �� 
������ ��
 ���
 ���

/������
 ��
 #������ &�99=) ���� ���� ��� ���� 
�D�������� ������ �� ����

	�	�� ��� ���������� ����������

������ ����� 

� �������	��

�� ���� ����� �� ���� �����������
 �����������E� 	����
 ����� � ����������

	�
�� ���� �� � k ������ 0�0*�-5 �������� �� 
����� � ����� �A���� ��� 


����� ��
 ��� ���������� ��
 �� ����������<� ��� ���
������� �������� �����

�� ���� ���
������ 6�� ������� �����
�
 �� ������� >�' ��� ��� ��
 ���	��

�� ������ ����� ���	 ����������� ��� ���
������� ����� � k ������ 0�0*�-5

��������

6��� ����������� 	����
 �� ������
 �� ��� 0��	�� ����� ���������� ����

	����� ������� �� �
:��� ����� 
�D����� 	�
��� �� ���� 
��� ���3 � �*��#* 

0*�-5 	�
�� �� � �����	���� � � ������ 0�0*�-5 	�
�� ��
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