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�
�� �
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���� *�
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�� �
����
��� �	� 	��
 ���	�� �� �����
����
	� �	��
��	����

��� ��������	 
�	�
���

#� 
�� 	 ����� 
� ���	� 	�
���
�� �
���
�
� 	������	
�
�� �
� �
� ���	
��� ������ 
� 
�� �

�$ Pt�

�� ������ ��  � 
�� �
��
���� �,�	
�
��

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) ���

����� Γ(Pt) �
�����
��� 
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�
� 
�	
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�� 	�
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�
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���� �� 	� ��������� �� �	�� ������
��� �
��
���� �
��
�� &���6(�

A��	� 	�� �� B���� &���5( 	�� �	��
��� 	�� 0�
�	��� &���2(� �� 	����� 	� �����
�� C3��	��

���	� ����
�
� ���� -���� ��
�� ��
���
���� ����	��=�� �� 
�� 	�����
�
�  ��
�� ���� 	� 	��
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�� �

��
�	� ��������� ���
� 
� �����
����
	� �	�	��� �	����  � �
���
�
��

���������� �� ��� ����	 �������� Γ(P ) : R
+ → R

+ �� C2 ��� ������� �Γ′′(P ) ≤ 0� ����

��� �������� [0, P ]� �� �� ���� ���������
 ���� Γ(0) = 0 �� � ����� P̃ ����� ���������
 ����� ���


�������� ������� ��� ��������������	 ���������
�

P �Γ′(P ) > 0 ∀P ∈ [0, P̃ )� Γ′(P ) < 0 ∀P ∈ (P̃ ,
�

P )
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�

�

Γ(P )

P
P̃ P̄

������ �� ��� 	������	
�
� ����
�
�

���� P̃ <
�

P �� ��	��� ���� ������ ������������ �� ���� Γ(P ) = 0 ∀P ≥
�

P � �� ���� ������ ����

��� ������ �� 
�������� ����������� �� ���� 
����� �� ����� ���� ��� ���� ���� Γ(P ) < P ∀P > 0�

�
� �
� �
���
�
� ������� 
�� �
���� 
� �
���
�
� 	 �
� ��  � �	
��� �� -��
 ��
���� ��
�


�� �

�$ ��
�� ��	����� 	 �	/��	� 	 �
� 
�
� �	
� Γmax 	
 �
�� P = P̃ � �����  ��
�� 
��


������ �
��
 P̃ � 
�� �������	
�
� �	�	��
� �
	�
� 

 ������� 	�� 	������	
�
� �����	��� ��
� 
��

�
���
	�
 �
����
�	
�
�� ���	���� 	� �

� 	� �
���
�
� ��	���� 
�� ���
��	� ����� P̄ � 
�� �	
��	� �	
�


� ���	� �� ���� 	�� �
���
�
� 	������	
�
�  ��
��� ��������� ��� #� 

��� �
���� 
��� 
�� �

�$


� �
���
�
� �	� 	������� 
�� ���
��	� 
�����
�� P̄ � 
�� ���
���� ��
���� 
� �	
��� �� �
����
���

	�� ����	���
�� 
�����������

0� �
� 
��� 

 
�� 	�	����� 
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�� ����	
� 	���
�@ ��
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��� ���
�����	

C���� ������
 �
���
�
�
�� 
�� -��� ��
���� 
�� -�	� �

� Yt ��
� 	 �
��
	�
 ��
���� 

 ��	��


����
�
�� ����� �	 
� Lt 	�� �	��
	� Kt�

Yt = ÃztK
ν
t L1−ν

t �'�

����� zt ∈ [0, 1) �� 	� ����/ 
� 
�� 
����
�
��@� ��
����
� 
� �
���
�
�� Ã > 0 �
�����
��� 

 	

��
���
���
� ��	�	� 	�� ν ∈ (0, 1) �� 	 �
��
	�
 �	�	��
���

��
���
�
� 	�
���
� ��	�� 

 �
���
��� ������
��� �
��
���� ;

$�� &���+(� 
�� 7
� 
� ������
��

���
���

Et = zζ
t Yt �>�

��
� ζ > 0� ������
��� 
�� ������
��3
�
��
 �	
�
 �� �
��
����� ���$�� 

 
�� ����/ zt�
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�
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�
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	� �
��
	�
 ��
���� 
����
�
�� ��
� ������
 

 �	��
	�� �	 
� 	�� ������
���

Yt = AKα
t Lβ

t E1−α−β
t �5�

��
� A = Ã
ζ

1+ζ � α = νζ
1+ζ � β = (1−ν)ζ

1+ζ �

#� 4
���
� %����� 	�� D

���
� &'116(� 
�� 	�
�
�� ��������
� �� 	 �����	�� �	/���=	
�
� ���3

����
���� 
�� ������
��
� 
� 	 ���
�� 
� 	��
�
�� 
��� 
�� ��������� 
� 	 ���� 	��
�	
�
� 
� �����
�



 -���  � ��
���� 
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�� �	

�� �� 	 �
���� 
� ��
�
��� ���

���
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��  	��� 
� 
����

�����
�� �� �/����� ��	���	
������� 0� ��	�� �

� 
�	
 *�
 &'11'( 	������ 
� 
�� �
�
�	��� 
�	


	 �	�
 
� 
�� ,�

	 �� 	��
�	
�� ������ 

 -��� 
�	
 �	� ��/
 �	�
����	
� 

 
�� �����
� �	�$�
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�
��� :
����� ��� 	���
	�� �� �� ��� ���
�
���� ����
��	� 

 
��� ������ �� ��� �
���@�

�,���� ����� ���	��� 	� ���
�� qtĒt� �/	�
�� �,�	� 

 
�� ������� �
���� ��
� 
�� �	�� 
� 
��

��
�� ,�

	� ����� �� ��
����� 
	/�� 	�� �	��  	�$ 

 
�� �
��� �
����
���� ����� -��� 	��


 ����� 

 �����	��� 	
 
�� �	�$�
 ����� qt� 
�� 	�
��
 
� �
���
�
� �����
� 
�	
 �
�����
���

��������� 

 
���� 
�� ���� Et �� 
���� 

  � 	 �� 

 ��
�����

0� 	����� 
�	
 �	��
	� ����� �������	
�� �� 
�� ����
�� ����� �	/����� ��
-
�� 
	$��� 
��

����� 
� ����
� 	� ������

πt = AKα
t Lβ

t E1−α−β
t − wtLt − RtKt − qtEt �6�

����� wt ��������
� 
�� �	�� �	
�� rt �� 
�� ��	� ���
	� �	
� 
� �	��
	� 	�� qt �� 
�� ����� 
� �����
��

��� -��
 
���� �
���
�
�� �
� ��
-
 �	/���=	
�
�� �/������� �� 
���� 
� ��� �	��
	 �	��	 ���

��
� kt = Kt/Lt 	�� et = Et/Lt� ���
� �

wt = βAkα
t e1−α−β

t �2�

Rt = αAkα−1
t e1−α−β

t ���

qt = (1 − α − β)Akα
t e−α−β

t . �+�

��� ��� ��������
�

0� �
������ 	� ��-��
� �
��=
� ��
�
�� �
��
��� 
� -��
�3����� 	���
�� ! ��� �����	
�
� ��

 
�� 	
 �	�� ����
� t = 1, 2, ..., 	�� ����� �
� 
�
 ����
��� �
�
� 	�� 
�� 	��� ����� �� �


�
���	
�
� ��
�
� 	�� 
�� ��=� 
� 	 �����	
�
� �� �
��	��=�� 

 
�� N ≡ 1� ��� �
��� 	���


 
�� 	
 ����
� t �� ���
��� ��
� 
�� ���
 
� �	 
� ����� �� ����� �������� 

 -��� �����	
��	���

�
� 	 ��	� �	�� wt� :�� ����� -��
 ����
� ���
�� �� 	��
 �
��
��� 
� 
�� ������� ��
� 
�� �	��


� 	 ,�	�
�
� Et 
� �����
�� 	
 
�� ����� qt� ���� ������� �
�����
��� 

 
�� �����
����
	�

	��
�	��� ���
�� �
��  � 
�� �
�������
� :� ����� 	��
�	
�� 
��� 


	� ���
�� 

 �	����� st 	��
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�����
����
	� �	��
��	��� mt�
�� 0��� ��
����� 
�� 	���
 �������� ��� ����� �	����� 

 -��� 	��

�	��� 
�� ��
��� 
� �	����� Rt+1st ���
� Rt+1 = 1 + rt+1 
�� ��
����
 �	�

��� :�� ����� ���
�� ��

��
����� ���

�� 

 �
�����
�
� ct+1� ��� 
�
  ����
 �
��
�	��
� �� ����� �	���� ��  

� ����
��


� ����� ���
� ������
������

wt + qtEt = st + mt ���

ct+1 = Rt+1st. ��1�

�
��
���� *�
 &'11'(� �� 	����� 
�	
 
�� �
���
�
� 	 	
����
 	�
���
�� ������  � �
����
����

���	��� �9��
��� �����
� 
�� �����
� ���
��� ������
��� 
�� ��
�
�� �	� 
�
 ���
���
 ��	�� �
�

-��
��� 	�	���
 �
���
�
�� #� 
�� �����
����
	� �
���� �� 	 
�� 	�� ��
����� 

 �����	
� ������
���

�
 	��
 	9��
�� 
��
��� 
�� ���
�� �
�
� 
� 
�� �����
����
	� 	��
�	���� 
�� �
����
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�
� *�� �	� �

� 
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��� 	���
�
�	� ���
�� 	��
 �
����	
�� ��
���
��� �����
���
�


��
��� �	������

��� ����������� 
� 
�� 	���
  
�� 	
 �	
� t 	�� ��-��� 
��� 
�� 	�� �
�����
�
� 	�� ����3

�
����
	� ,�	��
�� ���� 	�� ������ ��  � 
�� �
��
���� �
���
� ����
�
� U(ct+1, Pt+1)�

���������� �� ��� ������	 �������� U(c, P ) : R
+ × R

+ → R �� C2� �� �� ���������
 ���

������� ���� ���
��� �� ������
���� ��� ���������
 �� 
��������� U1 ≥ 0� U2 ≤ 0� U11, U22 ≤ 0�
��� ����� ���������� �� ��
����� U12 ≤ 0�� �� ������� ������ ���� limc→0 U1(c, P ) = +∞�

E�����
�� �
�
�� �
� 

 
�� 	������	
�
� 
� 
�� �
���
	�
 �

�$� #
 �� 	��
 �
��� �� 

 �
�3


�
� 
�� ����
��� 7�/ 
� ������
�� 	�� 

 ����
�� �����
����
	� ,�	��
� 
��
��� 
�� 	 	
����


�/�����
���� 
� 
�� �
��� mt� D�	� ������
�� 	�� ������ ��������
��  � 
�� �
��
���� ����	�

����
�
�� Θt = Et − γmt ��
� 0 ≤ γ < 1� #� 
�� �������� 
� ���	� 	�
���
�� 
�� �	� 
� ��
��
�
�


� �
���
�
� 
���  ��
����

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) + Et − γmt. ����

#� 
��� ��	���
�$� �
����
��� 
����	��� �	�� 	� ��
�������	
�
�	� �/
���	��
�� 0��� 
�� �
���

��

��� 
�� 	�
��
 
� ���
����� 

 ���

� 

 �	��
��	���� �� ����� 
��� �	��� 	 
�
 
�� �����
�3

���
 �� ����� ���� ��.
� �� 
�� 	��� )�
� 
�� 	���
 ���
��� ��
���  ���-
� 
� ��� ����� �����
���
�

��� ��������
	
��� 	���
  
�� 	
 �	
� t ��	��� ��� ����� -��
 ����
� ���
�� 	�
�� �	�����

������ ��
������� 
�� �
�����
�
� 
� 
�� -�	� �

�� 	�� 	 	
����
 ������ ��7������ 
�� F�
�3

����
�
�F 
� 
�� �����
����
	� �� ��� �

�� �� 
���� 

 �	/����� ��� ����� ����
��� �
���
��

��� �� �������� �� 	��
��	�	�� mt �� � ��� ��
��� �� � �
� ��	��� ��
�� ��
�	
��
� �
 �	��	 �� �
�
�� ���

�������
� ����
���� ��	 ��� ��
��� �� ���
�� ��
�
� ��	�
� ��� ��	��� �� ���� ����
 �� ��� ������ !
�"� �� 
�� ��
����	 �
� �	�� ��	��� ��
�������
! #��� ���������
� ���������
 ����$� �� �� ����� �
 ���

�	����� �	���%�& ���$��
 �
�� ���� �
� �

�	�
��
��� ���� ��
�������
� ���� 
��� ���� ��� 	��	���
����
� ���
�

�	����� ! '
�$��� ����
� � �	�� ��	��� ��
�������
 $���� 
�� ���
�� ��	 (��������
� 	������!
�)�������
 ���	�� � *��������* �&��� �
 ��
�������
 �+����� �
� ,������
 ������ ! #�� ��	��
�� ������� ��

��
�������
 �� ���	����
� �
 P $���� ���
� ���� ��� �����	 ��� ��������
� ��� �����	 ��� ��
�������
!

�



�	$��� 	� ����� ������ 	�� �
���
�
� 	
 
��  �������� 
� ����
� t� 
�� ��������
	
��� 	���
@�

��
 ��� ���
���

max
st,mt,ct+1

U(ct+1, Pt+1)

�� .��
 

� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

wt + qtEt = st + mt

ct+1 = Rt+1st

Pt+1 = Pt − Γ(Pt) + Et − γmt

mt ≥ 0.

��� -��
 
���� �
���
�
� ��	���

−Rt+1U1(ct+1, Pt+1) − γU2(ct+1, Pt+1) + µ = 0 ��'�

��
� µ ≥ 0� 
�� 	��
��	
�� G	��	��� ���
������ 
�	
 �	
��-���

µmt = 0. ��>�

;���� 
���� �� 	 �
� ���	
���
� �
��
�	��
 
� mt� �� �	�� 

 ���
������� 
�� �	�� ����� 	 	
�3
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 �� ���9��
��� ���� mt = 0� ��
� 
�� 
�� ����� 
�� 	���
� ��

�� 

 ���	�� �� �	��
��	���

���� mt ≥ 0� %
��
���� 
��� �
��� ���
 	��
  � ������� �� 
�
 �� 3�	��� ��������� 
� ���
���


� �

� �����
����
	� ,�	��
� �	� ��
���� 
�� ��������� ���
� 
�����
��
�

P � ������
��� �� �	�� 
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� ,��
� ���
���
 ��
�
��� 	�� �����
����
	� ���	�����

#� 
�� �
��
���� ���
�
��� 
�� ����
�� �� 

 ��	��	
� 
�� ���	�
 
� �����
����
	� �
���� 	��


�� �9��
 
� 	 �
���� ���
�� ����� 	 ��	��� �� 
�� ��
 	� ,�
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� �,���� ���� ��
���
���  
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�
�	� ���	�����
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��� 
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	 ���
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��	�	
��� �
	
��� �
 	� 

 ��	���� 
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� �,���� ���� ������ 
� �	��
	� 	��

�
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�� ,�

	� ���� 	�	����� �� ������������ �
����
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� 
�� �
��
�	��


�mt = 0� 	�� 
�� ��
���
� �mt ≥ 0� �
��
�
���

��� ���� 
��	��	�	�� ����������


! �
��
�
� ����� 
�� �
��
�	��
 mt = 0 �
��� �
�����
��� 

 
�� ��
�	
�
� ����� 
�� �����
 
�

�����
����
	� 	�� -�	���	� �
��
�	��
� 	�� ���� 
�	
 �
����
��� �	�� �

 ��
��� �����
���� 



	 	
� �
���
�
�� ����� 
��� ���

� 
�� ��
�� 
� 
���� ���
�� Ωt 

 �	������

Ωt = st ��5�

+



��
��

Ωt = wt + qtEt.
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�	� �,���� ���� ��
� ������
 �
������
�

��������� � !���� ��� ������������� 
����	 {Ēt}� � ������ �"��������� �� � ��"����� �� 
��

��
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��

k̄(Ē) =
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ir (Ē) > 0�

������ ;�� 	������/ C�

#����	���� Ē �	� 
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��
���

ǩ(Ē) =
(

1
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g(kt, Ē) �
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1
2θ
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−(1 − θP̄ ) +

√
(1 − θP̄ )2 + 4θg(kt, Ē)
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α
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� ϕ′(k) < 0�
��� 	������ ���
� 
� 	 ������� �� ;; ��,����� P < P̄ � !��
����� 

 
�� �,���� ���� ���	
�
�

�>'�� 
��� �� �,���	���
 

 k >$
P
= ϕ−1(P̄ )� ;
� �� 
���� 

 ��	�� ��
� 
�� ����� 
� �/��
����� 
��

�	��� ]$
P
, k̄(Ē)] ���
  � �
� ���
��

����� 
�� �
���  
��� �
�� 

 �
��	�� 
��  ��	��
�� 
� 
�
 ����
�
�� 
� k� �
� 	 ����� Ē� 0�

���
���
 
��� �
��� 

 
�� �	�� ����� Ē > Ēl� 
�� �
���
�
� 
�	
 ������� 
�� 	 ����� 
� �
���
�


�	���

3 
�� -��
 ����
�
� Θ(k) ����� 
�� 	�
��
 
� �
	
�
�	�� ������
��� Θ(k) = Ē − γm(k, Ē)�
#
�  ��	��
�� ������� ��
� 
�� ��
���
��� 
� m(k, Ē) 	�� ��
� 
�� �
���
�
� Ē > Ēl� Θ(k) > 0
∀k ∈]$

P
, k̄(Ē)]� Θ′(k) = −γm1(k, Ē)� Θ(0) = Θ(k̄(Ē)) = Ē� #
 �� -��
 �����	���� ��
�� k̃(Ē)� 
���

�����	���� ��
�� k̄(Ē)� #
 �� �
���/� Θ′′(k) > 0� ����� Θ(k) �	� 	 C ��	���

3  � �� �
�
�
��� 
�� �/������
� 
� P �����  ��>'� �� 
�� 	������	
�
� ����
�
�� �� ��
 
��

���
�� ����
�
� Λ(k)� Λ(k) = Γ(ϕ(k))� ��� ���� 
� �
� �����	
���� Λ′(k) = ϕ′(k)Γ′(ϕ(k))� �
�3
�
�� ��
� 
�� ��
���
��� 
� Γ() ����� ϕ′(k) < 0� �
 �� ���	
��� ���� ϕ(k) ∈ [0, P̃ ] ↔ k ∈
[ϕ−1(P̃ ), ϕ−1(0)] ����� �
 �� �
��
��� �
� 	�� k ∈ [ϕ−1(P̄ ), ϕ−1(P̃ )]� ����� Λ(k) ������
� ��
� 
��

�����
��3C ��	�� 
� Γ()� %
��
���� �� �	�� Λ($
P
) = 0 	�� Λ(ϕ−1(P̃ )) = Γ(P̃ ) = Γmax�

��
� 
���� 
�
 ����
�
��@ ��
���
���� �� �	� ������ 
�� �	�$��� 	
 
�� �
���  
��� 
� 
��

��
���	�� Θ($
P
) > Λ($

P
) = 0� �
��
���� ������ �'112�� �� �
� ��
 
�� 
�
 �
��
���� �
���
�
���

��� -��
 �
���
�
��

max
k∈]�

�
,k̄(Ē)]

{Λ(k)} ≥ max
k∈]�

�
,k̄(Ē)]

{Θ(k)}

�� 	 �����
��� 
� 
�� ������	�� 	�� ��"���
 �
���
�
� ��+� �
� 
�� �/��
���� 
� 	 �
��
�	��
 ;; �����

�
 �� �,���	���
 

 Γmax ≥ Ē� #
 ������� 
�	
 
�� 
�
 ������ ��
�����
 
� 
�� ��
���	� ]$
P
, ϕ−1(P̃ )]�

����� �� ���
�� 	 
������	� �
���
�
�

k̄(Ē) ≥ ϕ−1(P̃ ) ↔ P̃ ≤ ϕ(k̄(Ē))

�
 	� 

 ������ �

 
��� 
�� �
�3���
����� 
� 
�� �
����� �	��� ]$
P
, k̄(Ē)]  �
 	��
 
�	
 
��

��
�����
�
� �
��
 �� ��	����  ��
�� 
�� �����  
��� k̄(Ē)�
������
��� ����� 
���� �
���
�
��� 
���� �/��
��� 	
 ��	�
 
�� �	�� 	
 �
�
 
�
� �
�	�� �
	
����

��
� �
��
��� �	��
��	��� 	�� ������� �� �
���
�
�� #� �	�� 
� �����
�� �� ������	���� �	�� k∗
ir <

ϕ−1(P̃ ) 	��� �
���,���
��� P ∗
ir > P̃ � 0��� 
���� 	�� 
�
 �
��
�
��� 
���� ������
��� ������ 
�

�
���
�
� 	�� �
�	
�� ��
�  

� ����� 
� 
�� �
��$��� �	��� P̃ � 8

� 
�	
 
�� 	���
�
�	� �
���
�
�

'�



Θ(k̄(Ē)) > Λ(k̄(Ē))�  � -/��� 
�� �	�$��� 	
 
�� �����  
��� k̄(Ē)� �� ��"����
 

 �	�	�
�� 
��
�/��
���� 
� 
�
 �
��
�
���

-� ����! �	������

-�� .�� ���������� �*��!������


)� ����	��=��� 
�� ���
�� ��2� 	�
��� 	 �
�	�� �
	
� (k∗
cr(Ē), P ∗

cr(Ē))� �� ��
�{
dkt+1 = Ω1(k∗

cr(Ē), Ē)dkt

dPt+1 = (1 − Γ′(P ∗
cr(Ē)))dPt

��� �
���
�
�� Ω1(k∗
cr(Ē), Ē) < 1 	�� Γ′(P ∗

cr(Ē)) > 0 	�� ��"����
 

 ��
�� �
�	� �
	 ���
��

�
� 	�� Ē > 0� 
���� �/�
� 	 ���,�� �
��
�
� k∗
cr(Ē) 	�� �� �	�� Ω1(k∗

cr(Ē), Ē) < 1� ����� 
��
��
���
� 
� �
	 ���
� ������� ��
� 
�� �
�	
�
� 
� 
�� ����� 
� �
	
�
�	�� �
���
�
� ��
� ������
 




�� �	��� P̃ ���� 
�	
 Γ′(P̃ ) = 0� 0��� 
���� �� 
��� 
�� �
��
�
�� �
 ��������� �
�����
��� 

 
���

�	���� P ∗
cr(Ē) = P̃ � ����� ������� 
�	
 
�� ���
�� �
���
�
� �� �

 �	
��-�� ����� Γ′(P ∗

cr(Ē)) = 0�
0��� 
�� ���,�	��
� �� ��+� �� �
���
� 
�� ���
�� �,�	
�
� �� ���� 	���
� 
�
 �
��
�
�� 
�	
 	��

�
�	
�� ��
�  

� ����� 
� P̃ � P ∗
cr(Ē)− < P̃ < P ∗

cr(Ē)+ ↔ Γ′(P ∗
cr(Ē)+) < 0 < Γ′(P ∗

cr(Ē)−)�
:����� �� �	� �
������ 
�	
 
�� F�
�F ;; �� �
�	��� �
	 �� ����� 
�� 

��� �� ���
	 ���

8

� 
�	
 
�� -��
 �
���
�
� ������ 
�� ���
��� ��7��
� 
�� ���
��@� 	 ���
� 

 	������	
� 	

��
�$ 
� �	��
	� ������ 
� �
���
�
���

-�� .�� �������� �� �����!� ��


�
� 	 ������� �� ;; (k∗
ir(Ē), P ∗

ir(Ē))� 
�� ����	��=	
�
� 
� �'5� ����� 
�� 4	�
 �	� �	
��/ �J��

(
dkt+1

dPt+1

)
=

⎛
⎝ −γΩ1(k∗

ir(Ē),Ē)

ϕ′(k∗
ir(Ē))−γ

1−Γ′(P ∗
ir(Ē))

ϕ′(k∗
ir(Ē))−γ

−γΩ1(k∗
ir(Ē),Ē)ϕ′(k∗

ir(Ē))

ϕ′(k∗
ir(Ē))−γ

(1−Γ′(P ∗
ir(Ē)))ϕ′(k∗

ir(Ē))

ϕ′(k∗
ir(Ē))−γ

⎞
⎠
(

dkt

dPt

)

8
�� �
 �� ���	� 
�	
 det(J) = 0� #� �	�
� ��� 

 
�� �,���� ���� ���	
�
� �>'�� 
�� ���
��

������� 

 	 
�� �������
�	� ���	����� ����� 
�� 
�
 ������	���� 	��� λ1 = 0 	�� λ2 =
�	(J)
��
�

tra(J) =
−γΩ1(k∗

ir(Ē), Ē) + (1 − Γ′(P ∗
ir(Ē)))ϕ′(k∗

ir(Ē))
ϕ′(k∗

ir(Ē)) − γ
.

��
���� 
�	
 Ω1() > 0 	�� ϕ′() < 0� 
��� �/������
� �� �
��
��� ����� 
�� 	�����
�
� Γ(P ) <

P ∀P ������� Γ′(P ) < 1 ∀P �

������
��� 
�� �
��
���� �
���
�
� �� ��"����
 �
� �
�	� �
	 ���
��

γ(1 − Ω1(k∗
ir(Ē), Ē)) > Γ′(P ∗

ir(Ē))ϕ′(k∗
ir(Ē))

	�� �� ��	�� �

� 
�	
 
�� 
�
 �
���
�
�� ��
 �� B.1 �Ω1(k∗
ir(Ē), Ē) < 1 	�� Γ′(P ∗

ir(Ē)) > 0�
������ 
�	
 
��� ���,�	��
� �
����

'+



"� ����� �� ����������� $

#� 	������/ A.3� �� �	�� 	�	��=�� 
�� �/��
���� 
� 	� ��
���
� ������� �� ;;  � �
��	���� 
��

 ��	��
�� 
� 
�
 ����
�
�� 
� k �
� 	 ����� ,�

	 Ē� 8
�� �� �
������ 
�� ���	�
 
� 	 ��	��� ��

Ē 
� 
�� �,���� ���� 
�
�
�� (k∗
ir(Ē), P ∗

ir(Ē))�
��� �
�	�� �
	
� �
���� 
�� �
��
���� ���
���{

P ∗
ir = Φ(k∗

ir, Ē)
Γ(P ∗

ir) = Θ(k∗
ir, Ē)

)� �� �
�
�
��� 
�� �,���� ���� ���	
�
� �� 
�� ���
�� �,�	
�
�� �� ��
�

Γ(Φ(k∗
ir, Ē)) = Θ(k∗

ir, Ē).

���� �,�	
�
� �������
�� ��-��� k∗
ir 	� 	 ����
�
� 
� Ē� k∗

ir = k∗
ir(Ē) ��
��

dk∗
ir

dĒ
=

Θ2 − Φ2Γ′

Φ1Γ′ − Θ1
.

��
����� 
�	
 
�� 	�	����� 
��� �	$�� ����� �
� 
�� �
	 �� ;;� �� ����� 

 
�� 
�
 ��"����


�
���
�
�� �
 �
�	� �
	 ���
�� Ω1(k∗
ir(Ē), Ē) < 1 	�� Γ′(P ∗

ir(Ē)) > 0� ��� ���� 
� 
�� �	�
�	�

�����	
���� Φ1 	�� Φ2  ���� $�
��� �
 ���	��� 

 ��
������ 
�� ���� 
� Θ2� ��� ������
��

����
�
� ���
�� Θ(k, Ē) = Ē−γm(k, Ē)� �
� 	�� k� �
� �����	
��� ��
� ������
 

 Ē ��� Θ2(k, Ē) =
1 − γΩ2(k, Ē)� ;���� Ω12(k, Ē) > 0� Ω2 �� �����	���� �� k� A
���
��� �
� �	��� 	
 
�� �����

 
��� k̄(Ē) �������

Ω2(k̄(Ē), Ē) = (1 − α − β)(A(1 − α))1/(1−α)Ē−β/(1−α).

8
�� �
 	���	�� 
�	
 Ω2(k̄(Ē), Ē) ≤ 1/γ �� �,���	���
 

�

Ē ≥ (γ(1 − α − β))(1−α)/β(A(1 − α))1/β .

G�
 Ēc  � 
��� �
���  
���� �
� 	�� Ē ≥ Ēc� �� �	�� Θ′(k, Ē) ≥ 0 ∀k ∈]$
P
, k̄(Ē)]��� ������
���

�� 
��� ���,�	��
� �
��� ��
���
�
� �'�� �� ��
�� 6�� 
��� �
 	���	�� 
�	
 k∗′
ir(Ē) < 0

8�/
� �� ����	�� k∗
ir ��
� k∗

ir(Ē) �� 
�� �,���� ���� ���	
�
� �
 	� 

 �
���
� 
�� �����	
���


� P ∗
ir(Ē)� 0� ��


P ∗′(Ē) =
Φ1Θ2 − Φ2Θ1

Φ1Γ′ − Θ1

��4�
�� $� 	���	��� ��� �
������ �� (����� ���� �	� �	����	 ���
 ��� ��	������ Ēl� ������
� Ēl ≥ Ēc �� ������
�

�� ��
�����! +�	� �	�������� Ēl ≥ Ēc ↔

β ≥ (1 − α)(1 − αα/(1−α))

#��� ���
� �� 
�� 
�	� 	���	����
�! �� $� ������� ���� ��� ���	� �� �����	 �
 �	�������
 1 − ν ����
�� ��� 	�
��

(0.6, 0.7) �$���� �� ��� �����
 	�
�� ��	 ��� ���������
� �� ���� ��	�����	 � ���
 ���� �
�(������ �� ��������� ��	

�
���
��� ��	 ζ = 1!

'�



	��� 
��� �/������
� �� �,���	���
 

�

P ∗′(Ē) =
U1(Θ1R2 − Θ2R1) + (RU11 + γU12)(Θ1c2 − Θ2c1)

(Φ1Γ′ − Θ1)(RU12 + γU22)
.

��� ���
���	

� 	�� 
�� -��
 
��� �� 
�� �����	

� 	�� �
��
���� ;���� RU11 + γU12 < 0�
���
���� Θ1c2 − Θ2c1 < 0 ����
�� �
���
�
� �� ��
�� 6� ������� P ∗′

ir (Ē) > 0� ���� �
���
�
�

�����
���
Θ1(k∗

ir(Ē), Ē)
Θ2(k∗

ir(Ē), Ē)
<

c1(k∗
ir(Ē), Ē)

c2(k∗
ir(Ē), Ē)

.

8
�� �

� 
�	
 �
�����
�
� 	�� ������
��� 	
 �
�	�� �
	
�� �/����� 	� �
��
���

c(k∗
ir(Ē), Ē) = R(k∗

ir(Ē), Ē) = cir(Ē)

Θ(k∗
ir(Ē), Ē) = Ē − γm(k∗

ir(Ē), Ē) = Θir(Ē)

	�� 
���� �����	
��� ��
� ������
 

 Ē ��	�� ������
������

c′ir(Ē) = c1k
∗′
ir(Ē) + c2

Θ′
ir(Ē) = Θ1k

∗′
ir(Ē) + Θ2.

���� ���
���� c′ir(Ē) < 0 	�� Θ′
ir(Ē) > 0 ��������

−Θ1(k∗
ir(Ē), Ē)k∗′

ir(Ē)
Θ2(k∗

ir(Ē), Ē)
< 1 < −c1(k∗

ir(Ē), Ē)k∗′
ir(Ē)

c2(k∗
ir(Ē), Ē)

	�� 
�� �
���
�
� �>1� �
��
�� ��
� 
��� �	�$����

�� ���������!��	 ���!	���

��� .�� ����/������ 0�������


����
 
� 	��� ����� 
�� �����-�	
�
�� �
� U(c, P ) 	�� Γ(P )� �

� 
�	
 
�� �*A �	�� 
��

�,���� ���� ���	
�
�� ��	���

Pt =
1

γφkt
.

��� �/������
� 
� 
�� ��
�
��� f(kt, Ē) 
��� �
��
�� ��
� 
�� �*A �� ����� �� ��
 mt = µ = 0�

− 1
Ω(kt, Ē)

+ γφ(Pt − Γ(Pt) + Ē) = 0. �>>�

#
� �	�
����	� ��	�� �� ��������
 
� 
�� ����� 
� �
���
�
� �������� �� 
� �

��

3 ���� �
���
�
� �� ��������� ��� 
�� ��
�
��� �� �����  ��

Pt = f1(kt, Ē) =
1

γφ(1 − α)Akα
t Ē1−α−β

− Ē �>5�

>1



	�� 
��� �/������
� �� �	��� 	� �
�� 	� Pt ≥ P̄ � 
��

kt ≤ ǩ(Ē) =
(

1
γφ(P̄ + Ē)(1 − α)AĒ1−α−β

) 1
α

.

#� ǩ(Ē) > k̄(Ē)� 
��� �
 �� 	��	�� �
�	
�� 	 
�� 
�� ��������� ���
� 
�����
���

!����� �
� 
�	
 ǩ(Ē) < k̄(Ē)��	 �
� 	�� kt > ǩ(Ē)� 
�� �
���
	
�
� 
� 
�� ��
�
��� ��,�����



 �
��� 
�� �
��
���� �
���
��	��

Pt(1 − θ(P̄ − Pt)) −
(

1
γφ(1 − α)Akα

t Ē1−α−β
− Ē

)
= 0.

G�
 �� ����
�� 
�	
 
�� ���������	�
 �� �
��
����

∆f = (1 − θP̄ )2 + 4θ
(

1
γφ(1 − α)Akα

t Ē1−α−β
− Ē

)
> 0.

?����
 �	����	
�
�� ����	� 
�	
 
�� -��
 �


 �� 	��	�� ���	
��� 	�� �	�  � �/������� �����

�� �
��� 
� 
�� ���
�� �


 
�	
 �� � 
����� 	��
��	
�� ��
� �
��
��� 	�� �
��� 
�	� 
�� 
�����
��

P̄ �	���� 
� �
���
�
�

Pt =
−(1 − θP̄ ) +

√
∆f

2θ
. �>6�

��� ����
�
� �� �>6� �� �
�


��� �����	���� �� k� ;
� 
���� �/��
�� 	 ���,�� �	��� k̂(Ē) ����

�	
 �
 ��
���� 
�� 	 �����	 �P = 0� ��
��

k̂(Ē) =
(

1
γφĒ(1 − α)AĒ1−α−β

) 1
α

	�� �
 	���	�� 
�	
� �
� 	�� kt ≤ k̂(Ē)� 
�� �,�	�� �


 �� �>6� �� �
� ���	
���� %
��
���� ��

�
�-�� 
�	
 ∆f �� �
����� �
��
��� 
� [0, k̂(Ē)]�
8
�� ��
����� 
�	
 �� 
��� �
������ �
� ���	
��� ������ 
� �
���
�
�� 
�� �/������
� 
� 
��

��
�
���� ���� �
���
�
� �� ������� ��� ���

Pt = f2(kt, Ē) =

{ −(1−θP̄ )+
√

∆f

2θ �
� kt ≤ k̂(Ē)
0 

�������

�>2�

)��
�� 
�� ����� k̂(Ē)� �
 ��������� ���
� 
�� 	 �����	� #
 ��	�� 
�	
 
�� 	���
� ���	�� ��

�	��
��	��� ���	������ 
� 
�� ����� 
� �
���
�
��

��� ���������!��	 �� �� �����!� ��


��#��� ��
�����
 ����� ��$
 �� ������� ��	 �
���
���

A ≥ 1

(γφ(P̄ + Ē))1−α(1 − α)Ē1−α−β
.

>�



�
� 	 �
��
�	��
 �
��
�
�� �
 �� �
�	����
��	�� 
�	
 P ∗
cr(Ē) < P̄ � ��� 	������ ���
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cr(Ē) < f(k∗

cr(Ē), Ē)� #� k∗
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ir(Ē) ∈]ǩ(Ē), k̂(Ē)]� 
��� �����
 �	����	
�
�� ��
� 
�	
 P ∗
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Ēs =
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1
A(1 − α)(γφ)1−α

)1/(2(1−α))−β)

.
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kt+1 = (1 − α)Akα
t Ē1−α−β
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Pt+1 = Pt(1 − θ(P̄ − Pt)) + Ē
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Pt+1 = Pt + Ē

3 ?��	����� ���� �	��
��	��� �� �
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���

kt+1 =
1

γφPt+1

Pt+1 =
x(kt, Pt) +

√
x(kt, Pt)2 + 4/φ
2

≥ 0

��
��

x(kt, Pt) = Pt + Ē − γ(1 − α)Akα
t Ē1−α−β

���� �
���
�
� �� ��������� �� 	��� �� �

�

x(kt, Pt) = Pt(1 − θ(P̄ − Pt)) + Ē − γ(1 − α)Akα
t Ē1−α−β .
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