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Résumé

Une fonction d'e�ectivité n'est pas équilibrée s'il existe une partition
généralisée de coalitions qui pourraient faire opposition contre toutes les
issues sociales. En 1989, Kolpin montrait qu'une fonction d'e�ectivité in-
stable n'est pas équilibrée mais que la réciproque est fausse. Nous introdui-
sons la notion d'équilibre fort, une notion déduite de l'équilibre, et montrons
que la stabilité, l'équilibre et l'équilibre fort sont équivalents pour les fonc-
tions d'e�ectivité monotones et simples et pour les fonctions d'e�ectivité
monotones et maximales.

Mots clés : Fonction d'e�ectivité, partition généralisée, équilibre, acycli-
cité, stabilité.

JEL Classi�cation : D70, D71.

AMS Classi�cation : 91A44

∗Dawidson RAZAFIMAHATOLOTRA, raza�mahatolotra@yahoo.ca est

membre du projet DELICOM. Ce travail fait partie des recherches du pro-

gramme DELICOM

1



1 INTRODUCTION 2

1 Introduction

Une famille d'ensembles est une partition généralisée si la répartition
des éléments dans cette famille est équilibrée. En fait partie, les partitions
où chaque joueur appartient à un seul ensemble. Pour les jeux à utilités
transférables où les coalitions agissent selon leurs valeurs, la connaissance
des interventions des familles de coalitions formant une partition généralisée
est nécessaire et su�sante pour caractériser la stabilité du jeu : existence
d'une solution non opposable (Bondareva, (1963)(2) ; Shapley, (1967)(? )).
Cette propriété a été généralisée pour les jeux à utilités non transférables
mais elle a perdu la nécessité tout en gardant la su�sance pour la stabilité.
Comme les fonctions d'e�ectivité généralisent, en un certain sens les jeux à
utilités transférables et non transférables, il semble naturel qu'il y ait une
structure de pouvoir formant une partition généralisée.

Kolpin (1991)(5) a dé�ni l'équilibre de pouvoir d'une fonction d'e�ecti-
vité tel que si l'on considère une partition généralisée de coalitions, il existe
toujours une alternative non opposable par au moins un joueur, quoique
ce joueur fasse en faisant partie d'une coalition de la partition généralisée.
Si les ensembles de blocage utilisés par les coalitions dans une partition
généralisée de coalitions sont connus, cette dé�nition o�re une procédure
presque algorithmique permettant d'identi�er des alternatives non oppo-
sables, si celles-ci existent. Toutefois, les propriétés de cette procédure ne
permettent pas de déduire si la fonction d'e�ectivité est stable ou non. Nous
avons deux interprétations possibles à cette négativité, lesquelles renvoient
aux anomalies suivantes :

Premièrement, en tant que condition su�sante de stabilité, l'interpré-
tation de la distribution équilibrée du pouvoir a tendance à donner moins
de pouvoir aux coalitions, et ce, a�n d'éviter l'instabilité.

Deuxièmement, en tant que mode de sélection des alternatives stables,
la dé�nition considère trop de coalitions ou impose trop de conditions pour
que la non vacuité de l'ensemble des alternatives non opposables devienne
di�cile à atteindre, avec pour e�et qu'elle perde sa nécessité pour la sta-
bilité.

Selon nous, ce défaut viendrait du choix de la famille de coalitions car la
question d'opposabilité ou non d'une alternative dépend notamment de la
possibilité ou non de l'élaboration d'un pro�l de préférences, et pas seule-
ment de la répartition des joueurs au travers des coalitions. Nous proposons
donc dans ce travail de réécrire la dé�nition de Kolpin (5) en remplaçant la
partition généralisée par une structure plus adaptée aux fonctions d'e�ec-
tivité. De ce fait, nous faisons référence à la dé�nition de cycle, introduit
par Hans Keiding (4), dont l'absence est la seule condition nécessaire et
su�sante pour la stabilité. Ce travail a pour objectif de trouver des classes
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de fonctions d'e�ectivité où la partition généralisée comme le cycle est une
condition nécessaire et su�sante pour la stabilité.

2 Préliminaires

Après avoir précisé les notations et dé�nitions de base, nous présentons
ici des exemples qui introduisent progressivement la dé�nition d'équilibre
de pouvoir en fonction d'e�ectivité et mettent en évidence les propriétés
et les intérêts de la notion d'équilibre de pouvoir en matière d'analyse du
pouvoir dans une organisation.

L'ensemble des joueurs est représenté par un ensemble �niN = {1, . . . , n}
et l'ensemble des alternatives par un ensemble �ni A = {x1, . . . , xm}. Une
coalition est un sous-ensemble S de N . Si Y ⊂ X, alors Y c = X \Y . Notons
P(X), l'ensemble des parties d'un ensemble X et P0(X) = P(A) \ {∅}.
Une fonction d'e�ectivité est une fonction E : P(N) −→ P(P(A)) telle
que E(∅) = ∅, B ∈ E(N), ∀B ∈ P0(A) et A ∈ E(S), ∀S ∈ P0(N) ; E
est dite monotone si ∀B,C ∈ P0(A),∀S, T ∈ P0(N) tels que B ∈ E(S),
alors C ⊃ B et T ⊃ S entraîne C ∈ E(T ). La fonction E est maximale si
∀B ∈ P0(A), ∀S ∈ P0(N), B /∈ E(S) entraîne Bc ∈ E(Sc). La fonction E
est anonyme si ∀S, T ∈ P0(N) tel que |S| = |T |, alors E(S) = E(T ). La
fonction E est neutre si ∀S ∈ P0(N), ∀B, C ∈ P0(A) tel que |B| = |C|,
alors B ∈ E(S) si et seulement si C ∈ E(S). La fonction E est simple
si ∀S ∈ P0(N), E(S) = P0(A) ou E(S) = {A}. Dans ce cas, on note
W(E) = {S ∈ P0(N) | E(S) = P0(A)}.

Une E−con�guration d'ordre r d'une fonction d'e�ectivité E est un
2r−uplet (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) tel que Bk ∈ E(Sk), ∀k = 1 . . . r. On
note L(A) l'ensemble des relations d'ordre linéaire sur A. Un R ∈ L(A) est
appelé préférence et un S−pro�l est un élément de L(A)S. Une fonction
d'e�ectivité E est stable si et seulement si, pour tout RN ∈ L(A)N , il
existe x ∈ A tel que pour tout S ⊂ N , pour tout B ∈ E(S) on ne peut pas
avoir y RS x,∀y ∈ B.

Exemple 2.1. Soit E un jeu à deux joueurs {1, 2} et à deux alternatives
{x1, x2} tel que E ({i}) = {{xi} , {x1, x2}}.

Si l'on connaît la distribution du pouvoir, on peut prévoir l'ensemble des
alternatives éliminées, soit par la connaissance des préférences des joueurs,
soit par la connaissance des intentions de blocage via la formation des coa-
litions. Dans le second cas, on peut savoir partiellement les préférences, en
sachant que vouloir bloquer une alternative via un ensemble d'alternatives
signi�e que ces alternatives sont préférées à l'alternative rejetée. Cela nous
permet d'avancer les analyses suivantes :
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Le joueur i a le pouvoir de bloquer l'issue sociale xj, j 6= i. Si i préfère xj
à xi, alors il n'exerce pas ce pouvoir.

Si, par exemple, 2 est le seul qui manifeste ses propositions en proposant
x2, alors l'issue sociale sera {x2}. C'est-à-dire que la seule E− con�guration
active (possible de faire opposition contre un état social) est ({2} , {x2}).
Le silence de 1 peut se traduire par une préférence de x2 à x1 ou tout sim-
plement par une non-action de sa part. Par contre, si 1 propose x1, donc l'
E−con�guration active, qui est d'ordre 2, est ({1} , {2} , {x1} , {x2}), alors
l'intersection des propositions d'issue sociale ou solution du jeu de ces deux
joueurs est vide. Aucune alternative n'est donc sélectionnée.

Exemple 2.2. Soit E un jeu à deux joueurs {1, 2} et à trois alternatives
{x1, x2, x3} tel que E ({i}) = {{xi, xi+1} , {x1, x2, x3}}.

Ici, 1 n'a le pouvoir de bloquer que x3 et 2 a seulement le pouvoir de bloquer
x1. Donc, x2 est non opposable et fera toujours partie des propositions de
1 et de 2, quelles que soient leurs préférences. Dans ce cas, la réunion des
alternatives rejetées par ces deux joueurs est un sous-ensemble strict de
{x1, x2, x3}.

Si nous augmentons le nombre de joueurs, alors chacun d'entre eux a la
possibilité de choisir la coalition avec qui il veut agir contre telle ou telle
alternative.

Exemple 2.3. Soit E un jeu à trois joueurs N = {1, 2, 3} et à trois al-
ternatives {x1, x2, x3} tel que E ({i, j}) = {{xk} , {xk, xi} , {xk, xj} , A} et
E ({i}) = {A} (i, j, k ∈ {1, 2, 3})

Aucun joueur n'a le pouvoir de s'opposer contre une alternative. Donc,
pour faire une objection, chaque joueur doit choisir un partenaire en fonc-
tion de ses objectifs. Par exemple, si 1 veut proposer x3, il a intérêt à
choisir 2 comme partenaire. Si 2 veut éviter x1, il doit agir avec 3. Suppo-
sons que 3 veut aussi éviter x1, et propose à 1 d'agir avec lui. Dans ce cas,
les coalitions qui ont manifesté leurs intentions sur les issues sociales sont
S1 = {1, 2} , S2 = {2, 3} et S3 = {1, 3}. Ainsi, les propositions de 1 sont
{x2, x3} où x2 est une action avec 3 et x3 une action avec 2. Les proposi-
tions de 2 sont {x1, x3} et celles de 3 sont {x1, x2}. A l'issue du jeu, aucune
alternative n'obtient l'intention de proposition d'issue sociale de tous les
joueurs. C'est-à-dire que si Bk = {xk+2} , k = 1, 2, 3 mod 3 nous avons :⋂

i∈N

⋃
k|Sk3i

Bk = ∅

Ces trois exemples ont montré comment les joueurs choisissent leurs
partenaires et comment on obtient l'issue sociale du jeu en fonction de la la



2 PRÉLIMINAIRES 5

structure de la E−con�guration. La question qui nous occupe maintenant
est celle des relations qu'il y a entre les propriétés de ces coopérations et
l'instabilité. Par exemple, si les joueurs se partagent en famille de coalitions
deux à deux disjoints, seront-ils en mesure de déstabiliser l'organisation ?
Inversement, peut on décrire les propriétés des familles de coalitions qui
peuvent agir en faveur de l'instabilité ? A cet e�et, prenons l'exemple sui-
vant :

Exemple 2.4. Soient n,m, a ∈ N tels que a ≥ 2 et n = am, et Eq la
fonction d'e�ectivité dé�nie sur N = {1, . . . , n} et A = {x1, . . . , xm} par
Eq(S) = P0(A) si et seulement si |S| ≥ q = n− a.

Notons que la fonction E est une représentation d'un vote à quota. Comme
une fonction d'e�ectivité associé à un vote à quota est stable si et seulement

si
⌈

n
n−q

⌉
< m (B. Peleg (? )), alors E est stable.

Supposons que le pro�l des joueurs est connu et représenté par RN tel que

∀i ∈ N, Ri = Ri+m et pour tout i = 1 . . .m; xi−1 R
i . . . xk R

i x1 . . . R
i xi

Considérons deux familles de coalitions ayant manifesté leurs intentions sur
les issues sociales. Dans le premier cas, la famille satisfait la propriété de
circularité, qui est en relation avec la stabilité comme nous l'avons démontré
(9), alors que dans le second cas, la famille a une structure qui ne fait pas
partie des catégories en relation avec la stabilité.

Première famille : Soit Sj = a
{
j, . . . , j +

⌊
q
a

⌋}
, j = 1 . . .m. Le nombre

de joueurs de Sj est supérieur à q, alors Sj ∈ W(Eq). Supposons que Sj
suggère l'état social xj−1 où aX = {j | ∃i ∈ X, Ri = Rj}. Alors H i =
{j | Sj 3 i} = a

{
i−
⌊
q
a

⌋
, . . . , i

}
. Par consequent :

⋂
i∈N

⋃
j∈Hi

Bj =
m⋂
i=1

⋃
j∈aHi

xj−1 ;

=
m⋂
i=1

a
{
xi−b qac, . . . , xi

}
;

=

{
xj−1 | j ∈

m⋂
j=1

Sj

}

Puisque l'intersection des coalitions d'une famille de coalitions gagnantes
d'une fonction d'e�ectivité simple et stable est non vide, alors ∩mj=1Sj 6= ∅.
D'où ⋂

i∈N

⋃
j∈Hi

Bj 6= ∅
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Ce qui montre l'existence d'une alternative non opposée dans l' E−con�guration
(S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br).

Deuxième famille : Supposons que les seules coalitions qui ont manifesté
leurs intentions sont S1 = a {1, . . . , q}, S2 = a {2, . . . , q + 1} et S3 = N \
S1 ∪ S2. Si H i = {j | Sj 3 i}, alors H1 = H1+m = {1} , H2 = H2+m =

· · · = Hb
q
ac+m = {1, 2} , Hb

q
ac+1 = Hb

q
ac+m+1 = {2} et pour tout j /∈

S1 ∪ S2, H
j = {3}. Les membres de S3 n'ont aucun pouvoir, donc la seule

proposition crédible de la coalition S3 vaut A. Si par exemple S1 propose
xm alors que S2 propose x1, nous avons :⋂

i∈N

⋃
k∈Hi

Bk = {xm} ∩ {xm, x1} ∩ {x1} ∩ A = ∅

Cette vacuité ne s'interprète pas ici que l'E−con�guration (S1, S2, S3, B1, B2, B3)
est une menace contre la stabilité. En e�et, si l'on oblige les coalitions de
manifester leurs préférences sur les alternatives, il doit exister des joueurs
qui n'arrivent pas à trouver une préférence rationnelle. L'hypothèse sur la
rationalité des joueurs entraîne que l'E−con�guration (S1, S2, S3, B1, B2, B3)
n'est pas un danger pour la stabilité.

Ainsi, certaines E−con�guration ne nuisent pas à la stabilité malgré les
pouvoirs et les intentions des coalitions membres.

Pour identi�er la structure des familles de coalition nécessaire et suf-
�sante compatible à un pro�l, nous allons commencer par attribuer à
l'E−con�guration (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) la structure suivante :

(PG) La famille {S1, . . . , Sr} est une partition généralisée. C'est-à-dire qu'il
existe λk > 0 (k = 1 . . . r) tels que

∀i ∈ N :
∑
k|Sk3i

λk = 1

(NV) La non vacuité des alternatives non-opposées :

⋂
i∈N

⋃
k|Sk3i

Bk 6= ∅

Rappelons que pour les jeux à utilités transférables (TU) : un couple (N, ν)
où N l'ensemble des joueurs et ν : P0(N) −→ R+ = {x ∈ R | x ≥ 0}, la
stabilité est caractérisée par l'existence d'une alternative non-opposée si
une famille de coalitions en partition généralisée se forme pour faire les ob-
jections. Une paire (S, y) est une objection contre x ∈ Rn si ν(S) ≥

∑
i∈S xi

et yi < xi,∀i ∈ S. Donc, (N, ν) est stable si et seulement si pour toute par-
tition généralisée (S1, . . . , Sr) de N , il existe x tel qu'aucune coalition Sk
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de la partition généralisée n'a le moyen de faire objection contre x. On re-
marque que (NV) est une version ensembliste de (PG), mais cela ne prouve
aucune évidence de relation entre l'équilibre d'un jeu TU et l'équilibre d'une
fonction d'e�ectivité.

Ainsi, si nous prenons l'intersection de toutes les intentions d'issues
�nales du jeu où les joueurs sont répartis dans une partition généralisée,
nous obtenons la dé�nition suivante :

Définition. Une fonction d'e�ectivité E : P(N) −→ P(A) est dite équi-
librée si pour toute partition généralisée de coalitions {S1, . . . , Sr} et pour
tout Bk ∈ E(Sk), k = 1 . . . r, nous avons :⋂

i∈N

⋃
k|Sk3i

Bk 6= ∅

Cette dé�nition a été introduite pour la première fois par Kolpin(5) alors
qu'il étudiait l'essence de la stabilité. Dans la suite, nous réécrivons cette
dé�nition a�n qu'elle soit cohérente avec les notations du présent travail.

3 Équilibre et acyclicité

Pour une E−con�guration (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br), nous associons les en-
sembles

Di := Di(S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) =
⋃

k|Sk3i

Bk;

Cj := Cj(S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) =
⋂
i 6=j

Di

Étant donné une E−con�guration (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br), l' ensemble Di

représente l'intention de i ∈ S1 ∪ · · · ∪ Sr sur ce que doit être le statu quo.
Pour simpli�cation, nous disons qu'une famille d'ensembles (B1, . . . , Br)
satisfait NV (non-vacuité) si

D1 ∩ · · · ∩Dn 6= ∅

C'est-à-dire que si la famille de coalitions S1, . . . , Sr se forme pour obtenir
une E−con�guration, alors il existe x ∈ D1∩· · ·∩Dn qui ne soit pas oppo-
sable. De la même manière, nous pouvons attribuer à la famille (S1, . . . , Sr)
les propriétés (P) et (P') suivantes :

Proposition 3.1. Soit S1, . . . , Sr ∈ P(N). Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(P) Il existe k tel que Sk 6= ∅ et ∀i, j ∈ N : H i ⊂ Hj ⇒ H i = Hj ;
(P') S1 ∪ · · · ∪ Sr = N et ∀i, j ∈ N : H i \Hj 6= ∅ ⇒ Hj \H i 6= ∅.
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Preuve.
(P)⇒ (P'). Premièrement, si S1 ∪ · · · ∪ Sr 6= N , alors il existe i0 ∈ N tel
que H i0 = ∅. Donc, H i0 ⊂ H i,∀i ∈ N . De (P), H1 = · · · = Hn = ∅ et
S1 = · · · = Sr = ∅. Deuxièmement, si H i \Hj 6= ∅ alors que Hj \H i = ∅,
alors Hj ⊂ H i et Hj 6= H i. Donc, de (P), nous avons à la fois Hj = H i et
H i 6= Hj.
(P')⇒ (P). Évident.

�

Proposition 3.2. Si la famille {S1, . . . , Sr} est une partition généralisée
de N , alors elle satisfait (P)

Preuve. Si {S1, . . . , Sr} ne satisfait pas (P), alors il existe i 6= j tels que
H i \Hj 6= ∅ alors que Hj \H i = ∅. Comme {S1, . . . , Sr} est une partition
généralisée, alors il existe λk ∈ (0, 1) tel que

∀i, j ∈ N :
∑
k∈Hi

λk =
∑
k∈Hj

λk = 1

C'est-à-dire que ∑
k∈Hi\Hj

λk = 1−
∑

k∈Hi∩Hj

λk

=
∑

k∈Hj\Hi

λk

Ce qui est contraire à λk > 0, H i \Hj 6= ∅ et Hj \H i = ∅.

�

Proposition 3.3. Si la famille {S1, . . . , Sr} avec r ≤ 3 satisfait (P), alors
elle est une partition généralisée de N .

Preuve :

Soient r ≤ 3 et {S1, . . . , Sr} une famille de coalitions satisfaisant (P).

Cas r = 2. Alors, S1, S2 est une partition de N ou S1 = S2 = N . Dans les
deux cas, S1, S2 est une partition généralisée.

Cas r = 3. Nous distinguons trois cas.

Sous cas 1 : H i = Hj = Hk. Alors, Sk = N . En choisissant λk = 1
3
, on

conclut que {S1, S2, S3} est une partition généralisée.

Sous cas 2 : ∃i 6= j : H i = Hj. Alors, on distingue deux cas. Premier
cas, H i = {k} est un singleton. Comme H i′ ⊂ {1, 2, 3} ,∀i′ 6= i, j alors la
propriété (P) entraîne H i′ ⊂ {1, 2, 3} \H i, ∀i′ 6= i, j. Dans ce cas, il su�t
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de choisir λk = 1 et λl = 1
2
pour l 6= k. Deuxième cas, H i = Hj = {k, l}. La

propriété (P) entraîne que pour tout i′ 6= i, j, H i′ ∈ {{k′} , {k′, k} , {k′, l}}
avec k′ 6= k, l. Si pour tout i′ 6= i, j, H i′ = {k′}, on choisit λk′ = 1 et
λk = λl = 1

2
. Si pour tout i′ 6= i, j, H i′ = {k′, k} (resp H i′ = {k′, l}),

on choisit λk = 1
3
et λl = λk′ = 2

3
(resp. λl = 1

3
et λk = λk′ = 2

3
).

Dans les autres cas, H i ∈ {{k, l} , {k′, k} , {k′, l}} ,∀i ∈ N , donc on choisit
λ1 = λ2 = λ3 = 1

3
.

Sous cas 3 : ∃i, j, i′ : H i 6= Hj 6= H i′ . Dans ce cas, la propriété (P) im-
plique queH i sont tous égaux à un singleton ou sont dans {{1, 2} , {2, 3} , {3, 1}}.
Dans les deux cas, {S1, S2, S3} est une partition généralisée.

�

Dé�nition 3.4. Une fonction d'e�ectivité E : P(N) −→ P(P(A)) est
équilibrée si pour toute E−con�guration (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) telle que
{S1, . . . , Sr} soit une partition généralisée, alors (B1, . . . , Br) satisfait NV.

Si E n'est pas équilibrée, alors il existe r ≥ 1 et une E−con�guration
(S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) telle que {S1, . . . , Sr} soit une partition généralisée
alors que D1 ∩ · · · ∩Dn = ∅. Dans ce cas, nous disons que E possède une
structure de déséquilibre d'ordre r.

Dé�nition 3.5. Une fonction d'e�ectivité E : P(N) −→ P(P(A)) est
fortement équilibrée si pour toute E−con�guration (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br)
telle que {S1, . . . , Sr} satisfait (P), alors (B1, . . . , Br) satisfait NV.

Si E n'est pas fortement équilibrée, alors il existe r ≥ 1 et E−con�guration
(S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) telle que {S1, . . . , Sr} satisfait (P)alors que D1 ∩
· · · ∩ Dn = ∅. Dans ce cas, nous disons que E possède une structure de
déséquilibre faible d'ordre r.

De la proposition 3.2, il est évident que si une fonction d'e�ectivité E
est fortement équilibrée alors elle est équilibrée. D'une autre manière, si
elle admet une structure de déséquilibre alors elle admet une structure de
déséquilibre faible ; mais la réciproque est fausse. Cependant, dans les pro-
positions suivantes, pour certains cas, ces deux structures sont équivalentes
et ont la même propriété que le cycle ??

Proposition 3.6. Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonction d'e�ectivité
monotone. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E admet une structure de déséquilibre faible d'ordre τ ≤ 3 ;
(ii) E admet une structure de déséquilibre d'ordre ρ ≤ 3 ;
(iii) E admet un cycle d'ordre r ≤ 3.
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Preuve :

(i)⇒(ii). De la proposition 3.3.

(ii)⇒(i). De la proposition 3.2.

(ii)⇒(iii). Soit (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) une E−con�guration telle que {S1,
. . . , Sr} soit une partition généralisée et D1 ∩ · · · ∩Dn = ∅.

Cas où r = 2. Alors, la famille {S1, S2} est une partition de N et B1∩B2 =
∅. Ce qui donne un cycle d'ordre 2 de base (C1, C2) où C1 ⊂ Bc

1 et C2 ⊂ Bc
2.

Cas où r = 3. Il y a deux cas, {S1, S2, S3} est une partition de N ou
{S1 ∩ S2, S2 ∩ S3, S3 ∩ S1} est une partition de N . Comme (B1, B2, B3) ne
satisfait pas NV, alors dans le premier cas nous avons B1 ∩B2 ∩B3 = ∅, ce
qui donne un cycle inférieur ; et dans le deuxième cas, nous avons C1, C2, C3

sont deux à deux disjoints, avec Ck = (Bk−1∪Bk)∩(Bk∪Bk+1) (k = 1 . . . 3
mod 3). En outre, Ck ∩ (Bk−1 ∪ Bk+1) = ∅, alors si on remplace C1 par
C1∪ [A\ (B1∪B2∪B3)], ce qui est faisable car E est monotone, alors nous
obtenons un cycle d'ordre 3.

(iii)⇒(ii). Soit (S1, . . . , Sρ, B1, . . . , Bρ) un cycle d'ordre ρ de base (C1, . . . , Cρ).

Cas où r = 2. De la dé�nition d'un cycle, S1 ∩ S2 = ∅ et B1 ∩ B2 = ∅.
Donc, la famille {S1, S2, S3 = N \ (S1 ∪ S2)} est une partition de N ; en
particulier elle est une partition généralisée. Comme B3 = A ∈ E(S3),
alors

⋃
i∈N

 ⋂
k|Sk3i

Bk

 = B1 ∩B2 ∩B3 ;

= B1 ∩B2 ;

= ∅

Ce qui montre que (S1, S2, S3, B1, B2, A) est une structure de déséquilibre
d'ordre 3 (Si S1∪S2 = N , (S1, S2, B1, B2) est une structure de déséquilibre
d'ordre 2).

Cas où ρ = 3. De la monotonie de E, nous pouvons supposer que S1∪S2∪
S3 = N . Du corollaire ??, l'E−con�guration (S1, S2, S3, B1, B2, B3) est un
cycle supérieur ou un un cycle inférieur. Si elle est un cycle supérieur,
alors S1, S2, S3 forment une partition de N , donc une partition généralisée.
Dans ce cas, pour tout i ∈ N , H i est un singleton. Ce qui implique que
D1 ∩ · · · ∩ Dn = B1 ∩ B2 ∩ B3 = ∅. Donc, {B1, B2, B3} satisfait (NV).
Par contre, si (S1, S2, S3, B1, B2, B3) est un cycle inférieur, nous distinguons
deux cas. Premier cas, il existe k 6= l tels que Sk∩Sk = ∅. Comme Bk∩Bl =
∅, alors nous revenons au cas où ρ = 2. Deuxième cas, Sk ∩ Sl 6= ∅,∀k 6= l.
Comme S1 ∪ S2 ∪ S3 = N , alors S1 ∩ S2, S2 ∩ S3, S1 ∩ S1 est une partition
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de N . C'est à dire que {S1, S2, S3} est une partition généralisée de N .
En outre pour tout i ∈ N , H i = {k, k + 1} ((k = 1 . . . 3 mod 3)), alors
D1 ∩ · · · ∩Dn = (B1 ∪ B2) ∩ (B2 ∪ B3) ∩ (B3 ∪ B1) = ∅, i.e. {B1, B2, B3}
satisfait (NV).

En conclusion, (S1, S2, S3, B1, B2, B3) est une structure de déséquilibre d'ordre
3.

�

Proposition 3.7. Soient E : P(N) −→ P(P(A)) une fonction d'ef-
fectivité et (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) une E−con�guration telle qu'il existe
(C1, . . . , Cr) une partition de A, (T1, . . . , Tr) une partition de N et c < r
tels que ∀k = 1 . . . r mod r :

Bk = Ck ∪ · · · ∪ Ck+c−1 et Sk = Tk+c ∪ · · · ∪ Tk−1

Alors
1. (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) est une structure de déséquilibre d'ordre r ;
2. (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) est un cycle d'ordre r ;

Preuve : Soient (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) une E−con�guration, (T1, . . . , Tr)
une partition de N , (C1, . . . , Cr) une partition de A et c < r tels que

∀k = 1 . . . r; Ck ∪ · · · ∪ Ck+c−1 ∈ E(Tk+c ∪ · · · ∪ Tk−1) (1)

(i) De l'équation 1, | {k|Sk 3 i} | = c alors (S1, . . . , Sr) est une partition
généralisée avec λk = 1

c
,∀k = 1 . . . r. En outre, pour tout l = 1 . . . r et pour

tout i ∈ Tl, {k|Sk 3 i} = {k| {k + c, . . . , k − 1} 3 l} = {l − c, . . . , l + 1} .
Alors, ⋂

i∈N

⋃
k|Sk3i

Bk =
⋂

l=1...r

⋂
i∈Tl

⋃
k|Jk3l

Bk

=
r⋂
l=1

l+1⋂
k=l−c

Bk

=
r⋂
l=1

l+1⋂
k=l−c

k+c−1⋃
p=k

Cl

⊂
r⋂
l

⋃
k∈{l}c

Ck = ∅

(ii) La proposition ??

�
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Le théorème 3.8 suivant montre que le cycle peut avoir une formulation
assez proche d'une structure de déséquilibre.

Rappel. Une sélection sur un ensemble {1, . . . , r} est une application θ :
P0({1, . . . , r})→ {1, . . . , r} telle que pour tout K ⊂ {1, . . . , r}, θ(K) ∈ K.

Notons Σr l'ensemble de toutes les sélections sur {1, . . . , r}. Pour une
famille de coalitions {S1, . . . , Sr} et une sélection θ ∈ Σr, nous associons
les ensembles

Kl := Kl(S1, . . . , Sr) = {K ⊂ {1, . . . , r} | ∩k∈KSk 6= ∅, K 3 l} ;

Jk := Jk(S1, . . . , Sr, θ) = {K ⊂ {1, . . . , r} | ∩k∈KSk 6= ∅, θ(K) = k}

Posons
Jk =

⋃
K|θ(K)=k

K

Théorème 3.8. Soit E : P(N) −→ P(A) une fonction d'e�ectivité. Alors,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une partition de A, (C1, . . . , Cr) telle que (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br)
soit un cycle d'ordre r de base (C1, . . . , Cr) ;

(ii) il existe θ ∈ Σr tel que la famille B1, . . . , Br satisfasse :

r⋂
l=1

⋃
K∈Kl

Bθ(K) = ∅ (2)

(iii) il existe θ ∈ Σr tel que la famille B1, . . . , Br satisfasse :

r⋂
l=1

⋃
k∈Jl

Bk = ∅ (3)

Preuve :

(i)⇒(ii) Soit (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) un cycle d'ordre r et (C1, . . . , Cr) sa
base, et soit θ ∈ Σr tel que : Si ∩k∈KSk 6= ∅, alors θ(K) = k ∈ K avec
Bk ∩ Cl = ∅,∀l ∈ K. Si ∩k∈KSk = ∅, θ(K) ∈ K est arbitraire. Alors,
Bθ(K) ⊂ ∪l /∈KCl, ce qui donne :

r⋂
l=1

⋃
K∈Kl

Bθ(K) ⊂
r⋂
l=1

⋃
K∈Kl

⋃
t/∈K

Ct

⊂
r⋂
l=1

Cc
l = ∅
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(ii)⇒(i) Soit une E− con�guration (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) telle qu'il existe
θ ∈ Σr tel que (B1, . . . , Br) satisfasse 2. Posons

Cl =
⋂
K∈Kl

Bc
θ(K),

et soit K̄ ⊂ {1, . . . , r} tel que ∩k∈K̄Sk 6= ∅. Comme pour tout l ∈ K nous
avons K ∈ Kl, alors Cl ⊂ Bc

θ(K̄)
(l ∈ K). Ce qui donne :

∀l ∈ K : Cl ∩Bθ(K̄) = ∅

(i)⇒ (iii) Soit (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) un cycle de base C1, . . . , Cr. De la
dé�nition du cycle ?? (C2b) nous avons : pour toutK ⊂ {1, . . . , r}, il existe
θ(K) ∈ K tel Cθ(K) ∩Bk = ∅,∀k ∈ K. Ce qui donne :

∀K tel que θ(K) = l : Cl ∩
⋃
k∈Jl

Bk = ∅

Par conséquent :
r⋂
l=1

⋃
k∈Jl

Bk ⊂
r⋂
l=1

Cc
l = ∅

(iii)⇒ (i)Soit (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) une E− con�guration telle que la
famille (B1, . . . , Br) satisfasse l'équation 3. Posons

Cl = ∩k∈JlBc
k

alors pour tout K tel que ∩k∈KSk 6= ∅, nous avons Cθ(K)∩Bk = ∅,∀k ∈ K.
Donc, (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) est un cycle de base (C1, . . . , Cr).

�

Notons que la version (i) permet d'analyser l'instabilité alors que (ii) et
(iii) sont dans l'esprit de localiser les issues sociales stables. Ici, la formula-
tion (iii) qui met en évidence la similarité d'un cycle avec une structure de
déséquilibre ne permet pas de conclure qu'il y ait une équivalence entre les
deux. Plus précisément, ces deux structures ne sont pas équivalentes. L'ob-
jet du paragraphe suivant est de répondre à cette question dans l'optique
de trouver des classes de fonctions d'e�ectivité où la stabilité, l'acyclicité,
l'équilibre et l'équilibre fort sont équivalents.
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4 Les théorèmes d'équivalences

Le résultat de Kolpin (5) a�rme qu'une fonction d'e�ectivité équilibrée
est stable. Donc, une fonction d'e�ectivité fortement équilibrée est stable ;
mais l'existence de structure de déséquilibre n'assure pas l'instabilité de la
fonction d'e�ectivité. Cependant, il existe une classe de fonctions d'e�ec-
tivité où la réciproque est vraie. Par exemple, Mizutani (6) a montré que
pour les fonctions d'e�ectivité monotones, anonymes et neutres l'existence
d'une structure de déséquilibre conduit à l'instabilité. Dans ce paragraphe,
nous montrons que l'existence de structure de déséquilibre faible est su�-
sante pour l'instabilité d'une fonction d'e�ectivité monotone, anonyme et
neutre et proposons d'autres classes de fonctions d'e�ectivité pour lesquelles
l'équilibre fort, l'équilibre et la stabilité sont équivalents.

À cet e�et, rappelons les résultats suivants :

Théorème 4.1 (Keiding,1985(4)). Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonc-
tion d'e�ectivité. Alors, la fonction E est acyclique si et seulement si elle
est stable.

Théorème 4.2 (Kolpin, 1991 (5)). Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonc-
tion d'e�ectivité. Si la fonction E est équilibrée alors elle est stable.

De la proposition 3.2, nous avons également :

Théorème 4.3. Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonction d'e�ectivité. Si
la fonction E est fortement équilibrée alors elle est stable.

Les réciproques de ces deux derniers théorèmes sont fausses. On peut faire
référence aux travaux de Mizutani, 1994 (6) ou à l'exemple ci-après. Cette
fonction est stable sans être équilibrée.

Exemple 4.4. Soient N = {1, . . . , 5} et E : P(N) −→ P(P(N)) la fonc-
tion d'e�ectivité dé�nie comme suit :

E(S) = {T | T ⊃ (N \ S)} si S ∈ {S | S ⊃ Sk, k = 1 . . . r} et E(S) =
{N} sinon ; avec S1 = {1, 2, 3, 5} , S2 = {2, 4} , S3 = {1, 3, 4} , S4 =
{1, 2, 5} , S5 = {3, 4, 5}.
E admet une structure de déséquilibre d'ordre 5. Nous avons :

∀k = 1 . . . 5 : | {k|Jk 3 k} | = 3 (4)

alors la famille de coalitions {S1, . . . , S5} est une partition généralisée. Soit
Bk = Sck et posons H = {k | Sk 3 i} et Dk = ∪k∈HiBk, alors

H1 = {1, 3, 4} H2 = {1, 2, 4} H3 = {1, 3, 5}
H4 = {2, 3, 5} H5 = {1, 4, 5}
Dk = N \ {k} k = 1 . . . 5
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Par conséquent : ⋂
i∈N

⋃
k|Sk3i

Bk =
⋂
i∈N

(N \ {i}) = ∅

E ne possède aucun cycle d'ordre 5 : Nous véri�ons seulement que E ne
possède pas une con�guration équilibrée d'ordre 5. Nous avons :

K1 =
{
{1} , {1, 2} , {1, 3} , {1, 4} , {1, 5} , H1, H2, H5

}
K2 =

{
{2} , {1, 2} , {2, 3} , {2, 4} , {2, 5} , H2, H4

}
K3 =

{
{3} , {3, 1} , {3, 2} , {3, 4} , {3, 5} , H1, H3, H4

}
K4 =

{
{4} , {4, 1} , {4, 2} , {4, 3} , {4, 5} , H1, H2, H5

}
K5 =

{
{5} , {5, 1} , {5, 2} , {5, 3} , {5, 4} , H1, H3, H4, H5

}
On peut véri�er que pour toute sélection θ ∈ Σr,⋂

i∈N

⋃
K∈Ki

Bθ(K) 6= ∅

Théorème 4.5. Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonction d'e�ectivité
monotone, anonyme et neutre. Alors, E est stable si et seulement si E est
fortement équilibrée.

Preuve : Si E est fortement équilibrée, alors elle est stable (Théorème 4.3).
Réciproque. Nous savons qu'une fonction d'e�ectivité monotone, anonyme
et neutre est stable si et seulement elle admet un cycle circulaire ??, c'est-
à-dire qu'il existe (C1, . . . , Cr) une partition de A, T1, . . . , Tr une partition
de N et 1 ≤ c ≤ r − 1 tels que

∀k = 1 . . . r mod r : Ck ∪ · · · ∪ Ck+c−1 ∈ E(Tk+c ∪ · · · ∪ Ck−1)

De la proposition 3.7, l'E−con�guration (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) avec Sk =
Tk+c∪· · ·∪Ck−1 et Bk = Ck∪· · ·∪Ck+c−1 est une structure de déséquilibre
faible.

�

Ce théorème a pour corollaire le résultat de Mizutani suivant :

Corollaire 4.6. [Mizutani, 1994] Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonc-
tion d'e�ectivité monotone, anonyme et neutre. Alors, E est stable si et
seulement si E est équilibrée.

Nous avons également le résultat suivant :

Théorème 4.7. Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonction d'e�ectivité
monotone et simple. Alors, la fonction E est stable si et seulement si elle
est fortement équilibrée.
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Preuve : ⇒ Si E est fortement équilibrée, alors E est stable (théorème
4.3).
⇐ Soit (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) une structure de déséquilibre faible sur E.
Alors, la famille {S1, . . . , Sr} satisfait (P) et la famille {B1, . . . , Br} est
telle que D1 ∩ · · · ∩ Dn = ∅. Puisque Bk 6= A entraîne Sk ∈ W(E), alors
si pour tout k = 1 . . . r, Bk 6= A nous obtenons S1, . . . , Sr ∈ W(E). Or,
l'intersection des ensembles d'une famille satisfaisant (P) est vide, alors
d'après le théorème de Nakamura (7), E est instable. Admettons alors
qu'il existe p < r tel que B1, . . . , Bp 6= A et Bp+1 = · · · = Br = A.
Si S1 ∩ · · · ∩ Sp = ∅, alors d'après le théorème de Nakamura (7), E est
instable. Si S1 ∩ · · · ∩ Sp 6= ∅, alors il existe i0 tel que

H i0 ⊃ {1, . . . , p}

Posons Z = {i | H i ∩ {p+ 1, . . . , r} = ∅}. Alors, pour tout i /∈ Z, il existe
k ∈ H i tel que Bk = A. Dans ce cas,

⋂
i∈N

⋃
k|Sk3i

Bk =

⋂
i∈Z

⋃
k|Sk3i

Bk

 ∩
⋂
i/∈Z

⋃
k|Sk3i

Bk


=

⋂
i∈Z

⋃
k|Sk3i

Bk

 ∩ A
=
⋂
i∈Z

⋃
k|Sk3i

Bk (5)

Donc ⋂
i∈Z

⋃
k|Sk3i

Bk = D1 ∩ · · · ∩Dn = ∅ (6)

Comme Bk 6= ∅ (k = 1 . . . r), alors l'équation 6 entraîne qu'il existe au
moins i ∈ Z tel que H i  {1, . . . , p}. C'est-à-dire que

H i  H i0

Ce qui est contraire à (P).

�

Ainsi, nous avons :

Corollaire 4.8. Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonction d'e�ectivité
monotone et simple. Alors, la fonction E est stable si et seulement si elle
est équilibrée.
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Les fonctions d'e�ectivité simples, ou anonymes et neutres sont des cas
particuliers des fonctions d'e�ectivité décomposable : il existe deux jeux à
utilités transférables normés (N, ν) et (A, ω) tels que

B ∈ E(S)⇔ ω(B) ≤ 1− ν(S) (7)

Donc la proposition 4.7 et le théorème 4.6 peuvent être considérés comme le
prolongement de la caractérisation de la stabilité des jeux à utilités trans-
férables. Le style de démonstration de Mizutani & al. prouve bien ce réfé-
rencement. Pourtant, il n'est pas évident que l'équilibre du pouvoir puisse
caractériser la stabilité d'une fonction d'e�ectivité décomposable 1.

Dans la suite, nous nous intéressons à une classe de fonctions d'e�ecti-
vité qui n'est pas une sous-classe de fonctions d'e�ectivité décomposables.
C'est-à-dire que la notion d'équilibre de pouvoir ne se limite pas aux jeux
TU et ses dérives. Rappelons qu'une fonction d'e�ectivité maximale satis-
fait B /∈ E(S)⇒ A \ B ∈ E(N \ S) : si une coalition S n'est pas e�ective
pour B, alors son complémentaire aura le pouvoir de le bloquer. D'une autre
manière, si une coalition est faible, pour éviter la perte inutile des actions
possibles, on donne à son complémentaire le droit d'agir. Donc, en cas d'in-
stabilité, la maximalisation qui consiste à remplacer la fonction d'e�ectivité
par la plus petite fonction d'e�ectivité maximale qui la contient, intensi�e
l'exposition de l'organisation aux con�its. La maximalité aide également
à la mise en évidence des con�its d'origine structurelle d'une organisation
représentée par la fonction d'e�ectivité (cf (9)).

Les fonctions d'e�ectivité maximales ne sont pas alors une sous-classe
de fonctions d'e�ectivité décomposables alors que le théorème ?? montre
qu'il y a une équivalence entre l'équilibre fort et la stabilité pour cette classe
de jeu. Tout d'abord, nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.9. Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonction d'e�ectivité mo-
notone et maximale qui admet une structure de déséquilibre faible telle que
Cj 6= ∅,∀j ∈ N . Alors, E est instable.

Preuve :

Montrons qu'il existe une partition Ct
1, . . . , C

t
n de A telle que pour tout

k = 1 . . . r : ∪i/∈SkCt
k ∈ E(Sk).

Par hypothèse, D1 ∩ · · · ∩Dn = ∅ et Cj 6= ∅, alors C1, . . . , Cn sont deux à
deux disjoints. Posons

A \ [C1 ∪ · · · ∪ Cn] = {x1, . . . , xt}

1. Dans (8), si les deux jeux à utilités transférables associés à la fonction d'e�ectivité
sont équilibrés, alors cette dernière est stable. La question à savoir si l'équilibre des jeux
à utilités transférables entraîne l'équilibre de la fonction d'e�ectivité associée, et que
cela caractérise la stabilité est une question encore ouverte.



4 LES THÉORÈMES D'ÉQUIVALENCES 18

De la dé�nition de Cj, il existe i1 ∈ N tel que

x1 /∈ Di1 (8)

et remplaçons {B1, . . . , Br} par {B1
1 , . . . , B

1
r} telle que

∀k ∈ H i1 : B1
k = Bk ;

∀k /∈ H i1 : B1
k = Bk ∪ {x} .

Comme pour tout j ∈ N , Cj 6= ∅ alors

∀i 6= j : Hi 6= Hj (9)

Donc, de la condition (P), nous avons :

∀i 6= j : H i \Hj 6= ∅ et Hj \H i 6= ∅ (10)

Ce qui entraîne que pour tout i 6= i1, il existe k ∈ H i tel que x1 ∈ B1
k.

Alors :
D1
i1

= Di1 et x1 ∈ D1
i ,∀i 6= i1 (11)

Des equations 8 et 11, nous avons :

C1
i1

= Ci1 ∪ {x1} et C1
i = Ci,∀i 6= i1 (12)

Par conséquent, D1
1 ∩ · · · ∩D1

n = ∅, C1
1 , . . . , C

1
n sont deux à deux disjoints

et A \ [C1
1 ∪ · · · ∪ C1

n] = {x2, . . . , xt}.

Soit alors (Bs
k)1≤s≤t la suite dé�nie par :

∀k ∈ H is : Bs
k = Bs−1

k ;

∀k /∈ H is : Bs
k = Bs−1

k ∪ {xs} .

Avec is tel que xs /∈ Ds−1
is

.
Par un même raisonnement, nous pouvons conclure que pour tout s =
1 . . . t : Ds

1 ∩ · · · ∩ Ds
n = ∅, Cs

1 , . . . , C
s
n sont deux à deux disjoints et A \

[Cs
1 ∪· · ·∪Cs

n] = {xs+1, . . . xt}. En particulier, au rang t, Ct
1, . . . , C

t
n est une

partition de A. Par conséquent, au rang t, nous avons :

∀j ∈ Sk : Bt
k ∩ Ct

j ⊂

( ⋃
k∈Hj

Bt
k

)
∩ Cj = ∅,

C'est-à-dire que Bk ⊂ Bt
k ⊂ ∪j /∈SkCt

j . De la monotonie de E, Bk ∈ E(Sk)
entraîne

∀k = 1 . . . r :
⋃
j /∈Sk

Ct
j ∈ E(Sk) (13)
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Montrons qu'il existe RN ∈ L(A)N tel que C(E,RN) = ∅
De la maximalité de E nous avons :

∀j ∈ N, A \ Ct
j ∈ E({j}) ou Ct

j ∈ E(N \ {j})

Sans nuire à la généralité, supposons que pour un p, 0 ≤ p ≤ n nous avons :

∀j = 1 . . . p; A \Ct
j ∈ E({j}) et ∀j = p+ 1 . . . n; Ct

j ∈ E(N \ {j}) (14)

Si p = n, i.e. pour tout j ∈ N, A \ Ct
j ∈ E({j}), alors ({1} , . . . , {n} , A \

Ct
1, . . . , A \ Ct

n) est un cycle supérieur d'ordre n. Donc, E est instable (1).

Si p = 0, i.e. pour tout j ∈ N, Cj ∈ E(N \ {j}), alors E possède un
cycle inférieur d'ordre n. Pour les dé�nitions des cycles inférieurs et cycles
supérieurs, voir par exemple (1) ou (9). Donc, E est instable (1).

Supposons que 0 < p < n. Comme S1 ∪ · · · ∪ Sr = N , alors on peut choisir
S ∈ {S1, . . . , Sr} tel que n ∈ S. Soit R = (R1, . . . , Rn) un pro�l satisfaisant

∀j ∈ N : Ct
j−1 R

j . . . Rj Ct
j+1 R

j Ct
j

Donc la structure de RN est dé�nie comme suit

Ct
n . . . Ct

p−1 . . . Ct
n−1

... . . .
... . . .

...
Ct

2 . . . Ct
p+1 . . . Ct

1

Ct
1 . . . Ct

p . . . Ct
n

R1 . . . Rp . . . Rn

Alors,

(α) Pour i = 1 . . . p, nous avons :

∀j 6= i : Ct
j R

i Ci i.e. [A \ Ct
i ] R

iCi

De l'équation 14, ({i} , A \ Ct
i ) est une objection contre tout x ∈ Ct

i .

(β) Pour i = p+ 1 . . . n, nous avons :

∀j 6= i : Ct
i R

j Ct
i−1

De l'équation 14, ({i}c , Ct
i ) est une objection contre tout x ∈ Ct

i−1.

(γ) Pour tout i ∈ S, et pour tout j /∈ S nous avons Ct
j R

i Ct
i . Comme

n ∈ S, alors nous avons en particulier

∀i ∈ S, ∀j /∈ S : Ct
j R

iCt
n

De l'équation 13 (S,∪j /∈SCt
j) est une objection contre tout x ∈ Ct

n.

Étant donné que Ct
1, . . . , C

t
n et une partition de A, alors pour tout x ∈

A, il existe j ∈ N tel que x ∈ Ct
j et une paire (S(j), B(j)) telle que

B(j) Ri x, ∀i ∈ S(j). D'où l'instabilité de E.
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�

Théorème 4.10. Soit E : P(N) −→ P(P(A)) une fonction d'e�ectivité
monotone et maximale. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E est fortement équilibrée ;
(ii) E est équilibrée ;
(iii) E est stable.

Preuve : (i)⇒(ii) découle de la proposition 3.2 et (ii)⇒(iii) découle du
théorème 4.3. Donc, il nous reste à démontrer que (iii)⇒(i).

En e�et, soit (S1, . . . , Sr, B1, . . . , Br) une structure de déséquilibre faible
sur E. Alors, {S1, . . . , Sr} satisfait (P) et la famille (B1, . . . , Br) satisfait
D1∩· · ·∩Dn = ∅. Si pour tout j ∈ N , Cj 6= ∅, alors E est instable (Lemme
4.9). Admettons alors que E est stable et qu'il existe j ∈ N tel que Cj = ∅.
C'est-à-dire que : ⋂

i 6=j

⋃
k|Sk3i

Bk = ∅ (15)

Dé�nissons la fonction d'e�ectivité Ej : P(N \ {j}) −→ P(P(A)) telle que

Ej(∅) = ∅ et ∀S ∈ P0(N \ {j}) : Ej(S) = E(S ∪ {j})

Montrons que si E est stable, alors Ej est maximale et convexe

Premièrement, Ej est maximale. Soient S ∈ P0(N \ {j}) et B ∈ P0(A)
tels que B /∈ Ej(S). Donc, B /∈ E(S ∪ {j}). De la maximalité de E,
A \B ∈ E((N \ {j}) \ S). Comme E est monotone, alors A \B ∈ E([(N \
{j}) \ S] ∪ {j}). Ce qui montre que A \ B ∈ Ej((N \ {j}) \ S). Donc, Ej
est maximale.

Deuxièmement, Ej est convexe. Soient S, T ∈ P0(N \{j}) et B,C ∈ P0(A)
tels que B ∈ Ej(S) et C ∈ Ej(T ). Donc, B ∈ E(S ∪ {j}) et C ∈ E(T ∪
{j}). Comme la fonction E est maximale et stable, donc convexe, alors
B ∪ C ∈ E((S ∪ T ) ∪ {j}) ou B ∩ C ∈ E((S ∩ T ) ∪ {j}). Ce qui entraîne,
B ∩ C ∈ Ej(S ∪ T ) ou B ∪ C ∈ E(S ∩ T ). D'où la convexité de Ej.

Montrons que Ej admet une structure de déséquilibre (S ′k1 , . . . , S
′
kρ
, Bk1 , . . . , Bkρ).

Posons

∆ = {k | Sk = {j}} et {k1, . . . , kρ} = {k | Sk 6= {j}}

Pour s = 1 . . . ρ, posons
S ′ks = Sks \ {j}

Alors
∀s = 1 . . . ρ : S ′ks 6= ∅ et S

′
k1
∪ · · · ∪ S ′kρ = N \ {j}
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Ainsi, pour i2 6= i2 ∈ N \ {j} tels que{
ks | S ′ks 3 i1

}
⊂
{
ks | S ′ks 3 i2

}
Alors,

{
ks | S ′ks 3 i1

}
∪∆ ⊂

{
ks | S ′ks 3 i2

}
∪∆. Donc, H i1 ⊂ H i2 . Comme

(S1, . . . , Sr) satisfait (P), alors H i1 = H i2 . Donc, H i1 \∆ = H i2 \∆. Ce qui
entraîne {

ks | S ′ks 3 i1
}

=
{
ks | S ′ks 3 i2

}
Ce qui montre que (S ′k1 , . . . , S

′
kρ) satisfait (P).

En outre, ⋂
i∈N\{j}

⋃
ks|S′

ks
3i

Bks ⊂
⋂

i∈N\{j}

⋃
ks|Sks3i

Bks = ∅

Donc, pour que (S ′k1 , . . . , S
′
kρ, Bk1 , . . . , Bkρ) soit une structure de déséqui-

libre sur Ej, il nous reste à montrer que Bks ∈ E(S ′ks) (s = 1 . . . ρ). En
e�et, si j ∈ Sks , alors Bks ∈ E(S ′ks ∪ {j}), donc Bks ∈ E(S ′ks). Si j /∈ Sks ,
i.e. S ′ks = Sks , alors de la monotonie de E, Bks ∈ E(S ′ks ∪ {j}). Donc,
Bks ∈ Ej(S ′ks). En tout

∀s = 1 . . . ρ : Bks ∈ E(S ′ks)

En conclusion : E convexe, maximale et admet une structure de déséquilibre
entraîne Ej convexe, maximale et admet une structure de déséquilibre.
Cette implication montre que l'on peut avoir une suite j1, . . . , jq telle que
les fonctions d'e�ectivité

Ej1 , . . . , Ejq

soient convexes, maximales et admet une structure de déséquilibre et Ejq
soit à trois joueurs. Des propositions 3.2 et 3.6, la fonction d'e�ectivité Ejq
admet un cycle d'ordre ρ ≤ 3, donc instable. D'où une contradiction.

�

5 Conclusion

La connaissance des intentions des joueurs via leurs intégrations dans
plusieurs coalitions permet de maîtriser les éventuels con�its dans une or-
ganisation. Les théorèmes d'équivalence de ce travail suggèrent par exemple
que s'il y a une coalition à laquelle tous les joueurs font référence à toute in-
tention de blocage d'alternatives, l'organisation est stable. La non-équivalence
de l'équilibre à la stabilité nous a incité à proposer une nouvelle forme
de répartition des pouvoirs au travers des coalitions. Les questions sont
dès lors les suivantes : la structure de balancement peut-elle avoir un sens
pour les jeux à utilités transférables et les jeux à utilités non-transférables ?
Sera-t-elle nécessaire pour les jeux à utilités non transférables où le Scarf
balancement n'est pas nécessaire ?
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