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« D’un multiple conditionnel en assurance de portefeuille :
CAViaR pour les gestionnaires ?»

Résumé court

Dans le cadre de T'assurance de portefeuille a coussin, le multiple garantit une exposition
constante au risque. Nous proposons une méthode alternative d’estimation conditionnelle de ce
multiple, basée sur une modélisation dynamique du centile et la méthode de régression sur
quantile.

Apres avoir estimé différentes versions de notre modéle sur le marché des actions américaines,
nous comparons les performances relatives des portefeuilles gérés avec des multiples
conditionnels et inconditionnels.

Short Abstract

In a Constant Proportion Portfolio Insurance (CPPI) framework, a constant risk exposure is defined by the
multiple of the strategy. This article proposes an alternative conditional multiple estimation model, which is based
on an autoregressive quantile regression dynaniic approach.

We estimate several specifications of the conditional multiple model on the American equity market, and we
compare relative performances of cushioned portfolios using conditional and unconditional multiples.
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« D’un multiple conditionnel en assurance de portefeuille :
CAViaR pour les gestionnaires ?» *

Benjamin Hamidi®* Emmanuel Jurczenko®®  Bertrand Maillet***

- Mai 2009 -

Résumé

La méthode d’assurance de portefeuille a coussin (Cf Black et Jones, 1987, Perold et

Sharpe, 1988) consiste en une allocation dynamique entre un actif risqué et un actif sans risque,
de facon a conserver une part constante d’exposition au risque. La structure asymétrique des
performances induites par ce mode de gestion repose sur la détermination d’un parametre
essentiel : le multiple-cible. Différentes méthodes d’estimation du multiple ont été proposées
dans la littérature. Parmi celles-ci on peut distinguer d’une part les méthodes d’estimation
inconditionnelles basées soit sur la chute maximale historique des cours boursiers, soit sur la
théorie des valeurs extrémes, et d’autre part les méthodes d’estimation conditionnelles basées sur
une modélisation autorégressive particulicre de la volatilité et de variables retardées. Malgré leur
utilisation fréquente en finance, ces différentes approches souffrent pourtant de nombreux
défauts.
En suivant les approches de Chernozhukov et Umanstev (2001), et d’Engle et Manganelli (2004),
nous proposons dans cet article une méthode d’estimation conditionnelle alternative, basée sur
une modélisation dynamique du centile et la méthode de régression sur quantile (Cf. Gouriéroux
et Jasiak, 2008).

Apres avoir estimé différentes versions de notre modele sur le marché des actions
américaines, nous comparons les performances relatives des portefeuilles gérés avec des multiples
conditionnels et celles issues des multiples inconditionnels traditionnels. Si les méthodes
classiques d’assurance de portefeuille peuvent atténuer fortement l'impact de certaines des
configurations de marché baissicres observées, 'approche d’assurance de portefeuille 2 multiple
conditionnel apparait, sur notre période de test, moins colteuse en terme de rendement, mais
aussi en terme de rendement par unité de risque.

Mots clefs : assurance de portefeuille, CPPI, valeurs extrémes, régression sur quantile.
Classification JEL: G11, C13, C14, C22, C32.
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« D’un multiple conditionnel en assurance de portefeuille :

CAViaR pour les gestionnaires ?»

1. Introduction

La méthode d’assurance de portefeuille a coussin - introduite par Black et Jones (1987) et
Perold et Sharpe (1988) - est une stratégie d’allocation dynamique entre un actif risqué et un actif
sans risque, de fagcon a conserver une part constante d’exposition au risque. Le portefeuille ainsi
couvert profite d’une partie des hausses du marché tout en étant théoriquement protégé contre
des baisses importantes par un niveau de capital plancher prédéterminé. L’investisseur limite ainsi
son risque a la baisse et participe, dans une certaine proportion, a la hausse du marché.
La structure de performance asymétrique des portefeuilles ainsi gérés repose en grande partie sur
la détermination d’'un parametre essentiel qui définit I'exposition du portefeuille au risque : le
multiple cible. Ce dernier s’interprete comme I'inverse de la chute potentielle maximale de la
composante risquée que peut subir le portefeuille assuré sur une journée de bourse, sans entamer
la garantie de capital initial (Cf. Black et Perold, 1992 ; Poncet et Portait, 1997 ; Prigent, 2001 ;
Bertrand et Prigent, 2002 et 2005). Plus le multiple est élevé, plus la participation aux hausses de
marchés est forte, en contrepartie, le risque de crever le plancher est plus important cezeris paribus.

Différentes méthodes d’estimation ont été proposées dans la littérature afin de déterminer
le multiple-cible de la gestion a coussin. Parmi celles-ci on peut distinguer, d’une part les
méthodes d’estimation inconditionnelles fondées sur la chute maximale historique des cours
boursiers (Cf. Black et Jones, 1987), sur la théorie des valeurs extrémes (Cf. Bertrand et Prigent,
2002) ; et d’autre part celles reposant sur une modélisation autorégressive particuliere de la
volatilité du marché et 'observation de variables prédictives (Cf. Chen et Chang, 2005).
Malgré leur utilisation fréquente, la plupart de ces approches souffrent cependant de nombreux
défauts. Elles s’appuient en effet sur une modélisation directe de la distribution de probabilité
(in)conditionnelle des rentabilités de lactif risqué et elles reposent sur des hypotheses statistiques
fortes telles que la normalité ou ’hypothése que les rentabilités boursieres sont Identiquement et
Indépendamment Distribuées (Cf. Kouretas et Zarangas, 2005).
Suivant les approches développées par Chernozhukov et Umanstev (2001) et Engle et Manganelli
(2004) dans le cadre des modeles de Valeur-a-Risque (I72R), nous proposons dans cet article une
nouvelle méthode d’estimation conditionnelle du multiple plus générale, basée sur une

modélisation du centile utilisant la méthode de régression sur quantile.
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D’un point de vue théorique, la demande d'assurance de portefeuille s'explique aussi bien
dans le cadre de la maximisation de I'espérance d'utilité (Basak, 1995 et 2002) que dans celui de la
théorie des perspectives de Kahneman et Tversky (1979) avec des agents présentant de 'aversion
pour les pertes (Berkelaar ez alii, 2004 ; Gomes, 2005). L’assurance de portefeuille a coussin est
optimale quand l'investisseur a une aversion pour le risque décroissante (Kingston, 1989). La
demande pour I'assurance de portefeuille peut ainsi directement étre reliée a ’aversion au risque.
Les agents ayant une aversion pour le risque variable (Cf. Jackson e aliz, 1972 ; Campbell, 1999 ;
Li, 2007 ; Coudert et Gex, 2008), il nous semble intéressant d’adapter le cadre traditionnel de
I'assurance de portefeuille dans un cadre lui aussi variable, qui autoriserait par exemple un
comportement contra-cyclique de la prise de risque. La détermination du multiple conditionnel
en fonction du centile est aussi justifiée par son interprétation en termes de [“zR (considérée
désormais comme un indicateur de risque de référence) et par les travaux sur l'allocation de
portefeuille sous contrainte de perte et la notion de perte « désastre » qui leur sont liées (Roy,
1952 ; Leibowitz et Kogelman, 1991 ; Lucas et Klaassen, 1998). Dans le cadre de I'assurance de
portefeuille, nous proposons ainsi de réduire la "R ex ante d'un portefeuille, en agissant sur le
multiple : en le réduisant quand celle-ci a tendance a trop augmenter et, inversement, en
augmentant le levier quand les marchés sont calmes. L’établissement du multiple conditionnel
s’inspire ainsi des pratiques usuelles de gestion des risques et de controdle classique en [7aR.
Ancrant notre démarche sur ces différents travaux, nous définissons donc notre allocation en
actif risqué en fonction d’'un multiple conditionnel déterminé a partir du niveau de perte
« désastre » estimé a l'aide de la ["zR. Le multiple permet ainsi de faire varier la couverture en
fonction de cet indicateur de risque. Les gestionnaires visent dans cette perspective une
exposition constante au risque, telle que définie par la I7zR.

Afin d’illustrer lintérét de cette nouvelle approche, nous évaluons dans cet article les
performances de portefeuilles déterminés par différentes spécifications conditionnelles et
inconditionnelles du multiple cible. Notre analyse porte sur un portefeuille géré en coussin et
investi pour sa part risquée dans I'indice S&»P500. Nous étudions en particulier les performances
de quatre spécifications autorégressives particuliéres pour le centile conditionnel', ainsi que trois

versions avancées’. Notre échantillon est composé des rentabilités journalieres de lindice

! Le centile conditionnel est estimé a partir d’un « modc¢le adaptatif », d'un « modele a valeur absolue symétrique »,
d’un « modele a pente asymétrique », et d’un modele de type « Indirect GARCH(1,1) ».
2 Les trois versions avancées sont fondées sur 'observation de variables exogenes retardées spécifiques.
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S&P500 observées’ entre le 4 janvier 1993 et le 16 janvier 2008. Nous réalisons également un
backtest étendu de la méthode retenue sur I'indice Dow Jones depuis janvier 1937.

Si les méthodes classiques d’assurance de portefeuille peuvent atténuer fortement
certaines des configurations de marché baissicres observées, notre approche d’assurance de
portefeuille a2 multiple conditionnel apparait cependant sur notre période de test moins cotteuse
en terme de rendement et de risque.

Cet article est organisé de la maniére suivante. Dans la section 2, nous présentons le
cadre général de la gestion en coussin. La section 3 analyse la méthode d’établissement dun
multiple cible variable déterminé par la régression sur quantile, ainsi que les quatre spécifications
autorégressives du centile utilisées. Nous comparons, dans la section 4, les performances
obtenues par notre méthodologie conditionnelle sur le marché des actions américaines avec celles
issues des principales méthodes de détermination inconditionnelles du multiple cible. La section 5

présente nos conclusions.

2. Cadre général de la gestion en coussin
La gestion en coussin suit au cours du temps une stratégie d’allocation dynamique de

portefeuille. Le plancher, noté F,

, est la valeur minimale du portefeuille acceptable pour

Pinvestisseur a ’échéance. La valeur du portefeuille couvert, notée V, , est investie dans un actif
risqué et un actif sans risque. Il s’agit alors de faire varier au cours du temps la proportion investie
dans Pactif risqué, par rapport a 'encours placé en actif sans risque, afin d’assurer a tout moment
le plancher garanti contractuellement. Ainsi, méme en cas de baisse continue du marché sur
I’horizon d’investissement, noté T, le portefeuille conservera a ’échéance une valeur au moins
égale au plancher (7.e. un pourcentage pré-établi du capital versé a l'origine). La valeur théorique
finale garantie ne peut ¢tre évidemment supérieure a la valeur investie initialement capitalisée au

taux sans risque, notée V,EXP(rT). Le coussin, noté C,, est défini comme ’écart variable dans le
temps, entre la valeur du portefeuille et celle du plancher garanti, soit :

¢, =Vi—F 1
Le coussin est donc le montant théorique maximum que 'on peut perdre sur une période sans

entamer la garantie du capital.

Le rapport entre Pactif risqué et le coussin, correspond, a tout moment, au multiple cible, noté
m, . On détermine alors la somme placée en actif risqué en multipliant le coussin par ce multiple.

Le multiple reflete exposition maximale du portefeuille. La stratégie de gestion a coussin vise

3 Les données nécessaires a nos estimations ne sont pas renseignées en totalité avant cette date.
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ainsi a conserver une proportion constante d’exposition au risque. La position en actifs risqués,
notée €,, doit donc étre proportionnelle au coussin. Cette position s’écrit alors :

e =M, xC,. @
Les cours fluctuant, le multiple de gestion courant s’écarte constamment de sa valeur cible, c’est

pourquoi on choisit un troisi¢me parametre, la tolérance, notée 7, qui appliquée au multiple

permet de déterminer le réajustement du portefeuille. Si a la suite de la fluctuation de la valeur de

*

Pactif risqué, le multiple résultant de la position, noté M, , s’écarte de sa valeur cible d’un

pourcentage supérieur a la tolérance, il y aura ajustement (et donc frais de transaction). Ainsi,
vtelo,...,T]:

m, e[mtx(l—r),mtx(lJrr)]. (3)

Le probleme principal de la gestion a coussin réside donc dans la détermination du

multiple cible M, . En effet, en cas de baisse continue de Iactif risqué, la valeur du coussin restant

toujours par définition supérieure ou égale a zéro, le portefeuille suivant la méthode du coussin
aura une valeur qui, en théorie, restera supérieure ou égale au plancher. Néanmoins, les
transactions ne s’effectuant pas en continu, en cas de chute brutale des cours de lactif risqué
sous-jacent, le coussin ne permettra d’absorber, si le gérant n’a pas eu le temps de réajuster son

portefeuille, qu’une baisse inférieure ou égale a I'inverse de la limite supérieure du multiple.

3. Etablissement d’un multiple cible conditionnel par la méthode de régression sur

quantile

Le multiple cible s’interpréte comme l'inverse de la perte waximale que peut subir, sur une
période unitaire, le portefeuille couvert avant re-balancement de sa composante risquée. Notre
objectif est d’établir une nouvelle méthode d’estimation conditionnelle du multiple cible dans le
cadre d’une gestion de portefeuille & coussin®.

Pour cela nous utilisons une approche de couverture par quantile similaire a celle de la Valeur-a-
Risque conditionnelle’. Dans ce cadre de couverture probabiliste, le multiple peut-étre estimé par

Iinverse du premier centile conditionnel de la distribution des rendements boursiers, augmenté

4 En pratique, le gérant (pour différentes raisons: diminution des couts de transaction, exposition maximale,
contraintes opérationnelles...) choisi souvent de maniere discrétionnaire un multiple de gestion inférieur ou égal a la
borne haute du multiple définie par un modéle, par des s#ress fests ou patr une structure de garantie tierce partie (Cf
Poncet et Portait, 1997). Dans cet article et a des fins d’évaluation, nous avons choisi de suivre une politique
systématique : le multiple conditionnel est ainsi déterminé pour conserver une exposition constante au risque défini
parla 7aR.

5> Cette approche a été proposée initialement dans le cadre de la gestion a multiple constant (Cf. Bertrand et Prigent,
2005).
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du « —ieme quantile de Pexcédent du rendement par rapport a ce centile, noté Q, (). Le multiple
cible peut alors s’écrire formellement comme :
m, =[C,(r:B)+Q ()| @

avec :
CriB)= Ao+ B xCoilriBua)+ Zﬂ x1(x,)

ou C(r;B,) est le premier centile de la distribution conditionnelle des rendements quotidiens du

sous-jacent risqué, I, correspond au rendement périodique de la part risquée du portefeuille

couvert en 7, B, est le vecteur de dimension (p +1) des parametres inconnus f,, de la fonction

de centile conditionnel, X, sont les composantes du vecteur des (p—l) variables explicatives,

|() est I'opérateur de retard d’ordre 1, et Q /(@) représente le quantile du rendement en excés
observé en cas de dépassement du centile conditionnel. La présence de terme autorégressif et des
variables exogénes X, dans Iexpression de C,(r;B,) permet ainsi d’adapter la valeur du centile au

cours du temps.
La chute potentielle maximale de Iactif risqué est donc estimée a chaque période en ajoutant au
premier centile conditionnel estimé, le quantile du rendement supplémentaire observé en cas de

dépassement de ce dernier. Il est noté Q,(a), et il est calculé sur la période d’estimation par :

~

Q(e)= Min[r -C,(r,:B.)] ©)

t=[1,..,T
ou C,(r;B,) est le centile des rendements de lactif risqué estimé par le modeéle conditionnel
considéré en 7 et I' est le nombre total d’observations dans la période d’estimation, avec

t=[..T]cL..T].

Suivant Engle et Manganelli (2004), nous utilisons comme variable retardée du modele
général le dernier rendement connu au moment de la détermination du multiple’.
Nous considérons également quatre spécifications autorégressives particulicres pour la
modélisation du multiple-cible conditionnel. La premicre spécification correspond a un modele
adaptatif et s’écrit :

CAt (r; ;ﬂm ) = CA171(r171;ﬂ1,t71)+ﬁ1,t [1+ EXp{O,SX [rlfl _CAH(rH;ﬂL t1 )] }]71 -001 (6)

¢ Un rendement anormalement négatif pouvant signaler le début d’une période de turbulence sur le marché, on
s’attend a ce que le multiple conditionnel diminue lorsque le dernier rendement connu est négatif et augmente
lorsque celui-ci est positif. L’effet de la variation du rendement de actif risqué affecte asymétriquement le multiple-
cible.
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ou I, correspond au rendement de la part risquée du portefeuille garanti sur la période

précédente. L’intuition de cette spécification est la suivante. Tant que le rendement quotidien
n’est pas inférieur a I'estimation du premier centile, le multiple conditionnel peut croitre d’un
faible montant, ce qui permet de profiter au mieux des hausses potentielles de la part risquée du
portefeuille assuré. A linverse, lorsque le premier centile est dépassé, le multiple variable doit
diminuer, ce qui permet de se protéger contre des baisses de lactif risqué de plus en plus
importantes. Ce modele s’adapte a ses erreurs, ce qui permet de réduire la probabilité que I'on
sous-estime de manicre répétée et successive le multiple-cible, mais cela ne garantit néanmoins en
rien que le multiple ne soit pas surestimé.
La deuxi¢me spécification correspond a un modele a valeur absolue symétrique. Sa formulation
est donnée par :

Con (1B =B+ By % Copns (11iBu)+ By x| 1 @)
Dans ce modele, le multiple conditionnel réagit symétriquement aux rendements passés de lactif
sous-jacent, qu’ils soient négatifs ou positifs.
Le modéle a pente asymétrique constitue la troisie¢me spécification utilisée pour estimer la forme

fonctionnelle du multiple conditionnel. Ce dernier s’écrit comme :

Con(1iB) =B, + B xCo s (3B )+ B X0+ By X1 (8)

r.,” =max(0,r, )

r., =-min(0,r_,).

Il permet de faire varier le multiple conditionnel différemment selon le niveau des rendements
positifs et négatifs constatés.

La quatricme et dernicre spécification autorégressive retenue dans cette étude correspond a un

mode¢le de type « Indirect GARCH(1,1) ». Son expression algébrique est de la forme :

Clet(rt ;Bt): {[ﬂu +182‘t X[CIGt—l(rt—l;BM )]2 +ﬁ3‘t x ril] }% . (9)

Cette modélisation est correctement spécifiée si les données sous-jacentes sont issues d’un

modéle GARCH (1,1) avec un résidu Identiquement et Indépendamment Distribué’.

Afin d’améliorer la qualité de I'estimation du multiple conditionnel, nous proposons par
ailleurs trois extensions pour chacune des spécifications autorégressives, basées sur I'ajout

successif des variables exogenes retardées suivantes : le rapport entre le cours le plus haut et le

7 Cf. Engle et Bollerslev (1980).
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cours le plus bas de la journée (range), la volatilité implicite de actif risqué et le volume de titres
échangés au cours des derniers jours.

Nous avons ainsi choisi de lier le niveau du multiple conditionnel a des indicateurs avancés de
I’évolution du marché disponibles pour la majorité des titres cotés. Ainsi, le range est calculé grace
aux maxima de la journée ; il est traditionnellement considéré comme un meilleur estimateur de la
volatilité que la volatilité empirique simple classique utilisée couramment (Cf. Parkinson, 1980)
car il repose sur des caractéristiques importantes du « vrai » processus de prix (plus haut et plus
bas de la journée de cotations), plutdt que sur des références arbitraires en temps calendaire
(cours de cloture). La volatilité implicite extraite du marché des options est aussi un indicateur
avancé classique de la turbulence du marché et de sa volatilité instantanée (Corrado et Miller,
2005) ; elle possede un certain caractere prédictif sur la volatilité réalisée future. Enfin, le volume
des titres échangés dans la journée apporte quant a lui une indication utile sur I'information
circulant effectivement sur le marché (Cf Clark, 1973)". Nous appelons les multiples

conditionnels ainsi estimés les « Multiples Conditionnels Avancés ».

Pour chaque spécification autorégressive retenue, les parametres du modele de multiple variable
sont estimés a partir de la méthode de régression sur quantile’. Les paramétres du premier centile

conditionnel sont ainsi obtenus comme solution du programme d’optimisation suivant :
B, = AngNIIRip {RQ (Bt)} (10)
avec :

RQ(B)= 3 0.0~ 1, e [r - €. (BT}

ou RQ() est la fonction objectif de la régression par quantile ; B, est le vecteur de dimension N
des parametres inconnus de la fonction de centile conditionnel; Iy, représente la fonction
indicatrice et C, () correspond a une spécification autorégressive particuliere du premier centile

conditionnel des rendements du sous-jacent risqué a la date 7 - Cf. équations (6), (7), (8) et (9).

Dans la partie suivante, nous analysons les estimations des spécifications conditionnelles
précédentes sur le marché des actions américaines. Nous comparons ensuite les performances

relatives des portefeuilles gérés avec des multiples conditionnels et inconditionnels.

8 Nous renvoyons a larticle de Clark (1973) pour une explication sous-jacente dans le cadre de I’hypothese de
mixture de distributions et de processus de volatilité subordonné, et, Ané et Geman, 2000, pour différentes
alternatives quantifiant le contenu informationnel des transactions — volume, nombre, intensité. ..

9 Toutes les estimations ont été réalisées sur le logiciel Matlab 7.8.
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4. Résultats empiriques

Afin d’illustrer notre approche, nous avons choisi de former un portefeuille investi pour
sa partie risquée dans I'indice américain S¢>P500. La part investie en actif non risqué est placée au
taux monétaire américain au jour le jour. Notre échantillon commence le 4 janvier 1993 et se
termine le 16 janvier 2008. Apres avoir estimé les différentes spécifications des modeles de
centiles conditionnels présentées dans la section I1I, nous choisissons le mode¢le qui minimise, sur
la période d’estimation, la valeur associée a la fonction de régression sur quantile (Cf. équation
10). L’incorporation au modele de base retenu de différents indicateurs avancés nous permet
alors d’améliorer la qualité de I'estimation de notre multiple conditionnel. Nous utilisons les 2 787
premiers points des séries de prix, de volume, du range, et du IVIX pour estimer le multiple

variable'"”, et les derniers points pour tester le modéle de multiple conditionnel avancé'".

Graphigne 1. Rendements quotidiens du S&P500 sur les périodes d’estimation et de test
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Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clétures du S&»P500 du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs.

Le tableau 1 présente les résultats de nos estimations. Nous constatons que le parameétre
associé au terme autorégressif est significatif quel que soit le modele considéré'?, Ce parameétre
possede par ailleurs une valeur élevée pour les trois premiers modeles. Ceci illustre le fait que le

phénomeéne de dépendance des volatilités des rendements est élevé, méme dans les queues de

10 e Volatility Index® (I’IX® en abrégé) est 'indice de volatilité implicite extrait des options a la monnaie a 30 jours
échangées sur le S&P500 sur le marché de Chicago (CBOE). Introduit en 1993, il est souvent considéré comme un
bon proxy de Tanticipation du marché a court terme de la volatilité instantanée future de lindice S&»P500 (Cf
Cotrado et Miller, 2005).

11 Notre période d’estimation comprend des rendements fortement négatifs pour P'actif risqué comme par exemple
lors de la crise asiatique de 1997-1998, I’éclatement de la bulle Internet en 2000, ou de la crise liée aux attentats du 11
septembre 2001.
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distribution. Par ailleurs, si la probabilité de « dépasser » le premier centile conditionnel est par
construction proche de 1% sur la période d’estimation, cette dernic¢re apparait négligeable sur la
période de test.

Les graphiques A.1, A.2 et A.3 en annexe représentent, sur la période d’estimation,
I'opposé du rendement quotidien du S&P500 et 'opposé du centile, estimé respectivement par
les mode¢les de type « Indirect GARCH », a sensibilité symétrique, et a sensibilité asymétrique. Pour
ces trois modeles, les évolutions du centile semblent visuellement bien estimés : les dépassements
ne sont pas groupés et ils ont des amplitudes variables. Ces trois modé¢les semblent donc bien
adaptés pour décrire la dynamique du centile des rendements du S&>P500. Les modéles de centile
conditionnel a sensibilité symétrique et de type « Indirect GARCH » dépendent des variations
absolues de lactif risqué. Cependant, lorsqu’on rapproche les résultats des modcles a sensibilité
symétrique et « Indirect GARCH » d’un coté, et de lautre les résultats obtenus pour le modele de
centile conditionnel a sensibilité asymétrique, le premier centile conditionnel des rendements
journaliers du S&P500 semble caractérisé par un comportement de type asymétrique.
L’occurrence de rendements fortement négatifs explique une grande part de la variation du
premier centile conditionnel, alors que les rendements positifs possedent une influence
faiblement significative sur la dynamique du quantile. Lorsque le $&>P500 présente un rendement
fortement négatif, le centile diminue. Par contre, les rendements positifs ont relativement moins
d’impact sur sa dynamique. Le modéle a sensibilité asymétrique semble donc bien adapté aux
périodes de fortes volatilités ou des rendements fortement positifs et négatifs se succedent et ou
le quantile conditionnel reste bas.

Le centile adaptatif apparait quant a lui, sur notre échantillon, étre le modele qui explique
le moins bien le premier centile des rendements quotidiens du S&»*P500 (la fonction objectif de la
régression sur quantile prenant ici sa valeur la plus élevée). Si ce dernier modele possede
I'avantage de réduire la probabilité que I'on surestime de maniere répétée et successive le premier
centile conditionnel, celui-ci ne saurait cependant, par construction, empécher la sous-estimation
des quantiles extrémes. Ainsi nous observons sur le graphique A.4 présenté en annexe (qui décrit
les évolutions de 'opposé du centile estimé par le modele adaptatif et de 'opposé du rendement
quotidien du S&P500) que le centile estimé par la méthode adaptative augmente régulierement et
lentement avec le temps sauf lorsque le rendement du sous-jacent risqué est inférieur au centile.

Cette nouvelle information est alors prise en compte, et le centile diminue brutalement. La

12 e parameétre du terme autorégressif est noté 31 pour le modele adaptatif et B2 pour les autres modeles.
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spécification adaptative ne permet donc pas d’anticiper les variations ; elle se contente de les

subir. Ce comportement particulier nous ameéne a ne pas retenir par la suite cette spécification.

Tablean 1. Résultats des estimations des quatre modeles de base de centiles pour le S&P500 pour la période 2003-2008

Les quatre modcles de premier centile conditionnel s’écrivent respectivement :
CSVAt( B) ﬂ11+ﬂ2!XCSVA[l(t1’Bt1 +ﬂ3‘><| |
CPA{( B) ﬂlt+ﬂ2tXCPAtl(tl'Bt1)+ﬂ3tXmaX( ' t1)+ﬂ4t [ mln(o’rt—l)]
CIGt( B ) {ﬂlt+ﬂ2l [ Ithl(r!fl;Bt1 +ﬂ3lx }y
Cultif)=Casliif)r Al B osxlr. ~¢, (i p ] -00

avec I, le rendement quotidien (de 'actif sous-jacent risqué) de la veille.

Modéle 1 Modéle 2 Modéle 3 Modéle 4
-Valeurs absolues- -Asymétrique- -Indirect GARCH- -Adaptatif-
B 0,07 0,13 0,10 0,24
Ecart-type 0,03 0,04 0,04 0,11
P-statistique 0,83% 0,00% 1,00% 1,30 %
5 0,96 0,91 0,94 -
Ecatt-type 0,02 0,03 0,01
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00%
B 0,09 (-0,07) (0,27) -
Ecart-type 0,04 0,06 0,42
P-statistique 1,21% 11,76% 25,95%
B, - - 0,16 - -
Ecart-type 0,05
P-statistique 0,00%
RQ 98,34 94,46 97,36 99,45
Hits In-sample 0,93% 0,96% 0,97% 1,11%
Hits Out-of-sample 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Perte cumulée (USD) 25,83 25,15 25,64 27,40
Perte maximale (USD) 4,58 4,08 458 4,65

Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures du S&»P500 du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs. Les paramétres entre parenthéses sont
non-significatifs au seuil de 5%. Les valeurs significatives présentées dans ce tableau ont été recalculées en ne tenant compte que des termes significatifs. RQ(.) est
la valeur associée a la fonction objectif de la régression sur quantile.
Sur notre échantillon, le modele de centile conditionnel a sensibilité asymétrique présente
s . . . .13 A . N .
la valeur associée a la fonction objectif la plus petite °. Il apparait, de plus, particuliecrement bien
adapté aux périodes de forte volatilité. C’est pourquoi nous avons choisi de retenir par la suite

cette derniére spécification comme modele de base lors de Détablissement du multiple

conditionnel.

13 Les résultats des estimations des modéles présentés sont néanmoins trop similaires pour tenter a priori de les
distinguer. Nous ne prétendons pas ici pouvoir différencier de facon catégorique les différents modeles et nous
contentons ici de présenter quelques alternatives qui s’averent donner des résultats acceptables et relativement
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Afin d’améliorer la qualité de Pestimation du multiple conditionnel, nous augmentons
dans un second temps la spécification asymétrique du centile par I'ajout de différents indicateurs
avancés. Les spécifications des modeles de multiples asymétriques conditionnels avancés, notés

Contt> Cpany €t Cppg,, dépendent ainsi - en plus des variables significatives, respectivement, du

rapport entre le cours le plus haut et le bas constaté lors de la derniere journée de cotation du
S&P500, de la volatilité implicite extraite du marché américain des options sur actions et du
volume échangé sur les actions composant le S&>P500. Sont représentées sur les graphiques A5,
A6, A7 situés en annexe 1 les évolutions sur la période d’estimation, des valeurs du centile
conditionnel obtenues pour chacune des trois spécifications du modéle avancé asymétrique du
premier centile conditionnel.

Nous avons également représenté dans le tableau 2 (Cf. ci-dessous) les résultats des estimations
obtenus sur la période d’étude pour la meilleure spécification avancée du premier centile: a
savoir, la spécification autorégressive asymétrique qui utilise la partie négative des rendements et

le range (spécification notée Cpy, ).

Rappelons que pour la spécification conditionnelle asymétrique retenue, le mutiple-cible variable

est déterminé empiriquement, tel que :

#,(8,) = ~[Cous (:8)+ O, ()] (11)

avece :

Q@)= Min[r, -C,(r:B,)]

t=[1,...1]

ou Cpyy, () est la valeur associée a la spécification du premier modéle de centile conditionnel en 7,

N

en fonction des rendements négatifs et du range des rendements du sous-jacent risqué, Q(a)

représente I'exces de rentabilité maximal par rapport au premier centile conditionnel observé sur

la période d’estimation, au seuil de significativité « , et I' est le nombre total d’observations dans

la période d’estimation, avec t = [l,..., F] c [1,...,T].

similaires. Par la suite, pour simplifier notre présentation, nous retenons qu’une des spécifications présentées, sur un
critere ad hoc et arbitraire d’ajustement.
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Tablean 2. Résultat des estimations du centile asymétrique avancé pour le S&P500 pour la période 2003-2008

Rappelons que les trois versions s’écrivent :

CPAn[rt;ﬁtJ =B+ By XCPA“*(rt—l;ﬁthr’BB,t X[_ mi”(o’ rt—lﬂ By 7%y

Pour les modeles Cpyy,, Cpppyp €t Cppg,
Z, , estle rapport entre le cours le plus haut et le plus bas de la dernicre journée de cotation du S&P500 ;
= 7, estlavolatilité implicite extraite du marché américain des options sur actions ;

= 7,, estle volume échangé des actions composant le §&>P500.

Cran Craz Crus
- Range - -VIX - - Volume -
o 2,31 -7,31 -0,45
Ecart-type 0,18 3,53 0,19
P-statistique 0,00% 1,92% 0,87%
B, 0,85 (-0,27) 0,95
Ecatt-type 0,03 0,28 0,06
P-statistique 0,00% 17,17% 0,00%
B, -0,18 (-0,20) (0,04)
Ecart-type 0,05 0,17 0,05
P-statistique 0,03% 10,98% 20,02%
B, -0,40 3,60 0,03
Ecart-type 0,03 0,83 0,02
P-statistique 0,00% 0,00% 6,82%
RQ 90,07 90,51 95,97
Hits In-sample 0,93% 0,93% 0,97%
Hits Out-of-sample 0,20% 0,60% 0,00%
Perte maximale (USD) 4,17 4,07 4,68
Perte cumulée (USD) 21,57 18,58 26,08

Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures, cours minimum et maximum, volume quotidien de transactions pour le S&>P500, et volatilité implicite issue du
marché des options sur actions américaines 171X du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs. Les paramétres entre parenthéses sont non-significatifs au seuil de
5%. Les valeurs significatives présentées dans ce tableau ont été recalculées en ne tenant compte que des termes significatifs. RQ(.) est la valeur associée a la fonction
objectif de la régression sur quantile.

Comme le montre le graphique 2 (ci-dessous), le multiple conditionnel asymétrique avancé
calculé a partir du range du S&P500, varie sur notre période de test entre 8,1 a 10,5 avec une
valeur moyenne de 9,7 et un écart-type de 0,4. Si ce dernier possede un niveau en moyenne
comparable avec les multiples inconditionnels qui sont utilisés par les praticiens (de 'ordre de 4 a
9), il peut également atteindre dans certaines configurations de marché un niveau comparable
avec les multiples inconditionnels estimés par la théorie des valeurs extrémes. Le multiple
inconditionnel maximum que nous envisageons dans notre étude est fixé arbitrairement a 13. Cette
valeur est certes bien plus élevée que les multiples que 'on pourrait trouver dans la pratique, mais
C’est une valeur cohérente avec la pire perte possible, obtenue a partir de P'estimation des
parametres d’une loi des extrémes sur le marché américain (Cf. Bertrand et Prigent, 2002). Bien

que tres élevée et peu réaliste pour des applications pratiques usuelles, cette valeur « extréeme »
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nous sert néanmoins de cas limite dans la suite. Ainsi, la performance du portefeuille assuré iz un
multiple conditionnel dépend, bien évidemment, de I’évolution du rendement de T'actif sous-

jacent risqué.

Graphigue 2. Evolution du multiple conditionnel asymétrique avancé estimé sur le S&P500 sur la période 2003-2008
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Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures, cours minimum et maximum du S&»P500 du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs.

La méthode de Cappiello e alii (2005) nous permet de visualiser les co-mouvements des
rendements de deux portefeuilles. Cette représentation graphique, appelée « boite de co-
mouvements », est illustrée dans notre cas par le graphique 3 (ci-dessous). L’axe des ordonnées
correspond aux probabilités conditionnelles associées aux quantiles des rendements du
portefeuille a multiple conditionnel, conditionnellement aux réalisations de l'autre portefeuille
soumis a comparaison. I.’axe des abscisses représente la probabilité o associée aux quantiles des
rendements des portefeuilles a comparer. Le graphique 3 illustre ainsi la probabilité que le
rendement du portefeuille a multiple conditionnel soit inférieur a son (propre) « -quantile
conditionnellement au fait que le rendement du portefeuille de multiple 13 soit lui aussi en
dessous de son (propre) « -quantile, quand le seuil o est inférieur a 50%. Quand a est
supérieur a 50%, nous représentons alors la probabilité que le rendement du portefeuille
conditionnel soit supérieur a son quantile quand celui du portefeuille inconditionnel est au-dessus
de son quantile.

Les trois cas polaires sont représentés a titre indicatif (sur le graphique 3). La droite d’ordonnée
100% (en trait épais) représente une corrélation parfaite entre les rendements des deux

portefeuilles ; la probabilité que le rendement du premier portefeuille appartienne au méme
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quantile que le rendement du deuxiéme portefeuille est toujours dans ce cas de 100%. Ainsi en
particulier, quand le rendement du portefeuille inconditionnel est extréme, la rentabilité du
portefeuille conditionnelle I'est aussi. Le « triangle » - en trait gris - illustre lui une indépendance
parfaite entre les rendements des deux portefeuilles comparés ; en effet, la probabilité que les
rendements des deux portefeuilles appartiennent au méme quantile est ici exactement égale a
a %. Ainsi, les co-mouvements extrémes ne sont pas liés : la densité inconditionnelle ne se
distingue pas de la densité conditionnelle, et la probabilité conditionnelle du portefeuille est
indépendante des réalisations sur le portefeuille inconditionnel. Nous représentons enfin la droite
d’ordonnée 0%, qui indique une anti-corrélation parfaite entre les rendements des deux
portefeuilles ; la probabilité que le rendement du premier portefeuille soit inférieur a son quantile
quand le second l'est aussi est nulle ; ainsi, les portefeuilles réagissent de maniére anti-symétrique
et leurs co-mouvements varient en sens opposés.

Le graphique 3 permet ainsi d’analyser visuellement les co-mouvements des rendements des
portefeuilles a multiple conditionnel et inconditionnel de valeur 13, nous constatons que les
rentabilités du portefeuille a multiple conditionnel sont tres faiblement liées a celles du
portefeuille a multiple 13 lorsque les rentabilités sont tres basses (premier décile de la distribution
des rendements) ou tres hautes (5 derniers centiles), mais que la corrélation entre les rendements
des deux portefeuilles est importante pour les valeurs médianes de rendements. Autrement dit, les
comportements des deux portefeuilles seront similaires dans la plupart des cas, mais tres
différents parfois dans les périodes de rentabilités extrémes (ou la protection s'exercera
effectivement). Le portefeuille protégé avec un multiple conditionnel calculé a partir du range et
de la spécification asymétrique, est donc fortement dépendant de I’évolution du rendement du

S&P500, sauf quand celui-ci connait des rendements « anormalement » négatifs.

Apres avoir estimé le multiple conditionnel, nous évaluons maintenant 'intérét de notre
approche en comparant les performances de la stratégie de gestion a coussin variable avec celles
obtenues dans le cadre d’une stratégie de gestion a coussin constant de type CPPI sur le S&»P500
depuis septembre 2003. Pour une meilleure lisibilité, nous avons choisi de comparer la stratégie
d’assurance de portefeuille a coussin variable fondée sur la spécification asymétrique avancée
(équation 11) avec trois stratégies de gestion a coussin particulicres : la stratégie inconditionnelle
qui atteint la plus grande valeur a la fin de la période de test (rendement maximum ex pos?), la
stratégie de gestion a multiple constant déterminée par la théorie des valeurs extrémes, et la

stratégie de gestion a coussin la moins risquée ex ante. Ces dernicres correspondent sur notre

Document de Travail du Centre d'li@onomie de la Sorbonne - 2009.33



échantillon respectivement aux portefeuilles a coussin inconditionnel a multiples cibles constants

de 3,13 et 1.

Graphigue 3. Boite de co-mouvements entre les rendements du portefeuille 2 multiple conditionnel par rapport aux rendements
du CPPI a multiple constant de valeur 13 pour le S&P500 sur la période 2003-2008
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Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clétures, cours minimum et maximum du S&P500, du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs d’aprés Cappiello ez
alii (2005). Sur ce graphique on représente (sur la courbe grise) le quantile conditionnel des rendements du portefeuille a coussin a multiple conditionnel sachant le quantile
des rendements du portefeuille a coussin de multiple 13. Le « triangle » indique une indépendance parfaite entre les rendements des deux portefeuilles a coussin. La droite
d’ordonnée 100% représente une corrélation parfaite des rendements des deux portefeuilles. Enfin la droite d’ordonnée 0% indique une corrélation nulle entre les deux
portefeuilles.

Le graphique 4 (ci-dessous) représente ’évolution de ces portefeuilles a coussin sur le S&»P500

depuis septembre 2003. La stratégie d’assurance par multiple conditionnel domine la plupart du

temps les stratégies d’assurance de portefeuille inconditionnelle. Au terme de la période de test, le

portefeuille a coussin géré par le multiple avancé asymétrique possede en effet la valeur la plus

élevée : il rapporte ainsi 6,05% par an sur la période de test, alors que la meilleure stratégie

inconditionnelle ne rapporte que 3,26% par an, et que les méthodes de couverture

inconditionnelles ne rapportent en moyenne que 1,90% par an sur la méme période. Le sous-

jacent risqué du portefeuille a coussin, I'indice S&P500, rapporte quant a lui 6,49% par an sur la

période de test. Le cott absolu de I'assurance par le multiple conditionnel avancé asymétrique est

ainsi sur cette période plus faible que celui associé aux différentes méthodes inconditionnelles

d’assurance a coussin (e la différence entre la rentabilité du sous-jacent risqué et celle du

portefeuille assuré s’établit a 0,44 % pour la stratégie de gestion a coussin variable contre,

respectivement, 3,23% et 6,27% pour les portefeuilles assurés avec des multiples cibles constants

de 3 et 13).
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Les volatilités des trois portefeuilles assurés sont par ailleurs inférieures a la volatilité du sous-
jacent risqué. Le portefeuille CPPI de multiple 1 est bien entendu, celui qui possede, sur la
période de test, la volatilité la plus basse. Ce dernier atténue en effet au mieux le mouvement du
sous-jacent risqué alors que le portefeuille CPPI de multiple 13 possede quant a lui une volatilité

annualisée relativement élevée sur 'ensemble de la période de test (15,61%).

Graphique 4. Valeurs des portefeuilles assurés a multiple conditionnel et inconditionnels (1, 3, 6 et 13) pour le S&P500
sur la période 2003-2008
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Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures, cours minimum et maximum du S&P500 du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs. Sont représentées
sur ce graphique : les valeurs du S¢»P500 (en trait gris clair fin), les valeurs de quatre portefeuilles a coussin a multiples constants 1, 3, 6 et 13 (en traits continu épais, fin,
pointillés gras et pointillés fins), et la valeur du portefeuille a coussin avec multiple conditionnel (en trait épais continu).

Le portefeuille a multiple conditionnel asymétrique avancé (équation 11) domine également sur la
période de test les portefeuilles a multiples inconditionnels en terme de rapport
rendement/risque, avec un ratio de Sharpe de 0,28 contre respectivement 0,12 et -0,16 pour les
portefeuilles CPPI avec multiple cible de 3 et de 13. On remarque par ailleurs que les coefficients
d’asymétrie des rendements des portefeuilles assurés sont ici tous différents de zéro, et les tests
de normalité confirment que les distributions de ces rendements ne sont pas normales. Bien
qu’étant un indicateur de référence (Sharpe, 1994), I'utilisation du seul ratio de Sharpe pour juger
de la pertinence de la stratégie est insuffisante, notamment en raison de l'asymétrie des
rendements créée par la stratégie assurantielle. Bien que le moment d'ordre 2 puisse toujours
s'interpréter comme une mesure de la dispersion associée a la distribution sous-jacente, la non-
normalité des séries de rendements issues des stratégies de protection nous conduit en effet a une
certaine prudence d'interprétation et a compléter l'analyse comparative des différents ratios de

Sharpe en utilisant des mesures de performance complémentaires. Nous avons ainsi aussi calculé
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le ratio de Sortino (avec pour référence la moyenne des rendements), la mesure Omega (avec un
rendement seuil arbitrairement fixé a zéro) et la mesure Kappa d'ordre 3 (pour tenir compte de
l'asymétrie des rendements des stratégies étudiées), mesures qui généralisent le ratio de Sharpe
dans les cas de distributions non-gaussiennes.

En effet, le ratio de Sortino est un ratio de Sharpe modifié qui substitue la semi-volatilité a la
volatilité au dénominateur du ratio (Sortino et van der Meer, 1991). En cas d'asymétrie de la
distribution des rendements, le ratio de Sortino permettra ainsi de renormer le rendement
excédentaire par une mesure de risque plus en lien avec les pertes potentielles de l'investisseur
(rendements inférieurs a la moyenne). La mesure de performance Omega, introduite par Keating
et Shadwick (2002), est quant a elle définie comme le rapport entre l'aire sous la fonction de
répartition des rendements au dessus et celle en dessous d'un certain seuil de rendement. Une
mesure Omega plus élevée signifiera que la densité de rendement est plus « importante » au
dessus du seuil qu'en dessous. Le ratio défini prend donc en considération I'asymétrie, mais aussi
l'aplatissement de la densité des rendements de la stratégie étudiée, au travers d'une mesure
synthétique de l'ensemble des caractéristiques de la distribution de rendements de la stratégie
analysée. Enfin, la mesure de performance Kappa, introduite par Kaplan et Knowles (2004),
utilise une mesure de risque plus générale ; le ratio de Sortino est équivalent a une mesure Kappa
d'ordre 2, et la mesure Omega est égale a 'unité plus la mesure Kappa d'ordre 1. La mesure
Kappa d'ordre # sera le rapport entre le rendement excédentaire par rapport a un seuil de
rendement et le semi-moment d'ordre # pat rapport a ce seuil.

Ainsi, la comparaison du ratio de Sortino (Sortino et van der Meer, 1991), de la mesure Omega
(Keating et Shadwick, 2002 ; Bertrand et Prigent, 2006) et de la mesure Kappa placent le
portefeuille a multiple conditionnel dans le premier quartile des stratégies a coussin testées
(stratégie a multiple conditionnel, et les treize stratégies a multiple inconditionnel - de 1 a 13). La
comparaison des fonctions de densité des rendements des portefeuilles assurés conditionnels et
inconditionnels (Cf graphiques 5 et 6) montre que la distribution des rentabilités du portefeuille
assuré avec un multiple cible de 13 posséde une queue de distribution a gauche beaucoup plus
épaisse que celle de notre portefeuille 2 multiple conditionnel. Le portefeuille CPPI avec multiple
de 3 est quant a lui caractérisé a la fois par une probabilité quasi-nulle de perte inférieure a 1,8%
et un tres faible taux de participation en cas de hausse du sous-jacent risqué (la probabilité de
dépasser 1,5% étant ici proche de zéro). Ces observations sont illustrées par le graphique 7.a.
Enfin, le portefeuille géré par le mod¢le de multiple conditionnel asymétrique avancé (équation
11) permet une adaptation tres rapide de son exposition en actif risqué aux mouvements du

marché (Cf. les graphiques 8.a et 8.b).
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Tablean 3a. Caractéristiques financiéres des portefeuilles a coussin sur le S&P500 sur la période 2003-2008

S&>P500 Actif Multiple Multiple Multiple Multiple Multiple
(09/2003-01/2008) risqué variable 1 3 6 13
Rendement 0,06 0,06 0,03 0,03 0,02 0,00
Volatilité 0,12 0,12 0,01 0,05 0,11 0,16
17aR 99% -0,02 -0,02 0,00 -0,01 -0,02 -0,03
Skewness -0,33 -0,36 -0,46 -0,69 -0,97 -1,16
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Kurtosis 4,83 4,89 6,54 7,89 0,99 9,99
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Jarque-Bera 180,03 193,08 632,44 1221,78 1877,78 2563,73
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Kolmogorov-Smirnov 0,49 0,49 0,50 0,49 0,49 0,49
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Anderson-Darling 7,96 8,02 12,86 18,21 19,18 16,06
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Sharpe 0,31 0,28 0,23 0,12 -0,02 -0,16
Sortino 0,05 0,05 0,21 0,06 0,02 0,01
Omega 1,10 1,10 1,50 1,13 1,05 1,02
Kappa 0,03 0,03 0,14 0,04 0,01 0,00

Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures, cours minimum et maximum du S&P500 du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs. Les rendements et
volatilités sont ici annualisés. La 172R indiquée dans chaque colonne est une 2R historique au seuil de 99%, calculée sur 'ensemble des rendements individuels annuels. Les P-
statistiques des coefficients d'asymétrie (Skewness) et des indices d'aplatissement (Kurtosis) cotrespondent aux tests paramétriques de Pearson.

Tablean 3b. Caractéristiques financieres des portefeuilles a coussin sur des séries " bootstrappées" sur le S&P500
sur la période 2003-2008

S&>P500 Actif Multiple Multiple Multiple Multiple Multiple
(09/2003-01/2008) risqué variable 1 3 6 13
Rendement 0,06 0,05 0,03 0,04 0,03 0,03
Volatilité 0,12 0,10 0,02 0,06 0,13 0,28
17aR 99% -0,02 -0,02 0,00 -0,01 -0,02 -0,04
Skewness -0,33 -0,25 -0,17 -0,27 -1,19 -1,53
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Kurtosis 4,83 14,34 8,15 37,60 152,89 257,63
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Jarque-Bera 1,80 102 3,05 103 6,31 10* 2,83 106 5,32 107 1,53 108
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Kolmogorov-Smirnov 0,49 0,49 0,50 0,49 0,48 0,47
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Anderson-Datling 7,96 8,02 12,86 18,23 19,20 16,07
P-statistique 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Sharpe 0,31 0,45 0,22 0,16 0,05 0,00
Sortino 0,05 0,04 0,19 0,06 0,03 0,02
Omega 1,10 1,12 1,42 1,14 1,09 1,12
Kappa 0,03 0,03 0,12 0,03 0,01 0,01

Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures, cours minimum et maximum du S&P500 du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs. Pour les projections,
la méthode de simulation par bootstrap stationnaire est ici utilisée (Cf. Politis et Romano, 1994). Les projections sont fondées sur le tirage de 500 séries de 3921 rendements
quotidiens ILa taille des blocs de rendements est déterminée par une loi géométrique de parametre 0,9. Les statistiques présentées ici représentent de simples moyennes
arithmétiques des statistiques individuelles obtenues en appliquant les stratégies de protection a chacun des titres sur toute la période considérée. Les rendements et volatilités
sont ici annualisés. La 174R indiquée dans chaque colonne est une IzR historique au seuil de 99%, calculée sur I'ensemble des rendements individuels annuels. Les P-statistiques
des coefficients d'asymétrie (Skewness) et des indices d'aplatissement (Kurtosis) correspondent aux tests paramétriques de Pearson.
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Graphigue 5. Fonctions de répartition des rendements des portefeuilles a coussins
a multiple conditionnel et multiples inconditionnels (3 et 13) sur le §¢>P500 sur la période 2003-2008
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Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures, cours minimum et maximum du S&P500, du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calcul des auteurs. Les différentes
courbes représentent les fonctions empiriques de répartition des stratégies comparées. La courbe tracée en continu fin représente ainsi la fonction de répartition des
rendements du portefeuille a multiple conditionnel. La courbe tracée en trait épais représente la fonction de répartition des rendements du portefeuille de multiple 13, la
courbe tracée en trait d’épaisseur moyenne représente la fonction de répartition des rendements du portefeuille de multiple 3.

Graphigue 6. Estimations des fonctions de densité des rendements des portefeuilles
a multiple cible variable et constants (3 et 13) sur le §¢»P500 sur la période 2003-2008
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Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clétures, cours minimum et maximum du S¢»P500, du 05/01/1993 au 16/01/2008. Les densités non-paramétriques
présentées sont estimées avec un noyau gaussien en utilisant le principe de validation croisée (Cf. Silverman, 1986). La courbe en pointillés fins représente la fonction de
densité des rendements du portefeuille a coussin de multiple 3. La coutbe tracée en continu représente la fonction de densité des rendements du portefeuille 2 multiple
conditionnel. La courbe tracée en pointillés larges et épais représente la fonction de densité des rendements du portefeuille de multiple 13.
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Graphigues 7. Droite de Henry (QQ-plot) des rendements des portefeuilles 2 multiples inconditionnels (3 et 13)
par rapport aux rendements du portefeuille 2 multiple conditionnel sur le S&P500 sur la période 2003-2008
I I
Graphique 7.a (multiple égal a 3 versus conditionnel) Graphique 7.b (multiple égal a 13 versus conditionnel)
8.0%

1.5%

B6.0% 1

-3.0% -2.0% -1.0% R R o 3.0%

Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures, cours minimum et maximum du S&P 500, du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; fonctions de répartitions
empiriques, calculs des auteurs. En haut a gauche : distribution des rendements du CPPI de multiple 3 par rapport la distribution des rendements du CPPI a multiple

conditionnel. En haut a droite : distribution des rendements du CPPI de multiple 3 par rapport a la distribution des rendements du CPPI a multiple conditionnel.

Graphigunes 8. Rendements du portefeuille 2 multiple conditionnel par rapport
aux rendements des portefeuilles a multiples inconditionnels (3 et 13) sur le §¢»P500 sur la période 2003-2008

Graphique 8.a (conditionnel versus multiple égal a 3) Graphique 8.b (conditionnel versus multiple égal a 13)

5.0%

Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures, cours minimum et maximum du S&P500, du 05/01/1993 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs. En bas a gauche:
rendements du CPPI a multiple conditionnel par rapport aux rendements du CPPI de multiple 3. En bas a droite : rendements du CPPI a multiple conditionnel par rapport
aux rendements du CPPI de multiple 13.
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La 1VaR,,, pour cette stratégie est, sur la période de test, inférieure a celle obtenue sur le
portefeuille a multiple constant déterminé par la théorie des valeurs extrémes (-2,35% contre -
3,08%). §’il arrive que la valeur du portefeuille assuré par multiple variable baisse lorsque le sous-
jacent risqué enregistre des rendements négatifs - notamment apres une série de rendements
positifs - celui-ci adapte tres rapidement son exposition en période de hausse pour se retrouver
en téte de classement par rapport aux autres stratégies de couverture inconditionnelles (Cf sur le
graphique 3 la période allant par exemple, de décembre 2003 a mars 2004).

L’approche retenue d’assurance de portefeuille a multiple conditionnel semble donc - sur la
période de test et sur l'actif considéré (§¢&P500) - plus efficiente (Z.e. moins colteuse, pout un

risque limité) que les méthodes d’assurance de portefeuille classiques inconditionnelles.

Apres avoir détaillé les résultats sur séries historiques directement liées aux « vraies »
évolutions des différentes phases du marché (#rends, retournements...), nous avons complété
ceux-ci en réalisant les mémes comparaisons en utilisant des simulations extensives de type
bootstrap stationnaire (Politis et Romano, 1994) a partir des séries correspondantes du S&P500.
Lutilisation du bootstrap stationnaire nous permet, en effet, de conserver au mieux la structure de
dépendance des séries étudiées'’. Nous comparons ainsi les portefeuilles 2 multiples conditionnel
et inconditionnels dans le tableau 3.b. Le portefeuille conditionnel se classe ainsi premier suivant
le ratio de Sharpe sur 500 simulations effectuées, et dans le premier quartile pour toutes les autres
mesures de risques. Le portefeuille a multiple conditionnel devance ainsi la plupart des

portefeuilles a multiple inconditionnel ™.

A titre d’illustration finale, nous avons également estimé le multiple conditionnel, sur le
marché des actions américaines en dynamique depuis le 1% janvier 1937, pour un portefeuille
assuré dont la poche risquée est investie dans I'indice Dow Jones. La série considérée ici (le DJLA
entre 1937 et 2008) est ainsi particulicrement longue (18 554 rendements journaliers) et elle
permet de juger des performances de la stratégie conditionnelle dans de trés nombreuses
situations de marché (haussier, éclatement de bulles, crises soudaines et violentes, périodes
incertaines, volatilité haute et régime de faible volatilité, e#). De plus, cette série rend compte des

évolutions des principaux titres du principal marché actions du monde ; elle a donc un certain

14 Le tirage puis la recombinaison aléatoire de blocs de tailles variables (la taille des blocs suit une loi géométrique)
permet de constituer une infinité de séries a partir de la série historique originelle tout en conservant au mieux la
structure d’auto-corrélation de la série de départ.

15> Nous avons également réalisé ces estimations sur I'indice CAC40 depuis sa création ; sur le marché francais les
conclusions générales s’averent étre tres similaires.
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caractere représentatif et « universel ». Ensuite et surtout, pour renforcer la robustesse de nos
conclusions, plusieurs stratégies ont été initiées depuis le début de la série et les résultats agrégés
sont renseignés dans le tableau 4. Pour construire cette table, nous avons en effet, depuis la
premicre date de I'échantillon, regardé ce qu’auraient donné des portefeuilles lancés tous les vingt
jours pour une durée de trois ans. Le tableau 4 regroupe ainsi un trés grand nombre de tests de
stratégies, avec des points de départs différents (au total 890 départs consécutifs, pour 3 710
estimations recoupant 18 554 observations). Les parametres du modéle sont estimés chaque
semaine avec un horizon d’investissement de trois ans pour établir la garantie du capital initial.
On constate que le multiple conditionnel asymétrique avancé (équation 11) varie sur cette période
autour d’une valeur moyenne de 8,08.

11 apparait, a la lecture du tableau 4, que le portefeuille a multiple conditionnel asymétrique retenu
ne s’est monétarisé quune seule fois sur cette période, au bout de 50 ans et 8 mois. On remarque
par ailleurs que seuls les portefeuilles CPPI de multiples inférieurs ou égaux a 4 ne se sont jamais
totalement monétarisés sur la période, tous les autres portefeuilles ont été monétarisés au moins
une fois (lors de la crise d’octobre 1987). Le portefeuille a multiple conditionnel obtient, en
moyenne sur ce vaste échantillon, le ratio de Sharpe le plus élevé (ce qui confirme les résultats
obtenus sur le S&»P500 sur une période plus récente). La rentabilité excédentaire annualisée
moyenne (ainsi que la chute maximale) de la stratégie conditionnelle est par ailleurs supérieure a
celle correspondant a une stratégie de CPPI pour un multiple égal a 7, alors que la volatilité de ses
rendements est proche de celle correspondant a un multiple fixé a 5. Nous voyons donc sur ce
long échantillon que la stratégie conditionnelle domine en performance, en volatilité et en ratio de

Sharpe une stratégie a multiple fixe de 6.

Ainsi, en comparant les résultats de la stratégie conditionnelle a un ensemble de stratégies
inconditionnelles, nous avons bien sur trouvé, ex post, quelques stratégies a multiple constant qui
battent (sur certains criteres) la stratégie a multiple variable. Mais ceci est un jugement ex post.
Quel multiplicateur doit-on choisir ex ante ? Nous avons tenté de répondre ici a cette question en
proposant par une approche flexible (variable) et systématique, qui autorise des expositions fortes
quand le risque associé au sous-jacent risqué est faible, et qui limite Pexposition en actif risqué
dans des situations turbulentes, en adaptant tout simplement la démarche usuelle de gestion des
risques au cadre de l'assurance de portefeuille. I’analyse étendue de la stratégie systématique a
multiple conditionnel (déterminée ex ante) donne ainsi des résultats intéressants car elle dépasse

ou demeure tres proche de la meilleure stratégie inconditionnelle déterminée ex post (une fois
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connue Iévolution des rendements de lactif risqué) quand on considere la plupart des critéres

classiques de comparaisons des stratégies financicres.

Tablean 4. Analyse de la couverture de portefeuilles 2 multiple conditionnel et inconditionnels
correspondant 4 de multiples départs mensuels sur le Dow Jones Index sur la période 01/1937-01/2008

Date de Nombre de sous- Sous-estimation de Rendement Volatilité

DJIA monétarisation estimation de la  la chute maximale excédentaire annualisée

(01/1937-01/2008) définitive chute maximale moyen annualisé moyenne
Multiple variable 19/10/1987 1 11,27% 1,43% 5,70%
Multiple 1 jamais 0 - 0,23% 0,97%
Multiple 2 jamais 0 - 0,35% 1,99%
Multiple 3 jamais 0 - 0,48% 3,06%
Multiple 4 jamais 0 - 0,62% 4.18%
Multiple 5 19/10/1987 1 2,61% 0,84% 5,40%
Multiple 6 19/10/1987 1 5,94% 1,04% 6,67%
Multiple 7 19/10/1987 1 8,32% 1,35% 8,06%
Multiple 8 19/10/1987 1 10,11% 1,63% 9,46%
Multiple 9 19/10/1987 1 11,50% 1,92% 10,95%
Multiple 10 19/10/1987 1 12,61% 2,21% 12,37%
Multiple 11 19/10/1987 1 13,52% 2,41% 13,84%
Multiple 12 19/10/1987 1 14,28% 2,43% 15,07%
Multiple 13 19/10/1987 3 14,92% 2,01% 16,06%

Source : Bloomberg, données hebdomadaires, prix de clotures, cours minimum et maximum du Dow Jones du 02/10/1928 au 16/01/2008 ; calculs des auteurs. Les
parametres du modéle ont été estimés dynamiquement chaque semaine. Les rendements excédentaires sont calculés par rapport au taux sans risque et annualisés. Un
horizon d’investissement de trois ans est utilisé. Les statistiques représentées ci-dessus correspondent aux caractéristiques moyennes d’un ensemble de portefeuilles (890
au total), d’horizon trois ans pour la garantie, qui sont lancés tous les mois depuis janvier 1937 pour chaque stratégie (chaque ligne du tableau). Les «dates de
monétarisation définitive » reportées dans le tableau correspondent ainsi a une monétarisation de 'ensemble des portefeuilles lancés antérieurement sur les trois années
précédentes (de octobre 1984 a octobre 1987).

5. Conclusion

Le multiple cible constitue 'un des parameétres essentiels de la stratégie d’assurance de
portefeuille a coussin. Plutot que de tenter de déterminer un multiple op#imal a partir de la chute
historique maximale ou d’une spécification conditionnelle particuliere de la volatilité, nous avons
choisi de développer dans cet article une nouvelle méthode d’estimation du multiple fondée sur
une modélisation autorégressive d’un quantile conditionnel extréme en utilisant la méthode de
régression par quantile initiée par Koenker et Basset (1978). Nous avons par ailleurs également
développé une version avancée du multiple conditionnel grace a l'utilisation d’indicateurs retardés
disponibles pour la majorité des titres cotés.

L’analyse étendue de la stratégie systématique a multiple conditionnel (déterminée ex ante),
effectuée sur le marché des actions américaines, donne ainsi des résultats intéressants car elle
dépasse ou demeure trés proche de la meilleure stratégie inconditionnelle déterminée ex post (une
fois connue I’évolution des rendements de lactif risqué) quand on considére la plupart des

criteres classiques de comparaisons des stratégies financicres. La stratégie de portefeuille assuré
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par un multiple conditionnel a pente asymétrique avancé domine en effet la plupart du temps,
hors échantillon, les portefeuilles assurés a multiples constants, notamment ceux estimés par la
théorie des valeurs extrémes (Cf Bertrand et Prigent, 2002).

Parmi les directions de recherche futures, il semble intéressant d’étendre notre cadre
d’analyse a des stratégies d’assurance de portefeuille plus générales. Ceci pourrait étre réalisé en
utilisant ’'approche de maximisation de fonction d’utilité a aversion pour le risque mélangée sous
contrainte de garantie optimale avec des options polynomiales (Cf Cox et Huang, 1989, Caballé
et Pomansky 1996, Macovschi et Quittard-Pinon, 2006, et Prigent et Tahar, 20006). Il serait
également intéressant de généraliser notre approche en combinant la technique de régression sur
quantile avec d’autres méthodes d’estimation dynamique telles que les quantiles paramétriques
conditionnels, les régressions sur extrémes, les expansions statistiques et les régressions sur
quantile avec lissage exponentiel (Cf Chernozhukov, 2005 et Taylor, 2008-a et 2008-b). Une
premiere approche a été effectuée par Gouriéroux et Jasiak (2008) qui ont établi les conditions
suffisantes de combinaison de quantiles avec le modéle a quantiles dynamiques additifs.

Une ¢étude des performances relatives des différentes méthodes d’estimation
conditionnelle des multiples serait aussi dans ce cadre riche d’enseignements. Il conviendrait aussi
de tester plus avant le pouvoir prédictif des différentes estimations du multiple. Ceci supposera
toutefois la mise au point d’un cadre de comparaison adéquate entre les différentes stratégies
prenant en compte les préférences des agents et le caractere extrémement dépendant des résultats

au point de départ, a la fréquence d’estimation, a ’actif sous-jacent et a I’horizon de couverture.
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Annexe 1: Evolution des centiles suivant les différents modeéles estimés
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Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clotures du S&P500 du 05/01/1993 au 10/08/2003 ; calculs des auteurs. Sont représentés sur
ces graphiques : "opposé des rendements du S&P500 et I'estimation des centiles selon les quatre modéles de base — Cf. équations (6), (7), (8) et

).
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Graphique A5. Graphique A6.
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Graphique A7.
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Source : Bloomberg, données quotidiennes, prix de clétures, cours minimum et maximum, volume quotidien de transactions pour le S&>P500, et
volatilité implicite mesurée par le 171X du 05/01/1993 au 10/08/2003 ; calculs des auteuts.
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