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Indétermination et inefficacité
des modeles de marchés de biens
conditionnels a points de rationnement

Jean-Michel Courtault*

Nous montrons dans cet article, & la suite de Fischer [1972], qu'il est possible
de formuler (dans le cas dun bien physique unique) un probléme économicglie-
ment équivalent au probléme canonique du consommateur en situation dincerti-
fude et formelfernent isomorphe au probléme du choix du consommateur en
situation de rationnement. Ceci revient 3 généraliser au cas des marchés finan-
ciers incomplets le résultat d’Arrow [1864] sur 'équivalence entre le modéle des
marchés de biens conditionnels complets et le modéle des marchés financiers
complets et des marchés de biens au comptant. Nous étudions ensuite dans le
cadre du modéle a points de rationnement le probleme de lindétermination et de
linefficacité de I'équilibre général.

INDETERMINACY AND INEFFICIENCY IN A MODEL OF MARKETS
WITH RATIONING

Following Fischer [1972], we show in this paper (in the case of one physical
good) the existence of a problem economically equivalent to the canonical consu-
mer problem under uncertainty which is formally isomorphic to the problem of con-
sumer choice under rationing. This amounts fo generalise the result of Arrow
[1964] on the equivalence of Arrow-Debreu model of complete contingent markets
and the model of complete financial markels with spot markets. We then use the
model of rationing to study the problem of indetermination and inefficiency of
general equilibrium.

Classification JEL : D5, D8

INTRODUCTION

D'apres I. Maes [1991], c'est & l'instigation de L. Robbins que J. Hicks [1935]
a cherché a introduire la théorie des choix dans la théorie monétaire apres I'avoir
fait brillamment, conjointement avec R. G. D. Allen [1934], pour la théorie du
consommateur. Cela contribuait a réaliser le programme de recherche défim par
Robbins [1932] oa il définissait la science économique comme « la science qui
étudie le comportement humain en tant que relation entre des fins et des moyens
rares & usages alternatifs ».

* CRESE — Université de Franche-Comté, Avenue de 1'0Observatoire, 25030 Besangon.
Je remercie les deux rapporteurs anonymes de la Reviee économique ainsi que J.-M. Rous-
seau pour leurs commentaires.
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Les principaux €léments de la théorie du portefeuille moderne de J. Tobin
[1958] et H. Markowitz [1959] se trouvent en substance dans I'article séminal
de Hicks [1935] : un individu cherchant le portefeunille qui maximise une fonc-
tion d'utilité de la moyenne et de i'écart type du rendement du portefeuille sous
une contrainte de richesse. Il devenait alors possible de faire appel, compte tenu
de la ressemblance entre ce programme et celui du consommateur, aux concepts
d'effets de substitution et d'effets richesse pour comprendre la détermination de
'allocation de la richesse initiale entre les différents actifs financiers et monétai-
res, les anticipations en matieére de risque et de rendement jouant un rdle analo-
gue aux prix dans la théorie du consommateur”.

Il y a en un grand nombre de travaux qui ont cherché i exploiter 'analogie
entre les théories de la demande de biens et d'actifs financiers. Tout d'abord, un
certain nombre d'articles ont cherché & le faire dans le cadre du modéle
Moyenne-Variance, e.g. S. Royama et K. Hamada [1967], G. Bierwag et
M. Grove [1968], H. Levy [1973] et M. Morishima [1973]. Cependant, bien que
I'analyse Moyenne-Variance puisse &tre considérée comme une approximation
valable?, de telles analyses ont nécessairement une portée limitée. C'est pour-
quot de nombreux auteurs ont utilisé les outils analytiques de la théorie de la
demande dans des conditions plus générales que celles du modeéle Moyenne-
Variance, comme par exemple S.-C. Kolm [1966], A. Sandmo [1969], et
A. Dalal [1983].

Plus récemment, He et Pearson [1991] ont cherché & savoir sous quelles
conditions un programme dynamique de choix de consommation et de porte-
feuille est équivalent & un programme statique de choix d'un plan de consomma-
tion conditionnel et quelle est alors la forme du probieme statique. Ils montrent
qu'il existe, dans un systeme incomplet de marchés financiers, une mesure mar-
tingale équivalente, ou un systéme de prix d'états implicites pour lequel un pro-
gramme dynamique de choix de consommation et de portefeuille est équivalent
a un programme statique de choix d'un plan de consommation conditionnel.
Nous montrerons le lien qui existe entre 'approche développée par ces auteurs
et celle de Fischer [1972] et en particulier comment celle-ci peut nous permettre
de calculer le systéme de prix d'états implicites de He et Pearson.

L'objet du présent article est de chercher s'il existe, au-dela de la simple ana-
logie, un isomorphisme entre les problémes de choix auxquels sont confrontés
un investisseur et un consommateur. En effet, il semble indispensable de mon-
trer qu'il existe un tel isomorphisme entre ces théories sans quoi il serait impos-
sible d'appliquer les concepts (notamment ceux d'effet de substitution et d'effet
revenu) qui permettent de rendre compte de fagon satisfaisante du comporte-
ment du consommateur au probleme du choix de portefeuille sans dénaturer de
maniére injustifiée la réalité des comportements financiers.

D'une maniere générale, les microéconomistes ont souvent tendance a expri-
mer les phénoménes qu'ils cherchent a expliquer dans le cadre familier de la
théorie du consommateur. L'intérét de formaliser un probléme économique de
telte sorte que sa structure soit isomorphe a celle de la théorie du consommateur
vient de ce que les résultats qui ont ét€ établis par cette derniére peuvent &tre

1. Voir 1. Maes [1986], p. 408-410.
2. Voir P. Samuelson [1970] et S. Tsiang [1972].
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transposés pour rendre compte d'autres comportcmentsl. On estime, en général,
que cette identité dans la structure formelle des modeles ne doit pas étre obtenue
au prix d'une distorsion de la réalit¢ du phénomene a étudier, la modélisation
d'un phénomene étant censé €tre une représentation intellectuelle de ce phéno-
mene ; elle doit &tre autant que faire se peut aussi réaliste que possible. Nous
verrons cependant, en conclusion, comment I'existence d'un isomorphisme peut
justifier dans certains cas l'utilisation de modeles irréalistes.

Nous montrerons, en nous appuyant sur les travaux de S. Fischer [1972] et de
J. Ohlson [1987], qu'il est possible de déterminer un programme équivalent a
celui de la sélection de portefeuille sous sa forme canonique parfaitement 1so-
morphe a celui du choix du consommateur en situation de rationnement : nous
aurons ainsi montré qu'il est possible de bénéficier de la simplicité formelle de
la théorie du consommateur sans toutefois renoncer au réalisme de la théorie
traditionnelle du portefeuille. S. Fischer utilisait cet isomorphisme pour €tudier
les propriétés des demandes d'actifs financiers (notamment les relations de
Slutsky), nous I'utilisons pour étudier les problemes d'indétermination et d'inef-
ficacité des marchés financters incomplets.

LA VERSION CANONIQUE DU PROBLEME DE LA SELECTION
DE PORTEFEUILLE?

Dans le modele standard du portefeuille, I'activité économique n'a lieu qu'a
deux dates seulement : & l'instant zéro (« aujourd’hui») et a l'instant un
(« demain »). L'agent économique prend des décisions aujourd’hui relativement
a sa consommation courante €t a ses investissements qui se traduisent par un
niveau incertain de la richesse pour le futur. Les décisions de I'agent ne concer-
nent que la quantité de bien C; qu'il consommera au cours de la premiére
période (de l'instant O a l'instant 1) ainsi que I'importance et la composition du
portefeuille qu'il détiendra jusqu'a la date 1, date a laquelle son portefeuille sera
liguidé pour faire face a ses besoins de consommation de la seconde période (de
la date 1 jusqu'a sa mort). Par souci de simplification, 1'analyse fait abstraction
des opportunités d'investissement a la date 1, ainsi que des possibilités de diver-
sification de la consommation aux deux périodes. Le prix du bien de consom-
mation de la premiére et de la seconde période peut étre fixé égal a un puisque,
d'une part, la richesse initiale de 1'agent peut étre exprimée en unités de bien de
consomrnation en divisant la richesse nominale par le prix du bien en premiére
période et puisque, d'autre part, les rendements des actifs peuvent toujours €tre
exprimés relativement au prix du bien en seconde période.

La valeur liquidative du portefeuille étant incertaine a l'instant 1, la consom-
mation future C, l'est également. L'incertitude dans I'économie est caractérisée

1. La valeur heuristique d'un tel postulat nous semble bien établie du moins si I'on en
juge d'aprés la valeur scientifique du corps de connaissances qu'il a permis de constituer.
Voir P.-A. Chiappori [1990] et A. Deaton et J. Muellbauer [1980].

2. Pour cette section, nous avons utilisé les travaux de J. Ingersoll ([1987], chap. 2
et 3), R. Jarrow ([1988], chap. 8) et J. Ohlson ([1987], chap. 2).
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par un ensemble d'états de la nature possibles, que nous supposerons étre en
nombre fini S, n'importe lequel de ces états pouvant survenir. Un érar de la
nature s (s = 1,...,S) est une description compléte des conditions prévalant dans
I'économie a la date 1.

A 1a date 0, le consommateur dispose d'une certaine richesse initiale qui doit
étre affectée a la consommation initiale C et a I'achat d'un portefeuille d'actifs x'
= (X},....XN) QUX PIiX py €gal a 1, et ¢' = (g,....gn) strictement positifs, respective-
ment. Les composantes du portefeuille d'actifs x peuvent &tre positives ou négati-
ves : une valeur positive de x; s'interpréte comme une position longue sur l'actif i,
si bien que l'on recoit le paiement correspondant si I'état s se réalise ; tandis qu'une
valeur négative de x; s'interpréte comme une vente a découvert de l'actif i, si bien
que 1'on doit donner le paiement correspondant si 'état s se réalise.

Par conséquent, un actif peut étre interprété comme une fonction de l'espace
des états de la nature €2 dans R :

yi:Q@->R  i=1.,N (1)

La matrice des paiements de I'ensemble des actifs s'écrit alors :

Y = )’:Jl yE]N 2)
Yst --- YsN

Cette matrice (SXN) résume les caractéristiques des paiements offerts par un
ensemble donné d'actifs. Elle donne les paiements de chacun des N actifs dans
chacun des S états de la nature : chacune des colonnes de cette matrice de paie-
ments représente un actif différent et chaque ligne donne les paiements pour un
état donné de la nature de chacun des actifs.

On dit d'un portefeuille x' qu'il est duplicable s'il existe un portefeuille x2 dif-
férent du premier mais dont le cofit est identique tel que I'on ait :

Y x?=Y x! 3)

C'est-a-dire qu'il existe un portefeuille différent dont le rendement est identique
dans tous les €tats de la nature. S'il existe une paire de portefeuilles duplicables
x! et x?, alors tout portefeuille x est duplicable puisque x + (x! — x?) le duplique.
Il est clair que de tels portefeuilles ne servent aucune fonction économique et
sont par conséquent inutiles. Ceci n'est vrai toutefois que dans le cadre du
modele envisagé ou il n'existe ni coit de transaction, ni indice de liquidité. En
effet, l'existence des marchés dérivés attestent, an moins en partie, de l'intérét
économique des actifs redondants.

La duplicabilité des portefeuilles peut étre interprétée comine la conséquence
de la redondance de certains actifs. D'aprés la définition de la duplicabilité, il
s'ensuit qu'au moins un des actifs est redondant s'il existe un portefeuille dont le
coflit est nul ainsi que le paiement

x/Yx=0 gx=0 x#0 4)

On sait qu'il existe une solution non nulle a ce systtme homogene de S+1
équations linéaires a N inconnues si et seulement si les vecteurs lignes de la
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matrice Y = [Y',q] sont linéairement dépenclaptsl. En d'autres termes, il n'existe
pas d'actif redondant si le rang de la matrice Y est N.

Nous supposerons par la suite qu'il n'existe pas d'actif redondant. Si cette
rationalisation n'était pas effectuée, il deviendrait inutile de se poser la question
de I'unicité du portefeuille optimal.

Une opportunité d'arbitrage signifie qu'un individu peut obtenir quelque
chose a partir de rien. Dans cette situation, il est intuitif qu'il n'existe pas de
solution optimale au probléme de choix de portefeuille puisqu'un agent peut
toujours accroitre le niveau de son utilité. En effet, supposons 'existence d'un
portefeuille x' dominant un portefeuille x2, c'est-a-dire un portefenille remplis-
sant les condifions suivantes

qlxl - qfx2 (5)

Yx!l = Y2 (6)

Le portefeuille x! étant bien supérieur A x puisqu'il ne cofite pas plus cher &
acquérir et qu'il rapporte plus queiles que soient les circontances?. Il est clair
que tout individu possédant des préférences monotones croissantes préfere x! 2
x%. L'existence d'un tel portefeuille implique qu'il n'existe pas de portefeuille
optimal. En effet, tout portefeuille x est dominé par le portefeuille x + v (x'-x?)
pour tout y> 0.

La définition suivante de 1'absence d'opportunités d'arbitrage découle de la
définition que nous avons donnée de la dominance d'un portefeuille. On dit qu'il
n'y a pas d'opportunités d'arbitrage s'il n'existe pas de portefeuille x tel que

gxr=<0, Yx=0 hH
avec au moins une inégalité stricte parmi les S + 1 équations.

I1 est important de noter que la définition ne fait pas intervenir les probabili-
tés des €tats de la nature mais seulement les possibilités. Par conséquent, la pré-
sence ou l'absence d'opportunités d'arbitrage n'est pas un phénomene subjectif
puisque l'ensemble des états possibles de la nature est une donnée du probléme
et seront considérées comme telles par tous les participants. La seule restriction
quant aux croyances est que chaque agent doit considérer que chaque état de la
nature a une probabilité non nulle de survenir. Si un investisseur quelconque
pensait qu'un certain état de la nature soit impossible, il serait prét a vendre a
découvert pour rien un portefeuille qui ne rapporterait rien dans tous les autres
¢tats de la nature. Tout autre investisseur qui penserait que cet état est possible
considéreraif le don de cet investisseur comime une opportunité d'arbitrage.

On dit que Jes marchés sont complets si ['on peut obtenir une configuration
quelconque de richesse a partir des actifs disponibles, i.e.
YVweR,Ixe RN/ Yx=w (8)

1l existe une solution a ce systéme d'équations si, et seulement si, la matrice des
paiements Y est de plein rang, c'est-a-dire si dim{y;}; = S. En effet, si la matrice
fondamentale Y est de plein rang la matrice compléte (Y, w ) I'est également et,

1. Voir L. Koulikov [1979], proposition 3.7, p. 187.
2. Si x! coiitait moins cher que x? il suffirait d'accroitre son échelle pour restaurer
I'égalité.
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par la régle des rangs!, il existe toujours une solution au systéme d'équations
précédent. Les marchés sont incomplets si 1a matrice des paiements n'est pas de
plein rang. On aura donc des marchés incomplets lorsque le nombre d'actifs est
inférieur au nombre d'états de la nature et des marchés complets lorsqu'il y a
autant d'actifs indépendants que d'états de la nature. Dans le cas ol il y a davan-
tage d'actifs que d'états, il y a soit des opportunités d'arbitrage, soit des actifs qui
sont redondants, ce qui a été éliminé par hypothese.

La consommation de l'individu en seconde période résulte a la fois du rende-
ment de son portefeuille x dans I'état s et de ses dotations e,. La consommation
future est donc donnée par la formule :

N

C, = Y xyj+e s=1,..,8 9)
j=1
En combinant les préférences d'un individu avec ses ressources et les possibi-
litds offertes par le marché, on aboutit & la définition suivante du probléme du
portefeuille sous sa forme canonique. Dans le probléme standard, l'agent cher-
che a résoudre :

PROGRAMME I

s
Max Y m wi(Ch,Ch)
(C§, CL xH)

s=1

sous les contraintes :

N
Ci = ij, Yjs+el s=1,..8
j=1

Le probléme étant posé, il est naturel de chercher Ies conditions qui assurent
I'existence et I'unicité d'une solution optimale. Outre les hypothéses de monoto-
nicité et de stricte concavité de la fonction d'utilité, l'existence d'un optimum
suppose également 'absence d'opportunités d'arbitrage. En utilisant le lemme de
Farkas, on peut montrer que cette condition entraine ['existence de prix d'états

strictement positifs.

La question alors se pose de savoir §'il existe un vecteur g tel que les caracté-
ristiques du marché (Y,g) excluent les possibilités d'arbitrage ? Le théoréme sui-
vant permet de répondre affirmativement a cette question.

THEOREME 1 (S. Ross [1978]). Il existe un vecteur de prix d'états positifs p
tel que ¢' = p'Y si, et seulement si, les caractéristiques du marché (Y,q)
excluent toute possibilité d'arbitrage?.

1. Voir L. Koulikov [1979], théorémes 2.12, 2.13 et 2.14, p. 177-178.
2. On peut trouver la démonstration dans J. Ingersoll [1987], p. 54-58 ou dans
I'ouvrage de E. Malinvaud [1993], p. 199-201.
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La condition d'absence d'opportunités d'arbitrage implique donc qu'il existe
un vecteur de prix d'états positifs p' = (p,,..., p, ) tel que le prix de tout actif est
donné par :

S
4= D P (10)

s=1

Les deux caractéristiques importantes de ce théoreme sont la positivité des
prix d'états et la linéarité de la formule donnant ie prix des actifs. C'est la pro-
priété de positivité qui assure l'absence d'opportunités d'arbitrage : si le prix
d'une unité de consommation dans I'état s p, était négatif ou nul, il serait possi-
ble de consommer sans avoir a payer et I’on ferait méme un profit. La propriété
de linéarité implique que deux unités de consommation dans 1'état s valent deux
fois plus cher qu'une seule (il n'y a pas d'effets d'échelle) ; de plus, la valeur
d'une unité de consommation dans I'état s ne dépend pas des paiements dans les
autres états de la nature. Enfin, si la relation n'était pas linéaire, il serait alors
profitable de constituer des portefenilles qui auraient une valeur plus ou moins
grande que les actifs qui les constituent.

Le vecteur des prix d'états n'est pas nécessairement unique ; si le rang de
Y est inférieur a S, alors il existe au moins deux vecteurs p et p* tels que ¢’ =p'
Y = p* Y bien que p # p* et p, p* > 0. Si en effet le nombre des actifs non
redondants N est inférieur au nombre d'états de la nature S, alors l'absence
d'opportunités d'arbitrage n'implique que N restrictions linéaires sur le vecteur
des prix d'états et laisse S-N degrés de liberté. De plus, I'existence d'un vecteur
p dont certaines composantes sont strictement négatives tel que ¢' = p' Y
n'implique pas l'existence d'opportunités d'arbitrage sauf si bien siir p est uni-
que. Le théoreme 1 nous montre simplement que l'absence d'opportunités
d'arbitrage est impliquée par l'existence d'au moins un vecteur positif p et que
c'est aussi une condition nécessaire. C'est seulement dans le cas ou il existe
autant d'actifs indépendants que d'états de la nature que 1'on est sir que le vec-
teur des prix d'états est défini de maniere unique.

1l est maintenant possible de déterminer les conditions nécessaires et suffi-
santes qui garantissent l'existence et {'unicité du portefeuille optimal.

THEOREME 2. Soit U(C,,C) une fonction d'utilité croissante et strictement
concave ; le probleme canonique admet une solution unique (Cg,x) si et seu-
lement si il existe ni opportunités d'arbitrage ni portefeuille redondant’.

On peut donner l'intuition de ce résultat en utilisant un théoréme de Luenber-
ger d'apres lequel tout programme d'optimisation a contraintes multiples peut se
ramener A un programme d'optimisation a contrainte unique?. Le programme du
consommateur a contraintes budgétaires multiples (Programme I) peut se rame-
ner & un programme & contrainte budgétaire unique (Programme I') :

1. Voir la démonstration dans J. E. Ingersoll {1987], p. 67-68 ou dans J. A. Ohlson
[1987], p. 17-18.
2. Voir Luenberger [1995], p. 156-160.
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PROGRAMME [ :

S
Max Z‘ﬂ:; u'(Ch, Ch)
(C4 CH)

5=

sous la contrainte :

S N ] s
R T IS O (WIED A ¥
s=1 Jj=1 g=1 s=1

oil les A, (s = 0,...,S) peuvent étre interprétés comme des prix relatifs et en tant
que tels sont définis a un coefficient multiplicatif (strictement positif) prés. A,
peut donc étre interprété comme le prix du bien en premiere période (que l'on
prend comme numéraire en fixant Ay = 1) et A, peut s'interpréter comme le prix
conditionnel du bien dans I'état s.

On peut donner l'intuition de cette équivalence en montrant que le lagrangien
associé au programme I peut &tre €crit de mani¢re identique au lagrangien asso-
ci¢ au programme I'. En effet, le lagrangien du programme I peut s'écrire :

s N
L, = Zn; u'(C§, CH + I-Lo[eé —Cj - quxj]+

s=1 j=1

s N
S uei-cie 3,
g=1 j=1

En supposant que tig > 0, on peut réécrire L; de la maniére suivante :

S N
Ly = ) m wi(C},Ch+ p,o(eg, ~Ch- Y q;xi+

= s N
z Ei[e_f, -Ci+ E yjsij

s=1 j=1
ce qui est identique au lagrangien associé au programme I' une fois que I'on a
posé Ay = 1. Les lagrangiens des deux programmes étant identiques, il s'ensuit
que les solutions des deux programmes sont également identiques et que les
programmes (I) et (I') sont équivalents,

La contrainte budgétaire unique du programme I' indique que s'il n'est pas
possible de vendre a découvert l'actif j(xj- = () il est alors nécessaire que :

j=1

8
A'qu_ zlsyjs =0

s=1

En effet, si cette inégalité n'était pas respectée, il serait possible d'accroitre indé-
finiment le membre de droite de la contrainte inégalité (représentant la valeur
actualisée des ressources de I'agent) en achetant une quantité infinie d'actif j (ce
qui suppose que 'on peut vendre a découvert en quantité illimitée au moins un
autre actif). Il serait alors possible d'acheter une quantité illimitée de biens de
consomimation et le programme du consommateur n'aurait pas de solution. Par
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ailleurs, si 1'inégalité est stricte, le consommateur n'achétera pas d'actif j. En
effet, lorsque l'inégalité est stricte, le consommateur a toujours la possibilité
d'augmenter sa richesse actualisée en diminuant la quantité d'actif . Il s'ensuit
également que si le consommateur a une quantité non nulle d'actif j, I'inégalité
est en fait une égalité.

Dans le cas que nous avons envisagé, il est possible d'acheter ou de vendre a
découvert n'importe quet actif en quantité illimitée. Le programme du consom-
mateur n'a alors de solution que si la relation suivante est respectée :

5
Aog;— 27".9}';'3 =0 j=1,..,N (10"

s=1

Si la relation d'arbitrage (10) est respectée, il s'ensuit qu'il existe une solution
au programme I' (ainsi qu'au programme 1).

Les conditions d'optimalité nous assure que la relation (10') sera respectée.
Par conséquent a I'optimum, la contrainte budgétaire du programme (I') se sim-
plifie de la facon suivante :

S

S
MCh+ I ACE < hoeh+ D Aeel
s=1 s=1

On retrouve ainsi le résultat de He et Pearson [1991] suivant lesquels il existe
un systéme de prix implicites tel que le programme dynamique a contraintes
multiples d'un consommateur en situation d'incertitude peut se ramener a un
programme statique a contrainte unique. Les prix d'états implicites étant €égaux
a la valeur des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes du pro-
gramme L.

LA FORMULATION DE S. FISCHER [1972]

Il est possible de développer un probleme équivalent au probléme standard
du portefeuille, le probléme du choix des biens contingents sous contrainte de
rationnement qui est basé¢ sur l'idée que les actifs financiers ne sont que les
moyens qui permettent aux agents d'acquérir une certaine configuration de
consommation future. Dans cette optique, (C,,C) devrait étre considéré comme
le vecteur de décisions sans qu'il soit besoin de se référer explicitement aux
actifs qui permettent d'atteindre cette configuration particuliere comme dans le
modele standard ou le vecteur de décision est (Cy.x). Nous développerons cette
équivalence dans le cas d'un bien de consommation unique puis nous donnerons
un exemple numérique.

Analyse générale

Le théoréme 1 montre qu'il est trés facile de construire un vecteur ¢ qui
exclut toute opportunité d'arbitrage en prenant pour vecteur de prix des actifs
p'Y avec p vecteur positif quelconque. En revanche, étant donné les caractéris-
ques du marché financier (Y,g) il est beaucoup plus difficile de déterminer un
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vecteur positif p ou de démontrer qu'il n'en existe pas lorsque Y est une matrice
avec un grand nombre de lignes et de colonnes. Cependant, la non-unicité de p
n'empéche pas cette représentation d'étre utile et théoriquement significative. En
effet, les actifs sont des moyens permettant d'atteindre une fin : la consomma-
tion future. L'analyse peut donc étre tout aussi bien menée en termes de C qu'en
termes de x. Toutefois, en l'absence d'un systéme complet de marchés finan-
ciers, il n'est pas possible a un individu d'atteindre toutes les configurations de
consommation imaginables. On doit donc ajouter a la contrainte budgétaire tra-
ditionnelle (par rapport au modele Arrow-Debreu) un certain nombre de
contraintes supplémentaires qui correspondent a I'incomplétude des marchés
dans le probléme canonique. Le programme que le consommateur doit résoudre
s'écrit alors :

PROGRAMME (II)
s

Max En_g u'(C), CH)
(C§, €

s=1

S.C.

S S N

s=1 s=1 _.l:[

S
Y pCi=¢ef  k=1..K
s=1

ou R; est la dotation initiale de I'agent i en actif j. Pour chaque contrat condi-
tionnel (donnant droit 4 une unité de bien dans I'état 5), le consommateur doit
s'acquitter de p, unités de compte et de p,, unités de monnaie de type k
(k=1,..,K). En raison de la ressemblance du programme (II) avec le pro-
gramme d'un consommateur en situation de rationnement, nous appellerons prix
de rationnement les p;, et revenu de rationnement les g . Rappelons en effet
qu'on peut représenter le rationnement comme un systéme & monnaies multiples
dans lequel chaque consommateur recoit des revenus et paie des prix non seule-
ment en numéraire traditionnel mais encore en monnaie de rationnement!. Ce
systeme a été appliqué pendant les périodes de guerre ou, pour se procurer de la
viande sur le marché officiel, on devait non seulement payer avec de la monnaie
fiduciaire mais encore fournir un certain nombre de points de rationnement
d'une carte d'alimentation. Dans un tel systéme, un consommateur ne peut léga-
lement acheter un bien s'il n'a pas suffisamment de points de rationnement de la
catégorie a laquelle appartient ce bien et ce, méme s'il est suffisamment riche.

Si, par exemple, l'individu ne peut consommer dans I'état S et peut consom-
mer autant qu'il le souhaite, dans la limite de son budget, dans tous les autres
états, les coefficients de I'unique contrainte de rationnement seront alors égaux
P, =0pours#S, p;; =1et el =0/(ce qui est quivalent a I'équation C{ = 0),
Le consommateur ne pourra consommer dans 1'état S car, pour se faire, il devrait

1. Voir J. Tobin [1952].
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payer une quantité de points de rationnement égale au nombre d'unités de bien
de consommation désirées, alors qu'il n'a pas de points de rationnement.

On peut rendre équivalent le probleme canonique de la sélection de porte-
feuille (programme I) et le probieme du choix des biens contingents & points de
rationnement (programme II) s'il est possible de déterminer (P, £) tels que
P C' = £ si, et seulement si, il est possible d'obtenir C’ 2 partir des actifs dispo-
nibles Y et des dotations futures e’. Le théoréme suivant permet de montrer qu'il
est toujours possible de déterminer une telle matrice P et un tel vecteur €.

THEOREME 3 (Généralisation de S. Fischer [1972]). La matrice des paie-
ments Y et le vecteur des dotations €’ définissent de maniére unigue l'ensem-
ble des possibilités de consommation pour un probléme de biens contingents
a points de rationnement.

En effet, on peut décomposer l'équation (9) de la maniére suivante :

Ci; = [Yylx' + ef; ou [Yy] est une matrice carrée d'ordre N

Ci_n = [Yg_nlx‘+ei_y ot [Yg_y] est une matrice (S -~ N X N)

En remplacgant la valeur de x donnée par la premiere équation dans la seconde
on obtient :

Cs_n = [Ys NILYRI(Ch —ef)] +e§
§on— [Ys NITYRICK = ef_n—[Yg_yI[YR'Tef
ce que l'on peut réécrire de maniere plus compacte :
PCi=¢

ol P = [—[Yg_nJ YR :Ig_n) ; &€ =P e et Ig _ y est la matrice identité
d'ordre (S-N).

D'autre part, la richesse dont dispose le consommateur en premiére période
est égale a la valeur présente de ses dotations en biens (e} et €') et en actifs

financiers (égales a la valeur des biens qu'il permettent d'obtenir, c-a-d Y %)
€valuée a partir du systéme de prix des biens contingents (1,p) :

ey +p(YX +e€) = ej+q'x" + p'e

On voit donc qu'en l'absence d'opportunités d'arbitrage la richesse initiale
dans le probléme du choix de biens contingents a points de rationnement differe
de larichesse initiale dans le probléme du choix de portefeuille de :

pr ei
Cette différence s'annule lorsque les dotations futures du consommateur sont
nulles. C'est le cas envisagé par Fischer. Le programme du consommateur dans
l'incertain se réduit alors a celui d'un consommateur en situation de rationne-

ment qui, pour chaque groupe de biens rationnés, devrait équilibrer ses achats et
ses ventes en termes de points de rationnement. En effet, dans ce cason a :

g = [~[Yg_nJ[YR']:iIg_n] 0=0

Nous avons donc montré I'équivalence entre le probléeme canonique de la
sélection de portefeutlle et le probleme du choix de biens contingents a points
de rationnement. On constate de plus que ce dernier probléme est parfaitement
isomorphe au probléeme du choix du consommateur en situation de rationne-
ment. Notons également que, dans le cas d'un systéme complet de marchés, la
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matrice des prix de rationnement est £gale a la matrice nulle et 1'on se raméne au
cas classique du choix de biens contingents sous une contrainte de budget uni-
que de Arrow et Debreu!.

En suivant la méthode de Luenberger, on peut faire le lien entre I'approche de
Fischer [1972] et celle de He et Pearson [1991]. En effet, He et Pearson cher-
chent a substituer au programme d'optimisation dypamique d'un consommateur
en situation d'incertitude un programme d'optimisation statique i une seule
contrainte. Pour ce faire, ils doivent choisir parmi I'ensemble des vecteurs de
prix d'états compatibles avec 'absence d'opportunités d'arbitrage celui qui est tel
que la solution du programme statique (avec ce systeéme particulier de prix) est
identique a la solution dynamique. Ce systeme de prix est tel que la demande du
consommateur pour les biens de consommation conditionnels qui ne peuvent
étre atteints par le systeme incomplet d'actifs financiers est nulle. He et Pearson
montrent que ceci revient a choisir le systéme de prix qui minimise le maximum
d'utilité que le consommateur peut atteindre. Il existe donc autant de systémes
de prix qu'il y a de consommateurs.

Fischer, quant a Iui, cherche a substituer au programme d'optimisation dyna-
mique un programme d'optimisation statique (a éventuellement plusieurs
contraintes). Dans ce cas, les prix d'état et les prix de rationnement sont les
mémes pour tous les consommateurs et se déduisent des caractéristiques objec-
tives des actifs (leurs prix et leurs paiements). Grice a la méthode de Luenber-
ger, on peut déterminer, a partir du programme du consommateur en situation de
rationnement, le systéme de prix d'état tel que la solution du programme stati-
que est identique a celle du programme dynamique. En effet, le programme 11
aux K+1 contraintes est équivalent au programme a contrainte unique suivant :

s
Max Y =i Ui(C}, C)

g=1

S K
Ao Ch + Z (lop&. + Z lkpks)cg < hoef +

s=1 E=1

5 K N
Z {Kﬂps + 2 A’Iu‘-';'k.«r e.ﬁ- + 2 yj.s'fj]

s=1 k=1 j=1
On peut donc considérer que le systeme de prix d'état qui permet de ramener le
problzme dynamique a un probléme statique a contrainte unique est donné par :
K
;\'Gps + 2 lkpks

k=1

1. Le mérite d'avoir noté I'équivalence d'un marché financier avec moins d'actifs que
d'états de la nature 4 un marché d'actifs Arrow-Debreu & points de rationnement revient &
D. Cass et J. Stiglitz [1970].
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En effet, pour obtenir une unité de bien dans 1'état s, le consommateur doit
payer en premiere période (en termes du numéraire) Ay p, et donner p,, points
de rationnement de type k (k = 1,...,K) dont le prix en termes du numéraire est
égal a A,. L'avantage de la formulation de Fischer par rapport a la formulation
dynamique c'est qu'elle permet de calculer le systeéme de prix implicites corres-
pondant au programme statique a contrainte unique beaucoup plus facilement
puisqu'elle ne nécessite de calculer qu'un petit nombre de multiplicateurs
(K < S).

Un exemple

Un exemple nous permettra de nous assurer de 'équivalence des deux proble-
mes. Dans I'exemple suivant, nous considérons une €conomie composée d'un
seul actif cofitant 2 F par unité et dont les paiements sont donnés par :

v-[]

Les dotations initiales et futures de 'agent sont respectivement :

€ %) = (3,1) e = E]

Nous supposons également que la fonction d'utilité de la consommation est
séparable et quadratique :

Ui(Cf, C) = wi(Cf) + Eui(Ch

u' (C) = C -~ 0.05 (C)?
et que les états de la nature sont équiprobables. Les prix d'états sont donnés par
I'équation :
2p1+pr=2
et nous utiliserons comme vecteur particulier :
p'=[0.5,1]

Comme il n'y a qu'un actif pour deux €tats de la nature, il y a une seule
contrainte de rationnement supplémentaire. Les prix de rationnement et le nom-
bre de points de rationnement dont dispose l'agent sont donnés par :

P=(-051)e =-05X3+1X4=25

Dans la formulation canonique, la richesse initiale est donnée par la valeur des
dotations initiales en bien et en actif :

3+42X1=5

alors que, dans la formulation « duale », la richesse initiale est donnée par la
valeur des dotations initiales et futures en bien :

3+405X5+5=105

ou les dotations en biens contingents comprennent les dotations induites par la
dotation initiale en actif.
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Dans la formulation « duale » du choix de consecmmation dans Y'incertain, le
programme que doit résoudre le consommateur peut s'écrire de la fagon
suivante :

2
Max(C, - 0,05 C3) + » m(C,— 0,05 C2)
C,, C

s=1
s.C.
Cy+05C+C, = 10,5 (A)
-05C,+C, =25 {(n)
Les solutions optimales sont :
(C5. CLLCY) = (53,4

et le niveau d'utilité atteint est U* = 6.625.

Dans la formulation canonique du choix de consommation dans l'incertain, le

programme que doit résoudre le consommateur s'écrit :
2

Max(C, - 0,05 C3) + Y m(C,~0,05 C?)

CO’x s=1

¢ < [Zus[] m
1 4 Ay
Les solutions optimales sont :
(Co, x*) = (5.0)
ce qui donne comme consommation future :
(CL.C) = (3,4)

En appliquant la méthode de Luenberger, on peut trouver le systéme de prix
implicites tel que le programme dynamique (ou le programme statique) a
contraintes multiples peut se ramener a un programme statique a contrainte uni-
que. En effet, la valeur des multiplicateurs a I'équilibre est donnée par :

(A, AL AZ) = (0,5,0,35,0,3)

ot les prix implicites satisfont & la condition d'absence d'opportunités d'arbi-
trage puisque l'actif vaut deux unités de consommation courante (et par consé-
quent 0.5 X 2 = 1 unité de compte) et qu'il rapporte deux unités de biens dans le
premier état de la nature et une unité dans le second (ce qui équivaut a 0.35 X 2
+ 0.3 X 1 =1 unité de comptc)l. En utilisant ces prix implicites, on peut écrire
le programme statique 2 contrainte budgétaire unique suivant dont la solution

1. La valeur des multiplicateurs pour le programme statique a points de rationnement
est donnée par (?Lg, p*) = (0,5,-0,2) . Les prix implicites sont donc égaux a p; =0,5 X
05-05X(-0,2)=0,35etp, =0,5-0,2=0,3.
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est identique au programme dynamique (ou statique) a contraintes budgétaires
multiples :

Max(C,— 0,05 C3) + Zn (C,-0,05 C2)
Cy €

s=1

§.C.
0,5 Co+0,35C,+0,3C, < 4,75

La solution de ce programme est donnée par :
(Cp. €L C3) = (5,3, 4)

EXISTENCE ET OPTIMALITE DES MARCHES FINANCIERS
INCOMPLETS

Dans cette section, nous étudierons dans le cadre du modele des marchés de
biens conditionnels & points de rationnement le probleme de la détermination de
I'équilibre et de son optimalité. En effet, on peut utiliser le théoréeme de Fischer
pour montrer que I'ensemble des allocations d'équilibre du modele des marchés
de biens conditionnels a point de rationnement est identique & 1'ensemble des
allocations d'équilibre du modele des marches financiers incompiets. Grace au
théoreme de Fischer, on peut ainsi generahser le résultat d'Arrow [1964] au cas
des marchés financiers incompiets puisque le modele des marchés de biens
conditionnels complets de Arrow-Debreu est un cas particulier du modéle des
marchés de biens conditionnels a point de rationnement de Fischer : c'est le cas
particulier dans lequel il n'y a pas de contrainte de rationnement.

(ICH, €L e (a1 [y s -

Par définition, on dit que 7N estun équt-

libre 4 1a Arrow du modele des marchés financiers incomplets st et seulement sk
les conditions suivantes sont respectées :

- (IC§, Ci, [x‘*]) ..~ est solution du programme (I) pour i = 1,...,I

l,....S

1. La généralisation n'est pas totale dans la mesure ol nous avons supposé un seul
bien physique.
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ou nous avons suppos€, pour simplifier, que les dotations initiales des agents en
actifs financiers sont nulles.

; . . ([Cé**s C{**]s pay [p:]s [pf]) i 1,...,1 . .
Par définition, on dit que k=1,..K estunéqui-
s=101..,8
libre a la Fischer du modele des marchés de biens conditionnels a points de
rationnement s, et seulement si :

- ([CF" Ci D=,

g est solution du programme (IT) pour i = 1,...,I

ey

11

I
-y cit = Y $=0,..8

f = l !‘ = l
Le théoréme de Fischer permet de montrer que l'ensemble des allocations
d'équilibre a la Arrow ({C{', CI'])

i = 1,..1 estidentique a I'ensemble des allo-

s=1,..,

cations d'équilibre & la Fischer ([C§”, CE"]); .., . .Eneffet, on sait d'aprés

s=01..,8

le théoreme de Fischer que si ([C{,CI]) est une solution du

i=1,..,I
s=1,...,

programme I lorsque les prix des actifs financiers sont donnés par g* alors

([C§,CI'D; = |, .1 est également solution du programme II si py =1 et
5

S
[pi]; -1 s tels que g* = Y' p* ainsi que P* = [-[Yg_\1[Y§'] i Ig_p]. La

premiere condition pour qu'une allocation soit un équilibre a la Fischer est donc
vérifiée. La seconde I'est également puisqu'elle est identique a la seconde condi-
tion d'un équilibre a la Arrow.

On a bien une généralisation du résultat d' Arrow [1964] puisque, lorsque les
marchés financiers sont complets, il n'y a pas de contraintes de rationnement et
le modéle de Fischer est équivalent au modéle d'Arrow-Debreu. Arrow [1964]
s'est servi de cette équivalence pour étudier les problemes de l'existence et de
I'optimalité des allocations d'équilibre du modéle des marchés financiers
complets : une allocation d'équilibre dans un tel modele existe et est efficace au
sens de Pareto si, et seulement s1, une allocation correspondante dans le modele
des marchés de biens conditionnels complets existe et est efficace au sens de
Pareto. Plutdt que d'étudier les conditions d'existence et d'efficacité des équili-
bres de marchés financiers incomplets!, nous allons étudier les conditions
d'existence (en fait, la détermination) et d'optimalité des équilibres de marchés
de biens conditionnels a point de rationnement. Ceci nous permettra de donner
un point de vue différent sur les résultats obtenus dans le cadre du modele des
marchés financiers incomplets.

1. Ce qui a été fait de fagon intensive dans les années récentes ; cf. la revue de la litté-
rature par Geanakoplos [1990].
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Détermination de I'équilibre

Comme nous l'avons vu, le programme canonique d'un consommateur en
situation d'incertitude est équivalent au programme suivant :

MaxZn; Ui(Cj, C1)
s=1

S.C.

ZP“CI - ZPAS ' k=1,..,K=8-N

s=1 s=1

oll nous avons supposé que le consommateur ne possede initialement aucun
actif financier (x; = 0) et ou le prix du bien de consommation en premiere
période n'a pas été normalisé.

Ecrivons le lagrangien de ce programme :

[ S
Li = Y =l UI(C), C.£)+¢6[po(66-cé )+ Zp.q(e_i—C.:i)}

g =

S-N S
+ 0 Pis(Ci-ed)

k=1 s5=1

s=1

Les demandes optimales de biens dans chaque état de la nature doivent res-
pecter les conditions suivantes :

S
aLi aU (C():C ) -
— =0 = -_— I
o Zln: So %o (1
. . S-N
ILi dU(C§, Cly :
aC: =0= TC_; _—5(—:[15_5_(])6;)5 g‘bfc Prs s=1..8 (12)
oL °
5. = 0 = Poleb=Ch )+§p.,.(e;— 4 (13)
; S
L 0= p(Ci-e)  k=1,..S-N (14

0P}

Il existe S + 1 conditions d'équilibre :
Y Ch=> ¢ (15)
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I

1
ch = ze;' s=1,..,8 (16)

i=1 i=1

Comme il y a S — N + 1 contraintes budgétaires par consommateur il y a
S — N + 1 lois de Walras :

(Ser S SofSe-Salo w

i =1 i=1 s=1 i =1 i=1

S I I
Zpks [zcév - 28;) =0 k = 1’ ’D (18)

s=1 i=1 i=1
ou le degré d'incomplétude est égal aD =S — N.

D'apres le théoréme des fonctions implicites!, un systeme de J équations a K
variables (J = K) permet d'exprimer localement J variables comme des fonc-
tions différentiables des K — J autres variables.

Nexiste S+ 1)+ X {1t +S + 1+ (S — N)} équations : (S + 1) équations
d'équilibre de marché et {1 + S + 1 + (S — N)} conditions d'optimalité par
consommateur. En tenant compte des lois de Walras il reste (S + 1) + I X
f1+8S}+(I-1) X {S—-N+ 1} équations indépendantes.

Si I'on suppose que les prix de rationnement sont prédéterminés, il y a (S + 1)
+ I X {1+S8S}+1X {1+ (S—N)} variables endogeénes : (S + 1) prix, (S + 1)
demandes par consommateur et (S — N + 1) multiplicateurs de Lagrange par
consommateur. Il y a donc en tout (S — N + 1) inconnues de plus que d'équations
et l'on devraexprimer (S+ 1)+ 1 X {1 +S}+ (- 1) X {S—N + 1} variables en
fonction de (S — N + 1) autres choisies arbitrairement comme paramétre. On
dira donc qu'il y a (D + 1) degrés d'indétermination nominale.

ILa question se pose de savoir si cette indétermination nominale est significa-
tive, c’est-a-dire si les valeurs réelles sont affectées par les parametres. Autre-
ment dit, les quantités de biens consommés dépendent-elles de la valeur des
parametres 7 Si oui, on parlera d'indétermination réelle. Dans le cas ou les prix
de rationnement sont prédéterminés (ce qui correspond a 'hypothése d'exogé-
néité du paiement des actifs), il y a un seul degré d'homogénéité. En effet, si

([CF, CTY, po, [pJ), 108, 0T, [P,

i=1, solution du systeme
k=1, ...,S—N
y=1..8

formé par les équations d'équilibre de marché et les conditions d'optimalité des
consommateurs alors

([CF, L x pg, I X piL, (66 /1, OF L [Pl < 1 est également

v 3N

solution de ce méme systéme d'équations. On peut ainsi fixer arbitrairement la
valeur d'un prix, par exemple le prix du bien de consommation en premicre

1. Voir D. Cass [1990], p. 21.
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période. Ilreste (S+ 1)+ I X {1+ S} +(I-1) X {S—-N+ 1} inconnues que I'on
doit exprimer en fonction de (S — N) parametres. Il y a donc D degrés d'indé-
termination réelle.

Si I'on suppose que les prix de rationnement ne sont pas prédéterminés (ce
qui correspond a l'hypothése d'endogénéité des paiements des actifs), ceci
revient a ajouter {S —N) X S inconnues. En effet, 11 y a (S — N) prix de rationne-
ment par état de la nature. Il y a donc D X (S + 1) + 1 degrés d'indétermina-
tion nominale, Par ailleurs il existe (S — N + 1) degrés dhomogénéité. En effet si

([CF, CIYL po, [ps 1L 08, 05, [prcDi = 11 est solution du systeme

i =
k=1,
5§ =

formé par les équations d'équilibre de marché et les conditions d'optimalité des
consommateurs alors

([Cb‘*, C.:.'*]’ LXx PS: [“’ X p:]: N’f}*/u, ¢iﬂ!/uk]a [“’k X pi"c*]) L. 1 est éga-
l,....8S—=N
l,...,8

EC I
oyt

lement solution de ce méme systéme d'équations. On peut ainsi fixer arbitraire-
ment la valeur de (S — N + 1) prix, par exemple le prix du bien de consommation
en premiére période et les prix de rationnement du premier €tat de la nature. Il y
adonc D X S degrés d'indétermination réelle.

On remarque que l'indétermination nominale ou réelle est indépendante du
nombre d'agents économiques et qu'elle est d'autant plus forte que le degré
d'incomplétude est grand. Par ailleurs, que les prix de rationnement soient pré-
déterminés ou pas lorsque le degré d'incomplétude est nul, il n'y a pas d'indéter-
mination réelle et un seul degré d'indétermination nominale. On peut alors
déterminer S prix. Par exemple, on pourra normaliser le prix du bien en pre-
miere période et les conditions d'équilibre détermineront les prix d'état. On
retrouve le résultat classique de 1'équilibre (walrasien) dans un systéme de mar-
chés complets ol le niveau général des prix est indéterminé.

Optimalité

On sait qu'on peut faire correspondre & chaque allocation optimale au sens de
Pareto un ensemble de nombres non négatifs, (A)]_ , tel que la méme alloca-
tion puisse &tre réalisée par un planificateur social maximisant sous contrainte
de ressources une combinaison linéaire des fonctions d'utilité individuelles en
prenant comme poids les coefficients (A9)]_ , :

{ S
Male"I:z nl Ui(Cl, C;)}

i=1 s=1

I
(hsc H' Ci=e  Vs=1..,8

i=1

I
2.6

i=1

]
o
=)
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On montre alors qu'un plan de consommation contingent faisable est une
allocation optimale aun sens de Pareto si, et seulement si, pour chaque état de la
naturia les taux marginaux de substitution sont égaux pour tous les consomma-
teurs .

Les conditions du premier ordre du programme (II) d'un consommateur en
situation de rationnement s'écrivent :

5

dULCi, Cciy
Zn; %T“O = A p, (19)
s=1
JU.(Ci, Ci) >
ni '""aco— =N po+ D 1 Py (20)

k=1

et le taux marginal de substitution entre consommation présente et future nous
est donné en faisant le rapport des équations (19) et (20) :

. dU(CE, CH)

FTac D
s " = p/po+ Y, (/MNP Po) @
an_ dU.(Cj, C) =

=1
Dans ces conditions, une allocation faisable n'est pas optimale au sens de
Pareto puisque les taux marginaux de substitution dépendent des individus. Tou-
tefois, s'1l existe un marché pour les points de rationnement, les conditions du
premier ordre s'écrivent :

5

i aUl(CEb C:) i
)_:ln.s- T A pq (22)
aU,(Ci, Ci) >
i i 0s ~5f _ 9
T —5cr - yy ( P+ ;lakphJ (23)

S D S D
Po Cb + 2 [Ps + Z akpks}.i = pﬂeé + Z[p.v + Z akpk.s}.é (24)
k=1 k=1

s=1 s=1

ot of est le prix monétaire d'un point de rationnement dans la catégorie k et le
taux marginal de substitution s'écrit :

D
™S, = (P.T/Po"‘ z U‘k(Pks/Po)J (25)
k=1

A 1'équilibre les taux marginaux de substitution de tous les consommateurs
sont égaux. Cependant, il ne s'ensuit pas nécessairement que I'allocation d'équi-
libre est optimale au sens de Pareto. En effet, les contraintes de rationnement

1. Voir C.-F. Huang et R. Litzenberger [1988].
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peuvent empécher les agents d'atteindre certaines allocations optimales au sens
de Pareto.

Supposons maintenant que le planificateur soit forcé d'utiliser les points de
rationnement pour atteindre une allocation donnée. 1l devra donner a chaque
consommateur un certain nombre de points de rationnement qui leur permet-
tront d'atteindre la meilleure configuration de consommation possible. On parle
alors d'efficacité contrainte ou efficacité au sens de Diamond. Une allocation
sera alors optimale au sens de Diamond si, et seulement si, elle est solution du

programme suivant :
Max Z;\. [Zn: Ui(Cy, Ci )}
(ClLel) i=y L=y

(I1D) s.c. Y Ci=e¢ Vi=0,...,S

s=1 Vk=1,...,S—N

ol ¢, représente les ressources globales disponibles dans I'état de la nature ¢ (ou
i la date 0) et ol €, représente les dotations globales en point de rationnement de
type k. Le lagrangien de ce programme s'écrit

L= Z?{En' U’(CO,C)}qu,[ zl‘q}

i=1 s =1 i=1

DTS SPIES ) EATE ]

i=1 i=lk=1 s=1
Les conditions du premier ordre s'écrivent :
s

lzn"'__a_(j{)__'% i=1..1 (26)
s=1
| AULCHCD ,
A n,s' ac, st ZYfkpkv ;i i: sIS

k=1 T A e (27)

1
Z Ci = e, t=0,..,S (28)

i=1

Tie =Y (=1..,1
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Cette derniére condition est particulierement intéressante puisqu'elle signifie
que si pour un individu particulier une contrainte de rationnement ne 'empéche
pas d'atteindre upe allocation particuliere il en sera de méme pour tous les indi-
vidus. De plus, la demande globale sur ce marché de points de rationnement
sera inférieure a l'offre globale.

En faisant le rapport des équations (26) et (27) et en substituant y, a ¥, on
obtient le taux marginal de substitution de la consommation présente 3 la
consommation conditionnelle :

U(Cy, Ci)
my — 2 b
s = (/g + Z'Yk (P17 9g) (30)
TS

s=1

On constate qu'une allocation est efficace au sens de Diamond si, et seule-
ment 8i, les taux marginaux de substitution sont identiques pour tous les
consommateurs. La comparaison des équations (25) et (30) nous permet donc
d'affirmer que I'ouverture d'un marché ot les consommateurs ont 1a possibilité
d'échanger les points de rationnement contre du numéraire conduit a une alloca-
tion optimale au sens de Diamond. Il est alors impossible d'augmenter 1'utilité
d'un consommateur rationné sans diminuer celle d'un autre.

La différence entre les taux marginaux de substitution en l'absence de ration-
nement et les taux marginaux de substitution en présence de rationnement est
égale a :

D
Z Y (Pes/ Po)

k=1

L'allocation est efficace au sens de Pareto si I'une des deux conditions suivan-
tes est vérifiée ;

Prs = 0 Vk =1,...,.S-NetVs=1,...,8
Y, =0 vVk=1..S—N

Dans ces cas, les taux marginaux de substitution en situation de rationnement
sont égaux aux taux marginaux de substitution en I'absence de rationnement. La
premiére condition signifie qu'on est dans une situation de marché complet
(absence de rationnement), alors que la seconde condition signifie que le ration-
nement n'est pas contraignant. En effet, d'apres le théoréme de Kuhn et Tucker,
on a dans ce cas :

S
Zpkscé <g=Yu=0=7
s=1
Le rationnement n'empéche pas les agents économiques d'atteindre le plan de
consommation qu'ils désirent. Les marchés sont incomplets mais cette
incomplétude est redondante dans la mesure ou les allocations qui ne peuvent

&tre atteintes a cause du rationnement ne sont pas efficaces. Dans les deux cas, il
sera possible d'atteindre une allocation efficace au sens de Pareto.
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Une allocation optimale au sens de Pareto peut €tre atteinte méme lorsque les
marchés sont incomplets lorsque les agents ont suffisamment de points de
rationnement pour atteindre cette allocation particuliere. En effet, soit

([C§,.CID
possible de donner aux agents suffisamment de peints de rationnement pour

atteindre cette ailocation particuliere, cela signifie que pour tout consommateur,
et quelle que soit la contrainte de rationnement, on a :

S
Y piCE <

s=1

Les multiplicateurs associés a chaque contrainte individuelle de rationne-
ment ;. sont nuls ainsi que les multiplicateurs associés a 1'équilibre global de
chaque marché de rationnement y; (puisqu'a l'optimum d'efficacité contrainte
ces deux multiplicateurs doivent €tre €égaux).

Si la fonction d'utilité est séparable et qu'il est possible d'atteindre certains
éléments d'un vecteur de consommation efficace au sens de Pareto, alors ces
mémes éléments seront constitutifs d'un vecteur de consommation efficace au
sens de Diamond.

Notons enfin que si le planificateur a le pouvoir de fixer les prix de rationne-
ment, il les fixera égaux i zéro. En effet, la condition d'optimalité pour les prix
de rationnement est donnée par :

' I
BBTI; = —Z'Yik Ci= “‘WZC-i

i=1 i=1

La consommation des agents étant non négative, la dérivée partielle du
Lagrangien par rapport aux prix de rationnement est strictement négative, ce qui
implique que les prix de rationnement optimaux sont nuls. Le résultat est en
accord avec l'intuition puisque, si tous les prix de rationnement sont nuls, i1l n'y
a plus de contraintes de rationnement et, par conséquent, il est possible d'attein-
dre une allocation efficace au sens de Pareto, ce qui est évidemment préférable
a une allocation contrainte.

_.s une allocation optimale au sens de Pareto. Puisqu'il est

s=1,.

CONCLUSION

C'est une constante dans l'histoire de la théorie économique contemporaine
gu'un grand nombre de progres significatifs ont été permis par le remplacement
de modeles descriptivement réalistes mais analytiquement impossibles a utiliser
par des modeles irréalistes, quoique équivalents aux premiers mais analytique-
ment plus faciles a exploiter. Le point de vue que nous avons voulu défendre
dans cet article, c'est que le modele des marchés de biens conditionnels a point
de rationnement de Fischer [1972] doit étre ajouté au nombre de ces progrés
significatifs.

L'existence d'un isomorphisme peut permettre de réconcilier l'irréalisme des
hypothéses avec la conformité aux faits des prédictions du modele. Un modéle
reposant sur des hypotheéses irréalistes peut rendre compte malgré tout des phé-
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nomenes économiques parce qu'il existe un modele réaliste parfaitement iso-
morphel.

En effet, il existe deux catégories de modeles irréalistes :

1. Les modeles irréalistes « par défaut» qui font abstraction de certains
aspects de la réalité ;

2. Les modeles irréalistes « par excés » qui introduisent dans la modélisation
des caractéristiques qui n'existent pas dans la réalité (par exemple, les biens
conditionnels a points de rationnement).

On justifie I'utilisation de modeles irréalistes par défaut lorsque leurs prédic-
tions sont conformes aux observations du monde réel auquel cas les aspects de
la réalité qui ont été négligés étaient effectivement négligeables. Cependant, il
existe toujours un certain malaise a utiliser des modgles irréalistes par excés
méme si leurs prédictions ne sont pas falsifiées. L'existence d'un isomorphisme
permet d'Gter ces scrupules ainsi que d'expliquer pourquoi, paradoxalement, un
modele dont certaines des hypotheses sont contraires a la réalité peut permettre
de rendre compte de cette réalité. C'est qu'il existe un modele irréaliste par
défaut isomorphe au modele irréaliste par exceés et qui retient les caractéristi-
ques essentielles du monde réel et néglige ses caractéristiques secondaires.
L'utilisation du modele irréaliste par exces se justifiant par sa plus grande sim-
plicité.

L'intérét du modele de biens conditionnels & point de rationnement de Fis-
cher [1972], c'est qu'il permet de traiter de fagon unitaire les problemes d'indé-
termination et d'inefficacité de 1'équilibre que {'on rencontre dans un grand
nombre de modeles contemporains (par exemple, ie modéle des marchés finan-
ciers incomplets et le modele & générations imbriquées). Il permet de mettre en
lumiere la cause profonde de I'indétermination et de l'inefficacité. L'indétermi-
nation réelle et l'inefficacité de I'équilibre résultent de I'absence de certains mar-
chés puisque ces problemes disparaissent avec les contraintes de rationnement.
Or, on retrouve ces problémes d'indétermination et d'inefficacité dans de nom-
breux autres modeéles ot des contraintes pésent de fagon significative sur les
échanges. Dans le cas des modeles a générations imbriquées, les générations
présentes ne peuvent échanger directement avec les générations futures. Dans le
cas des marchés financiers incomplets, les consommateurs ne peuvent atteindre
certaines configurations de consommation désirées car I'incomplétude des mar-
chés financiers ne leur permet pas de transférer suffisamment de pouvoir d'achat
dans certains états de la nature.

Le prolongement naturel du présent article devrait étre de chercher a montrer
a quelle classe de modeles le modele de Fischer est équivalent. Il serait alors
possible d'étudier dans un cadre unique les questions traditionnelles relatives a
I'existence, l'unicité, la stabilité et l'optimalité de I'équilibre pour toute une
classe de modeles (qu'on espére la plus large possible). On retrouverait ainsi la
belle unité de la théorie de I'équilibre général que permettait naguére le modele
Arrow-Debreu.

1. Cf. P. Salmon [1976].
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