N

N

Les effets de substitution et de richesse de la théorie du
portefeuille: une mise au point
Jean-Michel Courtault

» To cite this version:

Jean-Michel Courtault. Les effets de substitution et de richesse de la théorie du portefeuille : une mise
au point. Revue Economique, 1992, 43 (6), pp.983-1006. halshs-00447643

HAL Id: halshs-00447643
https://shs.hal.science/halshs-00447643
Submitted on 15 Jan 2010

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://shs.hal.science/halshs-00447643
https://hal.archives-ouvertes.fr

Persée

http://www.persee.fr

Les effets de substitution et de richesse de la théorie du portefeuille : une mise au point
Jean-Michel Courtault

Revue économique, Année 1992, Volume 43, Numéro 6
p. 983 - 1006

Voir l'article en ligne

Avertissement
L'éditeur du site « PERSEE » — le Ministére de la jeunesse, de I'éducation nationale et de la recherche, Direction de I'enseignement supérieur,
Sous-direction des bibliothéques et de la documentation — détient la propriété intellectuelle et les droits d’exploitation. A ce titre il est titulaire des
droits d'auteur et du droit sui generis du producteur de bases de données sur ce site conformément a la loi n°98-536 du ler juillet 1998 relative aux
bases de données.

Les oeuvres reproduites sur le site « PERSEE » sont protégées par les dispositions générales du Code de la propriété intellectuelle.
Droits et devoirs des utilisateurs

Pour un usage strictement privé, la simple reproduction du contenu de ce site est libre.

Pour un usage scientifique ou pédagogique, a des fins de recherches, d'enseignement ou de communication excluant toute exploitation
commerciale, la reproduction et la communication au public du contenu de ce site sont autorisées, sous réserve que celles-ci servent d'illustration,
ne soient pas substantielles et ne soient pas expressément limitées (plans ou photographies). La mention Le Ministére de la jeunesse, de
I’éducation nationale et de la recherche, Direction de I'enseignement supérieur, Sous-direction des bibliotheéques et de la documentation sur
chaque reproduction tirée du site est obligatoire ainsi que le nom de la revue et- lorsqu'ils sont indiqués - le nom de l'auteur et la référence du
document reproduit.

Toute autre reproduction ou communication au public, intégrale ou substantielle du contenu de ce site, par quelque procédé que ce soit, de I'éditeur
original de l'oeuvre, de l'auteur et de ses ayants droit.

La reproduction et I'exploitation des photographies et des plans, y compris a des fins commerciales, doivent étre autorisés par I'éditeur du site, Le
Ministére de la jeunesse, de I'éducation nationale et de la recherche, Direction de I'enseignement supérieur, Sous-direction des bibliotheques et de
la documentation (voir http://www.sup.adc.education.fr/bib/ ). La source et les crédits devront toujours étre mentionnés.


http://www.persee.fr
http://www.persee.fr/web/revues/home/prescript/article/reco_0035-2764_1992_num_43_6_409411

Les effets de substitution et de richesse
de la théorie du portefeuille

Une mise au point

Jean-Michel Courtault *

Nous montrons dans cet article que fapproche mise en avant par P. Diarmond
ot M. Yaari [1972] pour I'étude des propriétés des demandes d’actifs financiers est
Ia saule qui soit compatible avec une définition correcte des effets de richesse. Nous

‘en déduisons une méthode de compensation des effets de richesse, méthode
généralisant et démontrant de fagon rigoureuse celle préconisée par G. Davis
[1989], qui nous permet de mettre au jour ia totalité des propriétés des effets de
substitution compensds dans lincertain. Cette méthode nous permet dgalement
d'dtudier les propridids des demandes d'actifs par rapport aux caracléristiques de
rendement et de risque des aclifs.’ .

INTRODUCTION

Depuis la suggestion de J. Hicks [19335] d’appliquer la théorie des choix a la
demande des actifs monétaires et plus généralement 2 la demande des actifs finan-
ciers, les économistes n’ont cessé de s’intéresser a la question. Il est possible de
regrouper les diverses contributions en deux grandes catégories suivant le type
de modgele utilisé. D’une part, J. Tobin [1958, 1965], J. Hicks [1962], G. Bierwag
et M. Groves [1967], S. Royama et K. Hamada [1967], H. Levy [1973], M. Allin-
gham et M. Morishima [1973], A. Courakis {1974], V. Roley [1983] ont, dans le
cadre du modele Moyenne-Variance, tenté d’intégrer 1’ approche du consomma-
teur aux comportements financiers des agents. D’autre part, S.-C. Kolm [1966],
A. Sandmo [1977], S. Fischer [1972], P. Diamond et M. Yaari [1972] et A. Dalal
[1983] se sont efforcés de généraliser les résultats obtenus par les auteurs précé-
demment cités dans le cadre d’un modéle contingent.

L’objet du présent article est d’examiner, dans le cadre d’un modele a ensem-
ble fini d’états de la nature, les enseignements que 1’on peut tirer de 1’approche
du consommateur pour la théorie du portefeuille. Lorsqu’il existe un nombre

* Jo remercie P-A. Chiappori, F. Clerc, M. Mougeot, P. Raimbourg ainsi qu’un rap-
porteur anonyme pour leurs commentaires.
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d’actifs supérieur ou égal au nombre d’états de la nature (et sous condition de
rang), on est dans un contexte de marchés complets. Dans ce cas, le modele con-
sidéré est exactement équivalent & un modele de décision dans le certain. On peut
toujours, moyennant un changement de base, se ramener A un systéme complet
de marchés contingents, formellement identique au modele habituel du consom-
mateur. Dans ce cas, la distinction substitution/revenu est facile a faire, puisque
¢’est celle de la théorie traditionnelle. Nous montrerons que dans ce cas particu-
lier la méthode de compensation des effets richesse que nous préconisons se con-
fond avec la méthode habituelle (cf. (24°) et (25°)). En revanche, dans le cas
général d'un marché financier incomplet, il est impossible de se ramener au
modele standard du consommateur. Aussi bien, les résultats qui ont été obtenus
ont-ils été jugés décevants 1

Un tel échec de la littérature est imputable 2 I’ absence de réflexion méthodolo-
gique sur la nature des effets de richesse dans I’incertain. Pourquoi les variations
des rendements des actifs auraient-elles des effets richesse comme les variations
des prix des biens ont des effets revenu? Dans ce demnier cas, on comprend bien
qu’une augmentation du prix d’un bien ait a la fois un effet de substitution négatif
puisqu’il devient relativement plus cher et un effet revenu puisqu’on ne peut plus
acheter autant de biens qu’auparavant. Une augmentation du rendement d’un actif
a bien un effet de substitution positif (négatif s’il s’agit d’une vente & découvert)
puisque I’actif (Ja dette) devient relativement plus (moins) attractif(ve) qu’avant,
mais quel effet richesse peut-elle bien avoir puisqu’elle ne permet d’acheter ni plus
ni moins d’actifs qu’avant? Elle a cependant bien des effets réels puisqu’il s’ensuit
une augmentation (diminution) du niveau de 1'utilité de 1’investisseur. Identifiera-
t-on alors, comme semblent le faire implicitement les auteurs, I’effet richesse 4 la
variation de 1’utilité, ce qui permet de le mesurer comme étant égal 3 la variation
de la richesse investie qu’il est nécessaire de donner 2 I’agent économique pour
maintenir son utilité & son niveau initial? Bien que cette fagon de voir les choses
soit a priori défendable, il faut néanmoins la récuser puisque les effets de substi-
tution qu’elle permet d’isoler ne possédent en général aucune propriété. C*est pour-
quoi nous adopterons la définition suivante & la fois pour 1'intérét économique de
ses implications et pour sa simplicité qui est en harmonie profonde avec I’approche
utilisée dans la théorie du consommateur, I’ effet richesse d’une augmentation d’un
rendement d’un actif vient de ce que I'investisseur pourra disposer pour ses besoins
de consommation ou d’épargne d’une richesse plus importante en fin de période.
Il s’agit donc non pas d’un effet de richesse présente mais d’un effet de richesse
future. Il s’ensuit que pour faire apparaitre les effets purs de substitution d’une
modification quelconque dans la structure de 1a distribution du rendement d’un actif
on doit compenser les effets richesse par une variation suffisante, pour maintenir

1. Ainsi pour R. Merton [1990] (p. 33) : « Fischer [1972] et Merton [1982] (p. 611-
614) utilise I’analyse de statique comparative pour montrer que peu [de résultats] peuvent
étre obtenus sur la structure des fonctions de demandes optimales de portefeuille sauf si
1’on impose des restrictions supplémentaires sur la classe des fonctions d’utilité des inves-
tisseurs ou la classe des distributions de probabilité des rendements des actifs ».
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I’utilité constante, de la richesse future dans l(es)’ état(s) de la nature concerné(s).
Nous verrons que cette méthode de compensation permet d’isoler des effets de
substitution qui ont des propriétés similaires aux effets de substitution de la théorie
du consommateur.

La méthodologie que nous venons d’esquisser dans le paragraphe précédent
est celle qui est implicitement adoptée par P. Diamond et M. Yaari [1972]. Cepen-
dant, ces auteurs ont présenté leur approche presque comme une curiosité pure-
ment technique et ne se sont pas préoccupés d’en donner une motivation
économique. Par ailleurs, ils ne suivent pas toujours la méme méthodologie et
n’en épuisent pas par la méme toutes les conséquences. Dans les applications en
particulier, ils suivent 1la méthodologie couramment acceptée. Nous souhaitons
par le présent travail, d’une part, compléter de fagon systématique les résultats
obtenus par P. Diamond et M. Yaari [1972] et, d’ autre part, montrer que 1a métho-
dologie implicitement et partiellement adoptée par ces auteurs est la seule qui soit
scientifiquement valable. Nous déterminerons dans un premier temps la méthode
générale de compensation des effets richesse de la théorie de la sélection de por-
tefeuille. Puis, nous utiliserons dans un deuxieme temps cette méthode de
compensation des effets richesse pour étudier les propriétés des effets de substi-
tution de toute une catégorie d’exercices de statique comparative. Nous étudie-
rons en particulier les propriétés des effets de substitution d’une augmentation
additive et multiplicative, & risque constant, du rendement anticipé d’un actif
quelconque ainsi que celles de 1’effet de substitution d’une variation du risque
d’un actif 4 rendement anticipé constant, le risque d’un actif étant mesuré par la
dispersion relative de la distribution de ses rendements. Nous verrons également
comment il est possible d’exprimer les effets de richesse future en fonction des
effets de richesse présente lorsqu’il existe un actif & rendement certain, ce qui
nous permettra de relier nos résultats a ceux des auteurs qui, depuis S.-C. Kolm
[1966], ont de tres nombreuses fois émdié ces exercices de statique comparative.
Enfin, en conclusion, nous analyserons les raisons qui ont poussé les auteurs 2
ne pas percevoir la vraie nature des effets richesse dans 1’incertain.

LES EFFETS DE RICHESSE PRESENTE ET FUTURE

On suppose que I’investisseur ait des préférences rationnelles relativement aux
distributions possibles de la richesse finale et qui soient représentables par une
fonction d’utilité quasi concave du type :

Uy @,...Y@)n),..,m(8)) =u 1

ol Y(s) est la richesse qui échoit 3 I'investisseur dans 1’état de 1a nature s dont la
probabilité 7(s) posséde les propriétés suivantes :

S
Vs=1,..58 =(s)>0, Zn(.s') =1
s=1
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Nous supposons également que la fonction d’utilité est croissante par rapport
a Y(s) et que, dans le cas ot les préférences sont rationnelles au sens de von Neu-
mann-Morgenstern, elle prend la forme suivante :

s
U(Y@D),.., YS)m(), .y m(S)) = D m(Du(Y()) ()

s=1

Grfice A sa richesse initiale A, 1’investisseur peut se composer un portefeuille
parmi » actifs (dettes) i en quantité x; positive (négative) de coiit (rendement) uni-
taire p; positif qu’il pourra (devra) revendre (racheter) en fin de période au prix
positif de p{s) dans 1’état 5. Ainsi, le probléme de 1’investisseur étant la maximi-
sation de sa fonction objectif (1) sous sa contrainte de richesse initiale, on peut
formaliser le probléme de I’investisseur, en négligeant toutes les contraintes de
nature institutionneile visant A limiter ses capacités d’endettement!, de la fagon
suivante :

. MaxU(Y (1),...,Y(S))

n
s.c. pr [ =A

(1) 1 i=1

ZP,.(s)x,-+B(s) =Y(s) s=1,...,8

i=1

-

ot B(s) est le revenu non financier qui est pergu par I’ investisseur dans I’état 52,

Tl existe deux types d’effets richesse, et donc deux types d’ effets substitution,
dans la théorie de la sélection de portefeuille. D’une part, un effet richesse pré-
sente que I’on peut qualifier de traditionnel : lorsque le prix d(e)’ achat (vente)
d’un(e) actif (dette) augmente, 1’investisseur voit sa situation réelle, mesurée par
le niveaun d’utilité atteint, se détériorer (3’ améliorer) puisqu’il ne peut plus (puis-
qu’il peut) acquérir un portefeuille aussi important qu’avant. Et, d’autre part, un
effet richesse future spécifique a la théorie économique de 1’incertain : lorsque
le prix de vente (rachat) d’un(e) actif (dette) augmente dans un certain état de Ia
nature s, I’'investisseur voit sa situation s’améliorer (se détériorer) en terme réel
et méme en terme nominal puisqu’il pourra disposer ceteris paribus, c’est-a-dire

1. L'influence des contraintes institutionnelles sur le portefeuille optimal a été étudié
correctement par S.-C. Kolm {1966], p. 177-188. Nous les ignorons car elles n’ont qu'un
rapport formel et non économique avec les effets richesse et ne feraient donc que compli-
quer inutilement notre analyse.

2. Dans les exercices de statique comparative, le portefeuille optimal sera évalué pour
un revenu non financier nul dans tous les états de la nature. Ce revenu non financier est
introduit dans le programme de I’'investisseur par 1'observateur uniquement dans le but
de faciliter sa compréhension du comportement de I’agent et non dans un but descriptif.

3.1y a en fait autant d’effets richesse de nature différente que d’états de la nature (plus
un), soit S+1. Nous ignorerons cependant cette évidence pour des raisons de commodité
de langage.
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a composition du portefeuille inchangée, pour ses besoins de consommation et
d’investissement futurs d’une richesse future plus (moins) importante dans I’ état s.

De cette distinction il découle qu’il y a deux fagons de compenser les effets
richesse pour faire apparaitre des effets de substitution possédant des propriétés
remarquables. On doit, d’une part, compenser les effets de richesse présente par
une variation suffisante, ¢’est-2-dire maintenant 1’utilité & un niveau constant, de
1a richesse présente A, et on doit, d’autre part, compenser les effets de richesse
future par une variation suffisante de larichesse future B(s) dans I’état de la nature '
on I'effet richesse a €t€ induit.

Nous pouvons maintenant passer  I’application de ces principes. Les condi-
tions du premier ordre relatives au programme (I) s’écrivent

S
YUY, Y —hp =0 i=1.,n @2

s=1

A—ip,- x,=0 (3)

i=1
ot A est le multiplicateur de Lagrange associé a 1a contrainte de richesse initiale.

En supposant la fonction d’ utilité (1) strictement quasi concave, on peut mon-
trer que le systéme formé par les équations (2) et (3) définit de maniére unique
le portefeuille optimal, ce qui va nous permettre d’étudier sans ambiguité les
modifications des demandes d’ actifs entrainées par la variation exogene des para-
metres de prix et de richesse. La différenciation des conditions du premier ordre
donne le systéme d’équations suivant :

n S 8
22 2 U:s’ (-)P:(S)PJ(S')dxj—pi d\h = A dp;—

f=ls=1s"=1

_ZU (.)dp;(s) - 2 ZUN’ ()p;(5) [dB(s)+Zx dp}(s)](tl)

s =1s=1

=Y p; dx;= Y x; dp;—dA )
“~ =1

Larésolution de ce systéme permet de déterminer la sensibilité du portefeuille
optimal par rapport aux richesses présente et futures

;dﬁ _ gl PP
oA D

k=1,..,n (6)

k
BB (e) = _E ZUJE( )p: (S)— e = 1, ...,S (7)

i=ls=1
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et par rapport aux prix présents et futurs :

ox; &c D,s1z

5}71: = D xj D j,k = 1, R (4 (8)
axk + Djk ﬂ S » ka j,k= 1, PR (4
B " ~U, ()5 - % EEUR(.)[),-(S)T)— el g O

ol D;; est le cofacteur associé 41’élément de la ™ ligne et de la ™ colonne du
déterminant D de la matrice H évaluée a 1’optimum :

S S —p;
e |2 2 U QPi(9)p;(s)
s=1s5 =1 ~p
n
.....pl ..................... —pn [

11 est possible de décomposer les effets bruts de substitution (8) et (9) en un
effet de substitution net et un effet richesse. Pour ce faire, il est nécessaire de
déterminer la variation de I’utilité de I’investisseur induite par la variation exo-
gene des parametres ;

S n
dU(.) = ZU;(.) (dB (5) + 2 (x; dp; (s) +p; () dxj)]

s=1 i=1

que 1’on peut encore réécrire en tenant compte des conditions optimales du pre-
mier ordre (2) et (3).

s n n
dU(.) = ZU;(.)[JB(S)+2xj dpj(s)]+l(dA—2xj dpj) (10)
s=1 j=1 Jj=1

Nous avons vu précédemment que, pour compenser les effets richesse induits
par la variation des données, il était nécessaire et suffisant de faire varier 1a riches-
se initiale A ou contingente B(s) suivant le type d’effets richesse induits dans une
mesure juste suffisante pour maintenir 1*utilité constante. On déduit par consé-
quent de (10) que les variations compensatrices de la richesse sont données par
les formules :

dA = Y x; dp; (11
j=1
dB(s) ==Y x;dp(s) s=1,.,8 (12)
j=1

La compensation de I’effet de richesse présente est donc juste suffisante pour
permettre & I’investisseur de conserver son portefeuille initial, alors que la com-
pensation des effets de richesse future permet a I’investisseur d’ obtenir 1a méme
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configuration de risque et de rendement avec le portefeuille qui était initialement
optimal. En effet, 1a variation de la richesse finale a portefeuille inchangé s’ écrit :

n
dY (s) = dB(s) + ij dp;(s) s=1,...,8
j=1

et est par conséquent nulle lorsque les effets richesse sont compensés de fagon
adéquate, ¢’ est-3-dire lorsque la richesse B(s) varie suivant la relation (12). Cela
permet de justifier I'intuition formulée, dans un contexte voisin du ndtre, par
G. Davis [1989] suivant lequel (p. 135) « 1a compensation est d’un montant qui
assure le méme résultat ex-post que celui qui aurait été obtenu avant [la modifi-
cation des parametres] ». Cette justification n’est pas superflue puisque, toujours
d’apres cet auteur (p. 135), « il n’y a cependant aucune raison apparente de pré-
férer cette méthode de compensation plutdt que telle autre ». En effet, si la métho-
de proposée par Davis lui permet de déterminer le signe de I’influence d’une
augmentation de la dispersion du prix de vente aléatoire sur la production d'une
entreprise contrairement 2 la méthode de compensation par rapport 2 la richesse
initiale, elle est en revanche plus compliquée que cette derniére. En effet, on doit
convenir ex ante d’une régle qui implique un systéme de compensation ex post
alors que la méthode par la richesse initiale définit ex ante une régle de compen-
sation intervenant ex ante. Toutefois le fait que la régle a laquelle nous aboutis-
sons soit stochastique n’est pas un argument décisif contre son utilisation. Nous
avons démontré, au contraire, que cette méthode est la seule qui soit économi-
quement adaptée au probléme de la compensation des effets richesse. On ne peut
que déplorer que les phénomenes économiques soient plus difficiles 2 cerner dans
’incertain que dans le certain. Toutefois, la plus grande complexité a laquelle
nous sommes confronté est dans la nature des choses : il n’est par conséquent pas
en notre pouvoir de la simplifier.

Nous pouvons maintenant, en substituant les équations (11) et (12) dans le sys-
teme d’équations (4) et (5), déterminer les effets de substitution compensés des
effets de richesse présente (CERP) et future (CERF-s) :

ox, . D,
bl I o 13
P; ! cerp D @9
d ., D,
5l =og a9
99;" | corras

Nous pouvons, grace aux équations (6)-(9) et (13)-(14), décomposer les effets
bruts de substitution de 1a fagon suivante :

dx, dx; ox;
3, apl . T%aA 15
P;  9Pj cerp
ox; ox, ox;

(16)

+ X
CERF-s xJaB(s)

apj (s) - an (s)

On peut interpréter les relations (15) et (16) de maniere approximative en
disant que I’augmentation d’une unité du prix initial (final) de I’ actif j (dans 1’ état
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de la nature s5) diminue (augmente) la richesse initiale (finale) de x; unités, ce
qui a pour conséqucnce de faire varier la demande de l’actif k de

= BB ( ) =—=——) . Les effets de substitution compensés des effets riches-

se expliquant le reste de la variation totale de 1a demande de 1’actif .

Les propriétés des effets de substitution compensés découlent de celles de la
matrice H. La matrice hessienne d’une fonction d’utilité quasi concave étant
symétrique et seml-déﬁmc négative, on déduit des équations (13)-(16) les rela-
tions suivantes?

ax; ox,  dx; ox.

e 2 e Ln )

ax ax,

3, +"kaA<° k=1,..,n (17
0x; 0x, ox; ox; Lk=1,..,n

3p,(e) JIB(e)  Ipp(e) *IB(e) e=1..8 (18)
ox ox;, =1,..,

op; (’;) ~%3B (ey =0 j= 1: g (18"

La symétrie des effets de substitution compensés des effets de richesse pré-
sente permet de classer les actifs en substituts et compléments. Nous dirons des
actifs j et k qu’ils sont substituts (complémentaires) suivant que I’on ait :

i IR (19)
= > (<
Bpj CERP

En effet, suivant (17’) la diminution de la demande compensée de I’ actif j s’ ac-
compagne alors d’une augmentation (diminution) corrélative de la demande
compensée de 1’ actif k.

De méme, la symétrie des effets de substitution compensés des effets de riches-
se future nous autorise a classer les actifs en substituts (compléments) suivant que
I’on ait :

ox;

—_— 0
P <) (20)

L’inversion des inégalités s’explique par le fait que suivant (18’) ’augmenta-
tion du prix de revente de I’actifj s’ accompagne d’une augmentation de la deman-
de compensée de 1I’actif j. Notons également, comme le montrent les équations
(13) et (14), que la classification des actifs en substituts et compléments reste la

1. Les relations (17) et (17°) ont été démontrées par S. Fischer [1972] dans le cas ol
I'investisseur se comporte suivant le critére, de I’espérance de I’utilité et les relations (18)
et (18°) sont dues A P. Diamond et M. Yaari [1972].
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méme que I’ on considere les effets de substitution compensés des effets de riches-
se présente ou future (quel que soit I’état de 1a nature envisagée).

1l est également possible de montrer que la substitution est dominante parmi
les actifs financiers. On a en effet, en vertu du théoréme des cofacteurs étrangers,
la relation suivante :

Y 5Dy =0 ji=1..,n (21

k=

d’ ot ’on déduit :
ox
Epkap'f =0 ji=1eun (22
k=1 /' CERP

; o 0 j 23
Z pk()aPJ(S) - J=1....n ( )

On obtient cette demiére relation en notant que

)2 RAE R S 0D AP PR

s=1k=1 k=1s=1

n
D
= — ik
= zxka
k=1

d’aprés les conditions du premier ordre (2). On tire des relations (22) et (23) en
tenant compte des équations (17’) et (187) :

n
dx
p,@l‘ 20 j=1,..,n (229
i1 TPt egep
k#j
S n
> Epk(s)% <0 j=1,.,n 239
S=1k=1 P; CERF-s
k#j

On déduit de ces derniéres relations que dans le cas particulier oi deux actifs
financiers seulement sont disponibles, 1’investisseur les considére comme subs-
tituts I’'un de 1’autre (méme s’il y a plus de deux états de la nature).

On déduit également des équaﬁons (A7), (18), (22) et (23) les propriétés d’ho-
mogénéité suivantes :

. 0x, Aaxk — o -
Z;p,-gl;j+ =3 = (22"
J=
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S

—0x |
ZEP,( o) ()*’EY“)(aB() =0 (237
s=1j=1
¢’est-a-dire le portefeuille optimal est insensible & une multiplication identique
des prix initiaux et de la richesse présente; la méme propriété étant également
valable pour une multiplication de tous les rendements dans tous les états de 1a
nature et de la richesse finale dans toutes les éventualités par un méme facteur!.

La normalité des actifs n’est pas une notion simple comme dans la théorie du
consommateur. Il existe en effet deux grandes catégories de normalité : 1a nor-
malité présente et la normalité future (contingente 2 1’état s). L actif j est normal
(inférieur) par rapport a la richesse présente suivant que I’on ait :

<
A 5 > (=)0
De méme 1’actif j est normal (inférieur) par rapport 2 la richesse future dans
I’éventualité s suivant que 1’on ait :

axj
0B (s5)
Un actif peut, par conséquent, étre considéré comme normal par rapport 4 la
richesse future dans tel état de la nature et inférieur par rapport a tel autre. Il est

toutefois possible d’établir les relations suivantes entre normalité présente et nor-
malité future? :

2 ()0 s=1,...,8

dx, Ix;

le,( ) sm T o = Pi3A pour j#k = 1,..,n  (24)
Z‘pk(s)a_B—(B = Pkg‘g‘l k=1,...,n (25)

Pour P. Diamond et M. Yaari [1972] I’intuition qui se cache derriére 1’ équation
(24) peut se formuler de la fagon suivante (p. 340) :

« Puisque la consommation dépend des possibilités de consommation (¢’ est-2-dire de
la contrainte budgétaire) et pas de la combinaison particuliére des revenus [non financier]
et des rendements qui donnent naissance a ces possibilités de consommation, nous voyons
que la réponse de la consommation dans 1’état s 4 un changement de A est la méme que

1. Larichesse finale n’ étant pas une variable indépendante cette propriété n’est donnée
qu’a titre indicatif.
2. Ces relations s’obtiennent, de méme que (21) 2 partir de I’équation de définition:
HH! =1, ot I est la matrice identité d’ordre n + L. (24) est la généralisation de 1’ équation
(29} de P. Diamond et M. Yaari [1972]. Le modéle utilisé par ces auteurs differe du ndtre
de deux fagons: d’une part, les prix initiaux des actifs sont égaux & Iunité et, d’ autre part,
le consommateur peut consommer une partie de sa richesse initiale et consomme 1’inté-
gralité de sa richesse finale.
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sa réponse a des changements de B(1),...,B(S) qui satisfont la relation dB(s) = p;(s) dA,
pour k donné. 11 s’ensuit bien ce que nous venons d’écrire puisque I’effet de ces change-
ments de revenus futurs sur la consommation peut étre accompli aussi bien en changeant
la quantité détenue de I’actif k suite 2 un changement du revenu présent. Cela implique
que les réponses des quantités d’actifs détenus (sauf pour I’actif k) A ces deux genres de
changement doivent aussi étre les mémes de telle sorte que 1’on ait le méme changement
de consommation. »

Dans le cas particulier ol existe un systéme complet d’actifs contingents, ou
de fagon équivalente lorsqu’il y a autant d’actifs indépendants que d’états de la
nature, il est possible d’exprimer chaque effet de richesse future sur la demande
d’un actif particulier en fonction de I’effet de richesse présente sur ce méme actif

dx, ox, )
BG) Pi3a J#k (249
ox, ox; .
B0  P¥3A (257

ol p; est le prix unitaire d’un actif Arrow-Debreu rapportant un franc dans le i¢me
état de la nature et rien dans les autres.

Toutefois, bien qu’un systéme complet de marchés financiers soit une abstrac-
tion utile, on ne 1’observe pas couramment; c¢’est pourquoi dans les applications
concretes, nous serons amené 2 utiliser les relations suivantes :

S

ox ox
Py (- )ZBB (k) pga—; k=1,..,n (24")
S
axo on .

s=1

ol p, () est le prix final de I’actif 4 rendement certain.

Lorsque 1’individu maximise 1’espérance de son utilité, la somme des effets
de richesse future est nulle sil’ aversion absolue au risque est constante. En effet :

n -~ _D.
ZBB o = -YEU" Mpig

s=1 i=0
UG e Dy
T EEU V)b
_ LU0 Di
lU'(.)mo"D 0
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ce qui entraine également que les effets de richesse présente sont nuls pour les
actifs risqués et que tout le poids de 1’ajustement repose sur 1’actif sans risque,
conformément a (24) et a (25).

Du fait de la contrainte de richesse présente, tous les actifs ne peuvent étre
simultanément inférieurs ou indépendants par rapport 2 larichesse présente. Cette
méme contrainte de richesse présente implique 1a contrainte suivante que doivent
respecter les effets de richesse future :

Z Ems) aB( ;=0 (26)

k=1s=1

Notons enfin que 1a demande d’un actif sera indépendante de 1a richesse future
B(e)sil’'ona:

U,,(.)/U,(.) = constante Vs=1,..8 @27)

En effet, les effets de richesse future s’écrivent alors :

x, U, ()&
BE)  Ul(,) EEU() (S)m
_U:e(‘) - Dik
= —— l pi-— = 0
U, () 2{ D

ol 1’on a successivement utilisé les relations (2) et (21). Dans le cas ol Pagent
économique se comporte suivant le critdre de I’espérance de I’ utilité, la condition
(27) implique la neutralité au risque.

Le cadre (I) dans lequel nous avons choisi d’étudier les propriétés des deman-
des d’actifs financiers est particulierement bien adapté pour faire apparaitre sim-
plement les principes qui doivent guider toute recherche en matiére de sélection
optimale des portefeuilles. Toutefois, certaines des propriétés des demandes d’ac-
tifs dépendent, si I’on en croit certains auteurs, du modele particulier qui a été
choisi. Par exemple pour Kolm ([1966], p. 174-175) méme les effets-prix initiaux
ne posseédent aucune propriété remarquable. Cet auteur a choisi de mettre en
lumiére I'influence des rendements nets des actifs sur les choix de I'investisseur
plutdt que celle des rendements bruts, ot le rendement net de 1’ actif / dans 1’état
5, z; (8), est défini comme la différence entre le rendement brut p; (s) de Pactif i
dans 1’état s et son prix d’achat p;. Sinous avions choisi un tel cadre, nous aurions
été amené 2 modifier de l1a fagon suivante la procédure de compensation des effets
richesse induits par la variation exogéne du prix initial des actifs. Il n’est en effet
dans ce cas plus suffisant de compenser les effets induits de richesse présente
puisqu’une variation du prix initial d’un actif quelconque induit également des
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effets de richesse future!. Un tel phénomene devient évident lorsqu’on écrit de
fagon formelle le programme de I'investisseur. Celui-ci devient :

- MaxU(Y(1),...,Y(s))

s.c.ip,. x;=A

(I1) i=1

Y (47, ())x+B() =Y(s) s=1,..,8

f=1

L

La différenciation totale des conditions du premier ordre donne le systéme
d’équations suivant :

n S 8
2 Z Z U:s(')Pi(S)Pj (s')dx;—pdh =

j=ls=1s8 =1

5 s 8
= (zﬁ ZU;(.))dpi—- > 3 U, (pis) (dB (s + (28)
s=1

s=1s" =1

n 5
+ ) % (dp;+dz;(s")) ]— > U, () dz;(s)

i=1 s=1

n A
- p; dx; = ' x; dp;—dA (29)
f=1 f=1

Larésolution de ce systéme permet de déterminer la sensibilité du portefeuille
optimal par rapport aux prix initiaux :

0x; =y Djk D,k 2 e D,
5 - (;L*zus(.))ﬁmj Y UL O

s=1 i=ls=1s =1
&)

1. 1l est préférable de considérer les choses sous cet angle plut6t que comme Kolm qui,
n
en définissant la richesse finale de la fagon suivante: Y (5) = A+ Z z; (8)x; +
i=1

+B(s) s=1,...,S est amené a considérer que la richesse initiale a des effets de
richesse présente et future. Pour isoler les effets de substitution compensés, il faudrait alors
faire accompagner la variation de la richesse présente par une méme variation de lariches-
se future dans tous les états de la nature égale en valeur absolue et de sens opposé. De cette
facon, I’ effet de richesse présente induit par la variation de p; est compensé par la variation
de la richesse présente, et les effets de richesse future induits par cette derniére sont com-
pensés par la variation des revenus non financier. On peut vérifier aisément que les effets

de substitution ainsi isolés sont égaux a (13) et par conséquent possédent les propriétés
A7)y et (17°).
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La sensibilité du portefeuille optimal par rapport 4 larichesse présente et future
est donnée respectivement par les équations (6) et (7).

Si I’on compense les effets richesse induits par la variation du prix initial de
I’actif j par une variation de la richesse présente et des richesses futures dans la
mesure donnée par les équations (11) et (12) respectivement, la résolution du sys-
teme d’équations (28) et (29) nous donne alors I'effet de substitution compensé
des effets richesse présente et future (CERPF) :

S
. \D;
= [x-zus(.))-];—* 31

s=1

ox;

apf CERFF

Nous pouvons ainsi, grice aux équations (6), (7), (30) et (31), décomposer les
effets bruts de substitution de la fagon suivante :

ox, ox, ax, <& ox,
= _F 32
9P;  9P;! ceper ( 2 dB (s) J 32

La variation totale de la demande de I actif & suite 2 une variation unitaire du prix
initial de 1’actif j est donnée approximativement par la somme de la variation de
la demande a richesse réelle inchangée et de la variation de la demande induite
par la variation de 1a richesse réelle de I'investisseur. En effet, iorsque le prix de
I"actif j augmente d’une unité, la richesse initiale diminue de x; unités (puisque
¢’est le cofit supplémentaire que doit supporter 1’investisseur pour conserver le
méme portefeuille), ce qui a pour conséquence de faire varier Ia demande de 1’ ac-

ox,
tif k de —x; A * et 1a richesse finale augmente de X; unités dans tous les états de

la nature, ce qui fait varier 1a demande de 1’actif & de x, Z BP ( R
s=1

On déduit des relations (31) et (32) la propriété suivante :

x, o ox, .xj >
( ZBB(S)) . (aA ZBB()) 33)

c’est-a-dire les effets croisés de prix compensés des effets de richesse présente
et future sont symétriques. De plus, dans le cas oil 1’utilité marginale d"une unité
monétaire présente A est supérieure  1’utilité marginale d’une unité monétaire

S
future et également certaine (Z U; (.} J, on a aussi :

s=1
ax Ox, o O |
= k+xk( ZBB (S)) (33"

Il peut sembler assez paradoxal que les effets de substitution compensés des
effets de richesse présente et future du modele (1) ne soient pas identiques aux
effets de substitution compensés des effets de richesse présente du modéle (I).
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En effet, dans les deux cas on a compensé tous les effets richesse induits par une
méme variation du prix initial de I’actif j, on aurait donc pu penser a priori que
I’effet sur la demande soit identique. Ce paradoxe s’explique toutefois aisément
une fois que 1’on a remarqué qu'une méme variation du prix initial d’un actif j
ne correspond pas au méme exercice de statique comparative dans les versions
(@) et (IT) du modgle de sélection de portefeunille. En effet, dans 1a seconde version,
une variation donnée du prix initial d’un actif quelconque entraine également une
variation identique dans tous les états de la nature du rendement final de cet actif,
ce qui n’est pas le cas dans la premiére version. Puisque les effets bruts de subs-
titution d’une variation du prix initial d'un actif ne correspondent pas a la méme
chose dans les deux versions du modele il n’y a aucune raison pour que les effets
de substitution compensés des effets richesse soient égaux.

Une fois que 1’on a remarqué d’ol provient la différence entre les effets bruts
de substitution des modgles (I) et (II), il devient facile de relier I’'un a 1’autre les
effets de substitution compensés des effets richesse induits par une variation du
prix initial de I’actif j. Pour obtenir A partir de (II) les effets purs de substitution
du modele (I), donnés par (13), il suffit de considérer que 1’augmentation de p;
est accompagnée d’une diminution égale du rendement net de ’actif j dans toué
les états de la nature. On a en effet dans ce cas :

a.xk D ik .
7, JaA Z az (s) D 34)
Et, par conséqucnt on peut écrire avec S -C. Kolm ([1966] Pp- 178) :

s

ox, ox;
8A Z 9z, (5) ap x"BA 2 azk(s) (33)
c’est-a-dire « les effets croisés de prix compensés de Ieurs effets de richesse [pré-
sente] compensés de leurs effets de rendement sont égaux ».

De méme, pour obtenir les effets purs de substitution du modele (II), donnés
par (31), 2 partir de la formulation du modele (I}, il suffit de 1];u::stulf:r que la fonc-
tion des anticipations des rendements bruts est de la forme

j=1,...,n
pi(8) =p+fC) 1 g

ou dans les arguments de f{.) ne figurent ni p; ni p; (5). Dans ce cas, 1’effet pur de
substitution d’une augmentation de p; est bien donné par 1’équation (31)

1. La premire version du modgle de portefeunille nous semble préférable a la seconde
car elle nous laisse libre de postuler la forme de la fonction d’anticipation des rendements.
_ 2. En effet, dans I’exemple précédent la variation d’un seul parametre était la cause de
la création de S+1 effets richesse que nous avons compensé un 2 un en nous conformant
aux relations (11) et (12). Dans le cas présent, les effets richesse sont créés par la variation
simultanée et dépendante de S+1 parametres. La compensation des effets richesse induits
obéit de méme aux relations (11) et (12), ce qui nous permet d’isoler I’effet pur de subs-
titution et de constater qu'’il est identique 2 (31).
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Dans le cas ou I’élasticité des anticipations des rendements par rapport aux
prix initiaux est unitaire, ¢’est-a-dire :

logp; (s) = logp; +£(.)

I’effet pur de substitution sur la demande de 1’actif k¥ d’une augmentation multi-
plicative du prix initial de 1’actif j est nul. En effet, il est égal 4 :

s
, D,
ik -
[lpj - Z;U, (-)Pj (s) ]T)*
£=

qui s’annule d’aprés les conditions du premier ordre pour un optimum (2). La
variation de la demande étant la résultante des effets richesse uniquement est par
conséquent imprévisible en général.

LES EFFETS DE RENDEMENT ET LES EFFETS DE RISQUE

Nous avons vu dans la section précédente que les seules prédictions que I’on
puisse déduire de 1’hypothese de rationalité de I’investisseur se réduisent, dans
le cadre du modéle (I) , aux relations (17)-(18’) et (22)-(23). 11 est malheureuse-
ment impossible de tester ces restrictions puisqu’elles supposent une information
qui n’est pas accessible a I’observateur. C’est pourquoi nous allons nous intéres-
ser dans cette section aux propriétés des demandes d’actifs relativement A des
variations du risque des actifs et & des variations du rendement espéré des actifs
arisque constant. De plus, en supposant I’existence d’un actif sans risque, il nous
sera possible de relier les effets de richesse future induits par ces modifications
particuli¢res de la distribution des rendements aux effets de richesse présente con-
formément aux équations (24”) et (25”). Ces propriétés se déduisant des pro-
priétés fondamentales des demandes optimales (17)-(18”) et (22), (23) permettent
de tester celles-ci de maniére indirecte. Notons également qu’a priori nous ne
pouvons nous attendre a ce que Ies effets de substitution que nous allons obtenir
étant composé a partir des effets de substitution élémentaires (14) possédent, eux
aussi, nécessairement des propriétés de symétrie et de positivité". Par ailleurs,
méme si les prédictions que nous allons obtenir ne sont pas facilement testables,
méme si elles ne peuvent en aucune maniére constituer un test définitif des pro-
priétés fondamentales dont elles découlent logiquement, il est malgré tout inté-

1. On ne doit pas, par conséquent, comme semblent le suggérer certains auteurs, exiger
que I’analogie entre la théorie du consommateur et la théorie du portefeuille soit telle que
1’on obtienne également des propriétés de symétrie pour tous les effets croisés de substi-
tution (en particulier relativement au risque). Si on étudiait dans la théorie du consomina-
teur les propriét€s des demandes de biens par rapport 4 des variations simultanées et
dépendantes des prix de plusieurs biens, il est probable que 1’on ne pourrait en mettre en
évidence aucune. Il n’y a, par conséquent, aucune raison d’en attendre davantage de la
théorie du portefeuille.
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ressant en soi de connaitre les réactions probables des agents économiques face
A des variations des parametres de risque et de rendement des actifs. En particu-
lier, nous serons en mesure de dire si un agent économique augmente (diminue)
la quantité d’un actif dont le rendement espéré (risque) s’accroit, lorsqu’on a
compensé I’investisseur des effets richesse induits par la modification intervenue
dans la structure des rendements de 1’ actif.

Nous allons envisager aprés S.-C. Kolm ([1966] p. 175) les mpdiﬁcations
structurelles suivantes :

a) le rendement de I’ actif j varie de la méme quantité dans toutes les éventua-
lités, ¢’ est-a-dire :
¥s=1,..8 dp;(s) = dp;(.)
b) les rendements de I’actif j dans les diverses éventualités varient tous dans
1a méme proportion, c’est-a-dire :
Vs=1,..,S8 dp;(s) = g p; (s)
¢) les rendements de j dans les diverses éventualités subissent une dilatation

proportionnelle 1 centrée en leur moyenne p; et laissant celle-ci inchangée, c’est-
a-dire :
VS = 13 ...,S dPJ(S) = PJ(PJ(S) _Ej)
La variation de la demande de 1’actif % suite 3 une variation additive certaine
du rendement de I’ actif j s’ écrit :

ox,

5
o9, () 'Z (U “ Jk”z > U (-)Pf(‘)%)

i=1s =1

ou encore en tenant compte de (7) et (14} :
S

ax; ox, ox,
ap; () g (apj (5) | cgrEos " %38 (S))

L’ effet de substitution compensé d’une augmentation additive certaine du rende-
ment de 1’actif j s’ écrit par conséquent :
S
. D
_ ik
= 2 US (' ) D
s=1

s
En vertu des propriétés des effets de substitution compensés des effets de richesse
future dans 1’état s, il est facile de montrer que les effets de substitution compen-
sés des effets richesse induits par une variation certaine d’un actif quelconque
sont symétriques et défini positifs :
ox, 0x; ox; dx; T
-X; = -x yk=1,..,n
ap,() TaBC) T () *B() 9

ax,

2 ox,
ap_;(') CERF o= a (S)

1. C’est un cas particulier d’un accroissement du risque au sens de Rothschild et Sti-
glitz; cf. M. Rothschild et J. Stiglitz [1970] et J. Ingersoll [1987], p. 114-124.
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dx; dx; >0 P21
() *¥IB() IR S

Lorsque le rendement de tous les actifs augmente d’un méme montant certain,
la demande compensée de 1’actif £ ne varie pas :

=0 37)

Lorsqu’il existe un actif & un rendement certain, on peut exprimer 1’effet de

richesse future en fonction de I’effet de richesse présente. Ce qui nous permet
d’écrire! :

ox, Py 9x, ox; Py 9%

-X. _— = T — X ——— ., k?ﬁ 0 38

3,00 pg(V9A " () *pp()9A 4 G8)

ox x ox ox x ox,
k%o Po""-f _ o % @6 °_1) (38
dpe () Po()"79A  dp (L) py() TTOA

On déduit de ces relations que lorsqu’ on compense la variation de 1 utilité par une
vanation de la richesse initiale, on obtient la symétrie des effets croisés de subs-
titution pour les actifs risqués mais pas pour 1’ actif sans risque. De méme, 1’effet
propre de substitution est positif pour les actifs risqués et de signe indéterminé
pour 1’actif sans risque. Pour A. Dalal, cette dissymétrie vient de ce que « dans
un modele de portefeuille un actif sans risque et un actif risqué sont qualitative-
ment différents car ce dernter a une dimension supplémentaire - le risque - qui
est absent du premier, et par conséquent il n’y a aucune raison de croire que les
fonctions de demande pour les actifs risqués et sans risque aient des propriétés
semblables » (p. 360). Il en découle également qu’ « en général aucune relation
* “de substituabilité/complémentarité dénuée d’ambiguité ne peut étre obtenue pour
une paire d’actif sans risque et risqué? ».

Notons également que dans le cas de ]’ espérance de I' utilité les effets de riches-
se future induits par une variation sans risque du rendement des actifs sont nuls
lorsque 1’aversion absolue au risque est constante.

La variation de la demande, suite & une variation multiplicative du rendement
de Pactif j, s’écrit :

ox, S D, rS ' D,
d¢, - 'Z (Us(-)l’f(s)fﬂjz 2 Uy (P (s )p_;(S)—D—J

=1 i=1ls'=1

1. Cf. (247) et (257).

2. Cf A. Dalal {1983], p. 363. En outre, la définition de la substituabilité de Dalal est
plus compliquée qu’ici puisqu’elle fait intervenir en plus du signe de I’effet croisé de subs-
titution d'un accroissement sans risque des rendements espérés le signe de 1’effet croisé
de substitution d’une augmentation de la variabilité des rendements. Cf, définition 1 et 2,
p. 361.
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ol I’on a posé arbitrairement €, égal a zéro. Il est possible de réécrire 1’équation
précédente de la fagon suivante .

)
ax;

ox, ax;
El_ej ) ,ij “ (E)pj(s) CERF-s MEE: (S))

=1

Par conséquent, I’effet de substitution compensé d’une augmentation multipli-
cative certaine du rendement de 1’actif j s°écrit :

2% i () iU’() ()2t
i = (5 ——— = — . —_—
9; | ope S=1p_, 9P;(8) | cepp.s =~ D

Les effets de substitution compensés des effets richesse induits par une variation
multiplicative du rendement du j*™ actif ne sont pas symétriques 1. 1ls sont tou-
tefois de méme signe :

signe { =— = signe | =—
aej CERF 38}. CERF
Eneffetona:
ox; D,
_ = —A p.._’ (40)
aef CERF ’D

ot ’on a utilisé les conditions du premier ordre pour un maximum (2). De la rela-
tion précédente, on déduit également les propriétés suivantes :

>0 (41)

C’est-a-dire I’effet de substitution sur la demande de 1’ actif k d’un accroissement
muitiplicatif du rendement de cet actif est positif.

n
ox;

7, =0 42)

CERF

i=
C’est-a-dire I’effet de substitution sur la demande de 1’actif k d’une méme aug-
mentation multiplicative du rendement de tous les actifs est nul.

Il est possible d’évaluer V’effet de substitution compensé a partir des effets
richesse présente et des effets bruts de substitution. On a, en effet, la relation :

ax, ax; 9x; - “3)
—_ = =———P; X;5—( pour j #
aej CERF aej 7 TT0A

1. Notons qu’on obtiendrait des effets de substitution symétriques si 1’on avait choisi
de faire varier proportionnellement tous les rendements par rapport 3 un méme actif de
référence, c’est-a-dire:

Vs=1,..8 dp;(s) = {-:'.pj(.s')
ou si I’on avait posé e prix initial de chaque actif égal a I'unité (cf. (40)).
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Dans le cas de I’espérance de I'utilité ol I’aversion absolue est constante, les
effets croisés de richesse induits par une augmentation multiplicative des rende-
ments sont nuls (sauf dans le cas de 1’actif sans risque), alors que ’effet propre
de richesse sur I’actif certain est nul.

La variation de la demande de I’ actif %, suite & la dilatation proportionnelle du
rendement de I’actif j, s’€crit lorsqu’on pose p; égal & zéro :

o0
a_x = _Z[(U () (7;(s) pJ))
s=1
Bl - Dy
+x Z 2 Uss ()i (s) (P (s) =P
ji=l.s" =1
Soit encore :
ox,
521 (p; () PJ [apj(s) JaB (S))

L effet de substitution compensé d’un accroissement du risque individuel de
I’actif j s’écrit :

ox;

—2(15() Byl

s=1

ax;
9P, | grr

. D.
= —ZU,(.) 7 () B

s=1

LA encore, les effets de substitution compensés ne sont pas symétriques . On peut
écrire en effet :

. D.
= —(1 p,--ﬁjZU_,(.)]f’* 45)

1. On aurait obtenu la symétrie des effets de substitution si 1’on avait considéré que les
rendements subissent une dilatation proportionnelle par rapport A un méme actif de réfé-
rence, ¢’est-a-dire :

Vs=1,..8 dp;(s) = p,‘(Pj(s) -ﬁj)
Dans le cas ol il existe un actif sans risque, il y a symétrie si les prix initiaux des actifs
sont unitaires et si les rendements des actifs sont égaux en moyenne (cf. A. Dalal, p. 361).
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et lorsqu’il existe un actif 2 rendement certain :
p./p. \D,
= —A p; (1 - _u]_f" (45"

D
Pour connaitre alors le signe des effets de substitution, il suffit de savoir si les
actifs j et k sont substituts ou compléments et de comparer le rendement espéré
de I’actif dont la variabilité vient d’augmenter avec celui de 1’actif sans risque.

dx;
apj

Dans le cas ol les préférences de I'investisseur peuvent €tre représentées par
une fonction d’utilité de von Neumann-Morgenstern, les effets de substitution
compensés des effets richesse s’écrivent :

ax; ~ . Dy
5 = —Cov(U' (Y),p)) =5 (46)
apj CERF b

La covariance est négative lorsque I’actif j représente un risque pour ’inves-
tisseur 1. En effet, un actif est risqué lorsque le besoin de richesse, représenté par

I’utilité marginale, éprouvé par I’investisseur étant élevé (faible) le rendement de
Pactif est faible (€levé). Si I’actif k est risqué, on aura par conséquent :

?_{f <0 47
apk CERF B

Par ailleurs, si I’ actif k est risqué et si les actifs j et k sont substituts (complé-
ments), un accroissement de la variabilité du rendement de I’actif k incite 1’in-
vestisseur A augmenter (diminuer), mutatis mutandis, 1a quantité de I’actif j. On
aen effet :

% 2(<)0 (48)
L CERF

Dans le cas ot le rendement de I’ actif & et 1"utilité marginale du portefeuille sont
corrélés positivement, I’ actif k peut étre considéré comme une couverture contre
le risque et I’accroissement de sa variabilité a pour conséquence d’augmenter,
mutatis mutandis, la demande de 1’ actif k au détriment des actifs qui lui sont subs-
tituts et d’augmenter conjointement la demande des actifs complémentaires.

Les résultats précédents généralisent ceux de J. Hadar et T. Seo ([1990],
p. 734=735) lorsque le portefeuille n’est composé que de deux actifs risqués puis-
que, dans ce cas, ils sont nécessairement substituts : 1’augmentation de la varia-
bilité d’un actif doit alors nécessairement augmenter, mutatis mutandis, la
demande de I’autre et le budget étant limit€ cette augmentation doit se faire au
détriment du premier actif.

1. Pour une définition voisine du risque individuel d’un actif, cf. R. Merton [1982],
p. 614-618.
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On peut évaluer I’effet de substitution compensé lorsqu’il existe un actif 2 ren-
dement certain. On peut en effet &crire!

= = ——px,|1-—L1 _k itk =1,..,
9P; ! cpgr ap; prJ[ Po (-)/poJaA J T (49)
ox; ;. Py/Pr 9%
— = — — l-— | —+ k=1,..., .
Pilogre 9% p‘x"( Pg(-)/po)aA Tk n (49
—_— = — 1-— + 49:1
apk CERF apk pkxk( Po(.)/po)aA xkp[}(-) ( )

oll I’on a utilisé les relations (247"), (25”") et (45).

Notons enfin que dans le cas de I’espérance de I’utilité ol I’aversion absolue
au risque est constante, les effets croisés de richesse induits par une augmentation
du risque individuel des actifs sont nuls pour les actifs risqués.

CONCLUSION

L’erreur de conception portant sur la nature des effets richesse de la majorité
des auteurs vient de la routine qu’a installée 1a méthode hicksienne de compen-
sation des effets revenu et qui a poussé les économistes A considérer comme équi-
valentes la compensation des effets de richesse et la compensation de la variation
du niveau de I'utilité. Ainsi, A. Dalal [1983], commentant certaines de ses équa-
tions, €crit (p. 358) : « les premiers termes [...] sont clairement des effets de subs-
titution puisqu’ils donnent les effets sur les variables de choix d’un changement
d’un parametre lorsque 1’ utilité espéré est maintenue constante. » Or s’il est bien
vrai que la premiére méthode implique la seconde, la réciproque est fausse : il
existe une infinité de fagons de maintenir le niveau de 1’utilité constant alors
qu’une seule permet d’annihiler les effets de richesse. Intuitivement, en effet, la
notion d’effet de richesse fait référence a 1’idée d’enrichissement ou d’appau-
vrissement. Toutefois, cet enrichissement ne porte pas nécessairement sur la for-
tune monétaire d’un individu. Ainsi, dans la théorie du portefeuille, une
augmentation du rendement d’un actif dans un état de la nature donné implique
un enrichissement sous la forme de richesse contingente 2 cet état de la nature et
non en richesse initiale ou en richesse contingente 2 un autre état de la nature.

1. L’équation (49) correspond 2 I équation (15) de Dalal qui considere également qu’el-
le est valable pour I’actif non risqué.
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