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De la lemniscate au damier analytique
Legendre et le primat de I'analyse®

Ivahn Smadja
Université Paris Diderot - Paris 7 - UMR 7219

Dans le contexte du renouveau géométrique engagé au XIXeme siecle par Monge, Poncelet
et Chasles, les remarques de Legendre portant sur la lemniscate et plus généralement sur la
représentation géométrique des transcendantes elliptiques, ont été envisagées dans une perspec-
tive neuve et intégrées a un courant de recherches qui s’y référaient comme & leur source com-
mune. Cette interprétation supposait toutefois une lecture quelque peu biaisée par I'imputation
rétrospective faite a 'auteur du Traité des fonctions elliptiques de préoccupations géométriques
qui lui étaient étrangeres. Nous nous proposons dans le présent article de montrer que ces re-
marques s’inscrivaient initialement dans un projet d’ensemble visant au contraire a consacrer le
primat de la fonction sur la courbe, en subordonnant par la-méme la représentation géométrique
des transcendantes elliptiques a leur représentation analytique.

1 Une lecture géométrique de Legendre

Dans ses Fzercices de Calcul Intégral (1811), Legendre montre, a la faveur d’une paramé-
trisation ingénieuse, que les arcs de lemniscate représentent exactement les fonctions elliptiques
de la premiere espece dans le cas ot I'angle du module est égal a 7, puis note incidemment qu’il
serait “assez curieux”! de rechercher s’il y aurait quelque autre courbe algébrique dont les arcs
représentent la fonction F' pour une autre valeur du module. Il souligne & cette occasion que la
difficulté de cette recherche tient essentiellement a la restriction aux seules courbes algébriques,
car si I’'on admettait les transcendantes les plus simples, les arcs de cercle et les logarithmes, dans
I’expression des coordonnées du point générique de la courbe, le probleme perdrait beaucoup
de son attrait puisqu’il serait alors facile de trouver la courbe répondant & la condition posée.
Dans le tome premier du Traité des fonctions elliptiques (1825) dont 1’édition reprend et enrichit
les Exercices antérieurs, Legendre interpole a cet endroit précis de son exposition, de nouveaux
développements qui répondent a cette préoccupation formulée plus d’une décennie auparavant. Il
établit ainsi qu’on peut toujours trouver une courbe algébrique du sixieme degré dont I’équation
peut étre déterminée par un procédé analytique uniforme et dont les arcs représentent une
fonction elliptique de premiere espece de module et d’amplitude quelconques. Enfin dans la
section traitant “Des quadratures” de I’appendice au deuxiéme tome du Traité (1826), Legendre
élabore une formule nouvelle permettant d’exprimer une intégrale quelconque par un arc de
courbe, dont il montre qu’elle peut étre utilisée dans un sens ou dans ’autre, pour rapporter
une quadrature a un arc ou le contraire, selon la voie qui est privilégiée pour faciliter le calcul
d’une valeur approchée des transcendantes. En appliquant cette formule & la fonction elliptique

*Classification mathématiques par sujets (2000) : 01A50, 33E05. Une partie de ce texte a été présentée
dans le Séminaire d’Histoire des Mathématiques du Centre d’histoire des sciences et des philosophies arabes et
médiévales du CNRS (22 mai 2008). Je remercie Philippe Abgrall et les responsables de la revue Oriens-Occidens
de me donner 'occasion de publier ce travail.

1[40, p. 39).



de premiere espece, Legendre retrouve ainsi la courbe du sixieme degré qu’il avait obtenue
précédemment par une méthode entierement différente et conclut qu’“il est trés remarquable
que notre nouvelle formule conduise si facilement a la solution d’un probléme que nous avons
regardé comme fort difficile, et qui parait n’admettre aucune autre solution; celui de trouver
une courbe algébrique dont les arcs représentent généralement la fonction elliptique de premiere
espece F(c, ¢)"2.

Entre 1843 et 1846, paraissent concurremment dans les journaux de Liouville et de Crelle, une
série de mémoires qui récapitulent cet enchainement de résultats de Legendre en en infléchissant
le sens de fagon a permettre la définition d’un programme de travail géométrique. Bien qu’ils
s’inserent dans des contextes nationaux différents, Joseph-Alfred Serret (1819-1885), a Paris,
William Roberts, & Dublin, et Barnaba Tortolini (1808-1874), a Rome, appartiennent a une
nouvelle génération de géometres qui regardent les liens étroits entre fonctions elliptiques et
familles de courbes comme des relations non plus d’“application” mais d’“interprétation”3,
pour autant qu’ils s’attachent a promouvoir I'indépendance de la géométrie pure par rapport a
I’analyse. Selon des approches différentes, ces trois géometres abordent ainsi un méme ensemble
de questions et reconnaissent assez rapidement la parenté de leurs recherches respectives?.

Dans son Cours de calcul différentiel et intégral de 1868, J.-A. Serret présente ’ensemble de
sa démarche dans les termes suivants.

§568. La détermination de toutes les courbes algébriques dont les arcs peuvent représenter
les fonctions elliptiques de premiére espece offre de tres-grandes difficultés, et Legendre, qui
s’est beaucoup occupé de cette recherche, n’a pu trouver aucune courbe possédant la propriété
de la lemniscate. J’ai donné, il y a plusieurs années, la solution complete du probleme, en
me bornant toutefois au cas des courbes dont les coordonnées rectilignes peuvent s’exprimer
par des fonctions rationnelles d’'une méme variable. J’ai été conduit ainsi a une infinité de
classes distinctes renfermant chacune un nombre illimité de courbes individuelles dont les
arcs représentent des intégrales elliptiques de modules différents. La discussion ultérieure des
résultats obtenus a mis en évidence deux propriétés remarquables communes a toutes les
courbes de la premiére classe, et qui peuvent servir & les définir; la théorie de ces courbes
devient dés lors indépendante des considérations analytiques qui m’ont servi & les découvrir.”

Toutefois le probleme général qui consiste a rechercher une représentation géométrique “par-
faite”% des fonctions elliptiques de premiere espece pour une valeur arbitraire du module n’émerge
que progressivement dans le travail de Serret grace a ’articulation de plusieurs motifs dont cer-
tains sont completement étrangers au type de questions que Legendre se posait. Dans une note

2[42, p. 591].

3Cf. [2, p. 198] pour une analyse d’ensemble des rapports entre algebre des fonctions elliptiques et géométrie
des courbes dans le cadre des recherches portant sur les ovales cartésiennes au XIXeme siecle.

1Des 1845, J.-A. Serret se réfere explicitement aux travaux de W. Roberts et de B. Tortolini dans Particle
qu’il consacre a la représentation géométrique des fonctions elliptiques. “Depuis la publication de mes premieres
recherches, [écrit-il] deux géometres étrangers, M. William Roberts, de Dublin, et M. Tortolini, de Rome, se
sont, occupés a diverses reprises de questions analogues; la lecture de leurs intéressants Mémoires m’a conduit a
examiner de nouveau le probleme de la représentation de la premiére transcendante, que j’avais abandonné depuis
longtemps, et dont la solution générale, si elle était possible, ne me semblait pouvoir étre due qu’au hasard” [56, p.
258]. W. Roberts remarque de son c6té “une frappante analogie” entre les résultats qu’il obtient dans la géométrie
de la sphere et “le beau théoreme de M. Alfred Serret, sur la rectification de ’ellipse de Cassini, qu'’il a publié
dans le tome VIII de ce Journal [l s’agit de la Note sur les fonctions elliptiques de premiere espece [54]]” [51, p.
304]. B. Tortolini enfin, dans son mémoire de 1846 sur la courbe de Talbot, mentionne aussi bien les résultats
de Serret sur les courbes algébriques dont les arcs représentent les fonctions elliptiques de premiere espece que
ceux de Roberts sur les courbes dérivées négatives et positives. Plus tard en tant que fondateur et responsable
de la publication des Annali di scienze matematiche e fisiche de 1850 a 1857, puis en tant que co-éditeur avec E.
Betti, F. Brioschi et A. Genocchi des Annali di matematica pura ad applicata qui prirent la suite & partir de 1858
du journal précédent qu’il avait fondé seul, Barnaba Tortolini entretint des relations suivies avec W. Roberts qui
devait publier assez régulierement dans ces deux revues italiennes.

5[58, p. 268-269)

6Cf. [56, p. 257] et [45, p. 292].



de 1843 [54], Serret commence en effet par étudier une famille de courbes nommées ellipses de
Cassini, dont la lemniscate n’est qu’un cas particulier, et qui se définissent géométriquement par
cette propriété que le produit des distances d’un point quelconque de la courbe a deux points
fixes est constant. Ces courbes dont I’équation en coordonnées polaires est

rt —2ar? cos 2t + (a* — b)) =0

ol 2a est la distance entre les deux points fixes, et b? le produit constant des distances d’un
point de la courbe & ces deux points, peuvent prendre trois formes qualitativement différentes
selon que le rapport g est inférieur, égal ou supérieur a 'unité. Si g < 1, la courbe est formée
de deux boucles fermées égales entre elles disposées de part et d’autre de 'origine. Si 2 =1, on
retrouve la lemniscate. Enfin si 2 > 1, la courbe est composée d’une seule branche plus ou moins
resserrée en son milieu selon les cas. Serret montre que toute fonction elliptique de premiere
espece, quel que soit son module, est exactement représentée par la somme ou la différence de
deux arcs de 'ellipse de Cassini, et que réciproquement, tout arc de cette courbe est exprimable
au moyen de la somme ou de la différence de deux fonctions elliptiques de premiere espéece
dont les modules sont complémentaires. Cependant dans un autre mémoire publié dans le méme
numéro du Journal de Liouville, Serret concede qu’“a la vérité, ce théoreme ne satisfait pas
completement, en ce sens qu’il faut deux arcs pour représenter une fonction elliptique”, mais
reconnait aussi que ce méme théoreme présente en revanche, a la lumiere de travaux antérieurs
sur les intégrales eulériennes, I’avantage notable d’établir “un lien géométrique remarquable entre
les fonctions elliptiques de premiere espece et les transcendantes eulériennes de seconde espece””.
Dans un article de 1842 [53], Serret avait en effet montré que ces dernieres intégrales peuvent
dans certains cas étre représentées au moyen des périmetres des courbes qui sont définies par la
propriété que le produit des distances d’un point de la courbe a m points fixes est constant, et
correspondent a I’équation générale en coordonnées polaires

(20)™

— 5 cos mt.

Dans le cas ou le parametre a est égal a I'unité, la courbe affecte m boucles fermées toutes égales
entre elles qui se réunissent en un point, comme la lemniscate est constituée de deux boucles
dans le cas particulier ou m = 2. En notant 7, le périmetre total de ces m boucles, Serret établit
la relation remarquable suivante
2(1
I (o)

T =
()

oul'(x) = fooo t*~le~tdt est I'intégrale eulérienne de seconde espece. Dans le cas particulier de la
lemniscate, le résultat de Serret permet de jeter un pont entre les fonctions elliptiques completes
de premiére espece® et les intégrales eulériennes I' (%) et T (%) Sachant que l'intégrale I (%) est
égale a la racine carrée de la circonférence d’un cercle de diametre égal a 1, 'intégrale eulérienne
r (%) s’exprime donc plus directement en fonction de la fonction elliptique de premiere espece,
car I'? (1) = \/EF(%, 7).

En premiere approche, la généralisation s’opere ainsi dans deux directions différentes, de la
lemniscate aux ovales de Cassini d’une part, et de la lemniscate aux courbes dont les arcs sont
représentables par des fonctions eulériennes de seconde espéce, d’autre part. L’étape suivante
consiste alors a chercher une généralisation plus compréhensive encore en considérant les courbes
qui sont renfermées dans I’équation
2m 2™ — b2m’

r r™ cosmt + a®™

7[55, p. 496].
8L intégrale compléte associée & la fonction elliptique de premiere espéce de module % représente en effet la
longueur d’arc d’'un quart de lemniscate.



et qui correspondent au lieu géométrique du point dont le produit des distances aux sommets
d’un polygone régulier de m cotés et de rayon a, est constant et égal a b™, les sommets du
polygone tenant lieu de foyers relativement a la courbe. La forme qu’affecte la courbe varie alors
selon que le rapport g est inférieur, égal ou supérieur a 'unité. Si 3 est compris entre 0 et 1,
la courbe est formée de m boucles fermées symétriques relativement aux rayons du polygone
régulier dont les sommets sont les m points fixes donnés, et tangentes a deux cercles concen-
triques d’équations respectives ™ = a™ + b et r" = o™ — b, Si 3 = 1, le second cercle
se concentre en un point ou les m boucles se réunissent. Enfin si g > 1, la courbe se compose
d’une seule branche fermée. En formant I’équation différentielle des trajectoires orthogonales des
courbes homofocales représentées par ’équation générale lorsque b varie de 0 & oo, Serret est
amené a étudier les relations entre deux systemes de courbes conjuguées et orthogonales, a savoir
les courbes homofocales d’une part et des courbes composées de m branches de forme hyperbo-
lique passant par les foyers communs de leurs conjuguées et présentant elles-mémes m sommets
dont le lieu géométrique est une courbe semblable & celle du premier systeme qui correspond a
la condition b = a. Dans le cas ou m = 2, les deux systeémes de courbes conjuguées et ortho-
gonales sont formés respectivement de cassinoides homofocales et d’hyperboles équilateres dont
les sommets décrivent une lemniscate. En substituant aux hyperboles équilateres, un systeme
arbitraire de coniques semblables, Serret obtient des trajectoires orthogonales plus générales
que les cassinoides dont il escompte qu’elles présentent des propriétés analogues. Envisagée dans
cette perspective élargie, la lemniscate qu’on retrouve en prenant des hyperboles équilateres
comme coniques conjuguées, promettait en effet de révéler de nouvelles propriétés. “Il était na-
turel [souligne Serret] de rechercher si les arcs de cette courbe sont susceptibles de représenter
généralement les fonctions elliptiques de premiere espece, mais 'extréme complication des cal-
culs ne m’a pas permis de m’en assurer ; toutefois I’analogie’ qui existe entre le module de la
fonction elliptique représentée par I’arc de lemniscate et celui des hyperboles que cette courbe
coupe orthogonalement, ... m’avait longtemps fait espérer de résoudre enfin completement le
probleme que je m’étais proposé.” 19

De cette propriété de la lemniscate dont la généralisation conduit aux courbes homofocales a
m foyers, Serret reconnait qu’elle “n’est sans doute pas la seule qui puisse mettre sur la voie d’une
représentation géométrique convenable des transcendantes elliptiques a amplitude et & module
quelconques ; [mais précise qu’] une pareille recherche ne saurait étre entreprise qu’apres une
étude approfondie de la lemniscate ”!. Car en effet, comme il devait I’expliquer un peu plus tard,
a ce stade “la question était loin d’étre résolue, [pour autant que] la lemniscate restait toujours
la seule courbe algébrique connue dont les coordonnées rectangulaires x et y satisfissent a une

7 . 2 \ 7’ 7
équation de la forme da? + dy? = dz 712 on I’arc de la courbe est représenté par

B \/a+ﬂz+7z2+523+ez4
une unique transcendante elliptique. La publication encouragée par Chasles des résultats relatifs

aux courbes homofocales n’avait donc d’autre but dans ’esprit de Serret que de préparer a une
telle étude a venir de la lemniscate en fournissant des théoremes “dont on pourra, ce me semble,
un jour tirer parti”!3. Comme il le dit lui-méme dans le passage cité plus haut [Cf. note 4], c’est
la lecture des travaux concomitants de W. Roberts et de B. Tortolini qui devait conduire Serret

9En appelant “module d’une section conique”, le rapport constant des distances d’un point de la courbe au foyer
et a la directrice, Serret montre que dans le cas ou m = 2, les équations des courbes conjuguées et orthogonales aux
cassinoides homofocales correspondent a deux systémes d’hyperboles équilateres distincts de modules respectifs
k et k', tels que ,%2 + 1%2 = 1, qui coincident lorsque I'on prend k = k' = v/2, et que la cassinoide associée
est alors une lemniscate dont les arcs représentent la fonction de premiere espece de module % ainsi que sa
complémentaire.

10[55, p. 499].

(55, p. 496].

12[56, p. 258].

13[55, p. 496].



a reprendre le fil des recherches sur la représentation géométrique de la fonction elliptique de
premiere espece, qu’il avait délaissées apres ces premieres explorations.

Dans la méme veine que Gudermann avant lui, W. Roberts étudie en effet dans ces années-
la la rectification des courbes produites par I'intersection d’un céone du second ordre avec une
sphere. Dans une note publiée en 1843 dans le journal de Liouville [49], il donne ainsi une
courbe sphérique dont la forme est semblable & celle de la lemniscate et dont les arcs fournissent
une représentation géométrique de la fonction elliptique de premiere espece pour un module
arbitraire'*. Puis dans un mémoire publié deux ans plus tard [51], il généralise les résultats de
Gudermann en prenant l'intersection d’une sphere et d’'un cone du second ordre dont 'un des
axes principaux passe par le centre de la sphere, quelle que soit la position du sommet du cone et
plus seulement en le situant au centre de la spheére. Par ailleurs, Roberts explore simultanément
une autre piste dans un second mémoire [50] publié la méme année dans le méme tome du jour-
nal de Liouville. En utilisant la méthode dite des podaires qui permet de déterminer une courbe
dérivée a partir d’une courbe donnée en prenant le lieu géométrique des points ou les perpendicu-
laires abaissées d’un point fixe rencontrent les tangentes a la courbe initiale, Roberts détermine
I’équation différentielle qui lie les coordonnées polaires des deux courbes ainsi corrélées. Par
itération, il forme alors une série de courbes successivement engendrées I'une a partir de 'autre,
qu’il nomme courbes positives, par opposition aux courbes mnégatives successivement obtenues
par la méthode de construction inverse consistant a chaque étape a prendre la courbe enveloppée
par les perpendiculaires menées aux extrémités des rayons vecteurs de la courbe précédente. Il
obtient alors des formules pour les éléments d’arcs pour ces deux séries de courbes et étudie
le moyen de les rectifier les unes par les autres. L’application de cette méthode de rectification
des courbes positives et négatives a l’ellipse d’abord, puis a I’hyperbole équilatere ensuite, lui
permet de retrouver certains des résultats de Legendre mais en leur conférant désormais une in-
terprétation résolument géométrique. Il démontre ainsi qu’en partant de l’ellipse comme courbe
primitive, on retrouve comme premiere courbe négative la courbe dite de Talbot!® et dont Le-
gendre, apparemment de maniere indépendante, avait aussi montré que les arcs pouvaient servir
a représenter généralement la fonction elliptique de premieére espéce a une quantité algébrique
pres; tandis que, dans le sens des courbes négatives, “les arcs de toutes les courbes négatives
s’exprimeront a 1’aide des fonctions elliptiques de la premiere et de la seconde espece seulement,
et par conséquent a I’aide des arcs d’ellipse et de la premiere dérivée négative”'6. De maniere
analogue, Roberts démontre que la rectification de toutes les courbes positives d’ordre impair
a partir de I’hyperbole équilatere ne dépend que de la premiere de la série qui est une lemnis-
cate. L’orientation de la démarche se démarque ainsi de celle qui prévalait chez Legendre, pour
autant que le recours aux fonctions elliptiques n’est qu’un moyen analytique au service de la
rectification des courbes dérivées les unes par les autres.

B. Tortolini enfin s’attache de son co6té aux applications géométriques de la méthode inverse
des tangentes et pose ce qu’il nomme le “probleme réciproque” de la rectification, qui consiste,
“supposant que ’arc d’une courbe plane soit une fonction déterminée de l’abscisse, [d] trouver
I’équation de la courbe entre les coordonnées rectangulaires x et 3”'7. Comme il le souligne lui-

MCE. [2, p. 168] sur la note de 1843, et[2, p. 173-174] sur les travaux ultérieurs de Roberts relatifs aux arcs
d’ovales et aux arcs d’ellipses.

15W.H. Talbot, membre de la société philosophique de Cambridge, fait paraitre une courte note [59], dans le
journal de Gergonne de 'année 1823-1824, dans laquelle il donne, au moyen d’une intégrale elliptique de premiere
espece, la rectification d’une courbe proposée dans le méme numéro du journal. M. Roche, capitaine d’artillerie
de la marine, avait en effet soumis au lecteur le probleme suivant : “Quelle est la courbe enveloppe de ’espace
parcouru par 'un des c6tés d’'un angle droit, dont le sommet décrit une ellipse donnée, tandis que son autre
cOté passe constamment par le centre de ellipse ? Ou, en d’autres termes, Quelle est la courbe a laquelle sont
tangentes les perpendiculaires aux extrémités de tous les diameétres d’une ellipse donnée ?” [52, p.207 ].

16150, p. 184].

17[60, p. 288].



méme ces recherches n’ont “rien de remarquable du c6té de ’analyse”'® mais ne seront peut-étre

pas tout a fait dénuées d’utilité si on les regarde du coté de la géométrie, et plus précisément de la
théorie des courbes. Dans une note des Raccolta scientifica di Roma de 1846 publiée ensuite dans
le journal de Crelle [61], Tortolini donne en particulier I’équation en coordonnées rectangulaires
de la courbe algébrique du sixieme degré qu’il attribue tantot & Talbot!?, tantot & Legendre?,
en effectuant completement le calcul d’élimination, jusqu’alors seulement esquissé?!, de facon &
exprimer les coefficients de I’équation en fonction des parametres de I'ellipse dont la courbe est
dérivée.

Encouragé a reprendre ses recherches sur la représentation géométrique des fonctions ellip-
tiques, par la lecture des mémoires de Roberts et de Tortolini, Serret suit désormais une nouvelle
piste en tirant parti d’une propriété analytique, jusque la négligée, de la lemniscate, qui ouvre la
voie a une caractérisation générale des courbes algébriques dont les arcs représentent les trans-
cendantes elliptiques de premiere espece. “La premiere idée des recherches nouvelles auxquelles
je me suis livré, et que je publie aujourd’hui, [écrit-il dans le mémoire de 1845] m’a été suggérée
par une propriété de la lemniscate, a laquelle je n’avais pas d’abord attaché une grande impor-
tance, et qui pourtant parait la seule susceptible d’une généralisation favorable. Cette propriété
de la lemniscate consiste en ce que ses coordonnées rectangulaires sont exprimables en fonc-
tion rationnelle de 'amplitude de la fonction elliptique qui représente I’arc.”?? De méme que la
lemniscate d’équation

(2 +y*)? = 20*(2? — ) = 0

peut étre paramétrisée en posant

2423 z—23
— 2z 1~ — 9z~
T a\f1+z4, y a\f1+z4,

) : Y 214 ) 2 2 _ dz A
de sorte que ’on obtienne pour 1’élément d’arc, la formule \/dz? + dy* = 2a T de méme,

dans le cas général, Serret cherche les différentes solutions que peut admettre I’équation indétermi-
née

da? + dy® = Zd2?

ou x, y, Z sont des fonctions rationnelles de z. En donnant une solution générale de ce probleme,
il montre ainsi qu’il existe un nombre illimité de courbes algébriques qu’il nomme “courbes ellip-
tiques” dont les arcs peuvent étre multipliés et divisés algébriquement, comme ’est la fonction
elliptique de premiere espece®3, et dont il propose une caractérisation purement analytique.
Dans un compte-rendu publié a la suite de ce mémoire de 1845, Liouville met ainsi en lumiere
la spécificité de la démarche de Serret.

On peut distinguer les courbes dont nous parlons [les “courbes elliptiques” de Serret], en

classes, d’apres le degré de I’équation a laquelle satisfait le carré du module. L’exemple déja
connu de la lemniscate, dont les arcs s’expriment par la fonction elliptique de premiere espece

au module \/g , se trouve bien élégamment généralisé dans la premiere classe ot 'on ren-

contre tous les modules de la forme , /77 . L’analyse de M. Serret suppose essentiellement

18[60, p. 289)].

19Ct. [62, p. 180] : “La nuova curva & del sesto ordine, ed & cognita sotto il nome di curva di Talbot : fin dal
1846 nella Raccolta scientifica di Roma, determinai per il primo ’equazione algebrica di questa curva”.

20¢f. [61, p. 90] : “Questa curva che nella sua figura ovale poco differisce dall’ellise & stata in particolar modo
considerata da Legendre (Traité des fonctions elliptiques, tom. 1, p. 36).”

2INi Legendre, ni Talbot n’avaient en effet donné I’équation de cette courbe en effectuant le calcul dont Roche
avait dés le début signalé la difficulté, cf. [52, p. 210] : “Si ’'on ne veut que construire la courbe par points, cette
élimination, qui conduirait & une équation du sixieme degré assez compliquée, ne sera point nécessaire”.

22[56, p. 258].

ZCf. [56, p. 278-279].



n entier; mais nous nous sommes assurés que les formules auxquelles elle conduit finale-
ment conservent leurs principales propriétés, lorsqu’on prend n fractionnaire. Ainsi les carrés
des modules peuvent étre des fractions proprement dites quelconques, sans que les courbes
correspondantes cessent d’étre algébriques, et d’offrir par leurs arcs une représentation des
intégrales ; seulement les valeurs de = et y ne sont plus rationnelles en z.24

La restriction imposée par cette derniére condition devait par la suite étre levée par la
définition géométrique de ces mémes “courbes elliptiques”. En approfondissant ce qu’il nomme la
théorie géométrique de la lemniscate, Serret est en effet “conduit a deux propriétés remarquables,
communes a toutes les courbes elliptiques de la premiere classe, et qui fournissent pour ces
courbes, un mode uniforme de génération d’une extréme élégance”??, lequel permet par suite de
les définir indépendamment des considérations analytiques qui les ont fait découvrir. Dans le cas

P
Fia. 1 — Le triangle mobile de Serret

d’une lemniscate de demi-distance focale CO = 1 et de demi-axe CA = /2, on peut toujours
construire un triangle OM P de sommet fixe en O et de cotés mobiles

OP =1, MP =2

car le rayon vecteur r = OM varie entre v/2 — 1 et v/2 4 1. Lorsque le point M décrit d’un
mouvement continu la lemniscate entiere, le point P décrit deux fois le cercle de rayon unité
ayant son centre en O. En remarquant que le cosinus de 'angle formé par le rayon vecteur O M
avec une droite fixe est constamment égal au cosinus de 'angle MOP — 20M P, Serret a alors
I'idée d’inverser les roles que jouent les points M et P et d’utiliser cette propriété du triangle
OMP pour en tirer la génération de la lemniscate. D’ou suit d’elle-méme la généralisation
annoncée. Si I'on considére en effet un triangle OM P tel que

OP=+n, MP=+vn+1

ol “n est un nombre entier, ou fractionnaire, ou méme incommensurable” 26

, et tel que le cosinus
de I'angle formé par le rayon vecteur OM avec une droite fixe soit désormais constamment égal
au cosinus de 'angle n.MOP — (n 4+ 1)OM P, “le point M engendrera une courbe (algébrique
si n est commensurable) dont I’arc sera une fonction elliptique du rayon vecteur, réductible au

module , /HLH, et les courbes ainsi engendrées ne sont autres que celles que j’ai désignées sous

le nom de courbes elliptiques de la premiere classe”?”. Serret parvient ainsi & une définition

24145, p. 292]

157, p. 89]

%057, p. 91].

27157, p. 91-92]. Serret tire de I’égalité des cosinus dans laquelle entrent les angles du triangle OM P, la formule
de I’élément d’arc pour la courbe, a savoir ds = \/ﬁﬁ, oun o« = MOP et k = nL_H La courbe ainsi

définie est donc bien une “courbe elliptique” de la premiere classe.



pleinement géométrique des courbes algébriques qui généralisent la lemniscate et résout ainsi le
probleme de la représentation géométrique des fonctions elliptiques de premiére espece.

Envisagés a la lumiere de ces recherches ultérieures, les travaux de Legendre ont paru
rétrospectivement pouvoir étre annexés a ce programme géométrique. En commentant les résultats
de Serret dans son Rapport sur les progrés de la géométrie (1870), Chasles par exemple souligne
ainsi explicitement ce qu’il présente comme une continuité profonde de Legendre a Serret. Apres
avoir a juste titre rappelé, comme Serret, Roberts et Tortolini avant lui, que Legendre avait
été conduit de la lemniscate a la courbe de degré six dont les arcs s’expriment par des fonc-
tions elliptiques de premiere espece de module et d’amplitude quelconques, quoiqu’augmentées
d’une quantité algébrique, Chasles ajoute toutefois que, ce faisant, “il désirait, sans oser I’espérer,
que I'on découvrit d’autres courbes algébriques qui représentassent aussi les mémes fonctions
de premiere espece”?®. Il note en outre, & propos du mémoire Sur la théorie géométrique de
la lemniscate et des courbes elliptiques de la premiére classe, qu’en donnant des définitions
géométriques des “courbes elliptiques”, Serret “complete ainsi le voeu que formait Legendre en
créant la théorie des fonctions elliptiques”??. Or non seulement aucun élément documentaire ne
permet d’étayer cette interprétation, mais un faisceau d’arguments qui s’appuient aussi bien sur
I’historiographie que sur la critique interne des textes semble au contraire devoir 'invalider.

1. En premier lieu, comme le montre un examen détaillé de sa démarche d’ensemble, Le-
gendre s’attache bien davantage a la représentation analytique des transcendantes elliptiques
ainsi ramenées a des formes normales, qu’a leur représentation géométrique, laquelle est tou-
jours secondaire et n’a qu’une valeur d’illustration.

2. En second lieu, si, comme le suggere Chasles, la caractérisation générale et exhaustive
des courbes algébriques dont les arcs s’expriment par tel ou tel type de transcendantes était la
préoccupation principale de Legendre dans ses recherches sur les fonctions elliptiques, on serait
légitimement en droit de se demander pourquoi dans le tableau général qu’il brosse des contri-
butions marquantes de ses prédécesseurs®?, Legendre ne mentionne Euler que pour ceux de ses
travaux qui s’inscrivent dans la filiation des mémoires de Fagnano sur la mesure de la lemnis-
cate, c’est-a-dire ceux qui sont publiés dans les tomes 6 et 7 de I’Académie de Saint-Petersbourg
([10], [11], [12]). Chasles remarque en effet que “le succes de M. Serret dans ses recherches sur
la représentation géométrique des fonctions elliptiques I’a engagé a revenir en quelque sorte en
arriere pour chercher aussi quelles sont les courbes algébriques dont les arcs s’expriment par des
arcs de cercle, question dont Euler s’était longtemps occupé”3!. Dans I'article auquel il est fait
allusion, Serret se référe en effet explicitement aux mémoires d’Euler contenus dans le tome 11
de I’Académie de Saint-Petersbourg, et en particulier & celui [19] dans lequel Euler montre qu’il
y a une infinité de courbes algébriques, différentes du cercle, qui sont rectifiables par des arcs
de cercle. Serret note alors que les courbes découvertes par Euler ne représentent qu’une partie
de celles auxquelles le conduit ’application de la méthode analytique générale mentionnée plus
haut, en sorte qu’il y a en effet, en I'occurrence, continuité dans le questionnement. Par ailleurs ce
mémoire d’Euler s’inscrit dans une série de mémoires qui visent a déterminer toutes les courbes
algébriques dont les arcs peuvent étre exprimés au moyen d’arcs d’ellipse, de parabole, ou plus
généralement d’une autre courbe algébrique ([16] [17] [18]). Pendant les années de rédaction du
Traité des fonctions elliptiques, Legendre ne pouvait pas avoir pris connaissance de ces mémoires
d’Euler dont la publication ne date que de 1830. Cependant, comme le souligne Krazer [33, p.

219, p. 174).
29[9, p. 175]. L’interprétation de Chasles est reprise par E. Barbin et R. Guitart dans leur étude d’ensemble sur
les ovales cartésiennes, cf. [2, p. 166] : “Legendre exhibe une courbe du sixiéme degré dont les arcs s’expriment

par des fonctions de premiere espece et souhaite que ’on découvre d’autres courbes répondant au probleme”.
30Cf. les présentations historiques dans les Ezercices de calcul intégral (1811) et dans le Traité des fonctions
elliptiques (1825), [40, p. 1-3], [41, p. 1-2].
319, p. 175).



IX] dans la préface & son édition des tomes 20 et 21 des Opera Omnia, les mémoires de 1830
reprennent en les prolongeant et en les corrigeant des recherches publiées des 1789 dans les tomes
4 et 5 des Mémoires de 1’Académie de Saint-Petersbourg ([13], [14],[15]). Le fait que Legendre
n’en fasse pas mention est donc un élément significatif qui invite a envisager avec prudence la
lecture de Chasles.

3. Reste enfin la question de I'appréciation exacte des méthodes de Legendre, et en par-
ticulier du statut, dans 'usage qui est fait de la courbe du sixieme degré, de cette quantité
algébrique complémentaire qui complique la représentation par un arc de courbe de la fonction
de premiere espece. Serret reconnait qu’on peut certes faire disparaitre cette quantité en prenant
convenablement les extrémités de ’arc, mais ne cache cependant pas que “n’étant pas nulle en
général, [elle] empéche la courbe d’offrir une représentation parfaite de la premiére transcen-
dante elliptique”2. Liouville précise a cet égard qu’“a cause des deux extrémités variables [de
Uarc de la courbe de siziéme degré], il y a, en quelque sorte, deux arcs employés, et ce n’est pas
par un élément \/dx? + dy2, mais par la différence de deux éléments, que la différentielle de la
fonction elliptique se trouve exprimée. Sous un certain point de vue, une telle représentation doit
étre regardée comme imparfaite. Nous avons, au contraire, un mode parfait de représentation
dans la lemniscate ; aussi les géometres ont-ils étudié cette courbe avec beaucoup de soin.”33.
L’interprétation de Chasles suggérerait que Legendre lui-méme aurait di avoir conscience de
I'imperfection de la solution qu’il donne au moyen de sa courbe de sixieme degré, or, comme
nous le verrons, le fait qu’il la regarde comme “absolument générale”3* laisse penser qu’il la
jugeait suffisamment satisfaisante relativement aux fins qu’il se proposait, lesquelles concernent
bien davantage 'analyse que la géométrie.

2 Représentation analytique et classification des transcendantes

Dans la perspective de Legendre, la représentation analytique prime en effet sur la représenta-
tion géométrique, pour autant que la classification des transcendantes elliptiques répond prin-
cipalement a des considérations de type algorithmique. Dans les FEzxercices de calcul intégral
comme ensuite dans le Traité des fonctions elliptiques, Legendre proceéde a une comparaison
systématique de toutes les transcendantes contenues dans la formule %,
rationnelle de z, et R la racine carrée d’un polynome en x du quatrieme degré. La classification
en trois grandes especes est le résultat de la réduction de ces expressions a la forme la plus simple
dont elles sont susceptibles. L’intégrale de la forme PTﬁlI se décompose en une partie algébrique
qu’on peut isoler par intégrations partielles, « plus un certain nombre de transcendantes, qui
sont toujours de la méme forme et de la méme nature »3°, de telle sorte qu’on obtient ainsi une

premiere forme normalisée.

ou P est une fonction

Qdo
V/1—c2sin2¢’
plus petit que I'unité, et @) sera une fonction rationnelle paire de sin ¢, laquelle contiendra
sin ¢ au méme degré que P contient .36

[...] la formule [ £2% sera transformée en une autre [ dans laquelle ¢ sera

Il importe toutefois ici de retracer comment Legendre parvient a cette premiere forme nor-
malisée en mettant notamment en lumiere les raisons pour lesquelles il en vient a reconnaitre
comme nécessaire cette condition imposant au module ¢ de ne prendre que des valeurs réelles
comprises entre zéro et I'unité. Guidé par I'analogie avec le calcul des arcs d’ellipse présenté
dans les deux mémoires de 1786 sur les intégrations par arcs d’ellipse ([37], [38]), il s’appuie,

3256, p. 257].

33145, p. 292].

34741, p. 40].

35[41, chap. I, §1. p. 4].
36141, chap. III. §7. p. 11].



dans le Mémoire sur les transcendantes elliptiques (1793), sur les méthodes de réduction de
d’Alembert et de Lagrange pour élaborer un théoréeme de représentation qui puisse valoir pour
une classe plus étendue de transcendantes, dont il reconnait de ce fait 1’homogénéité et qu’il
nomme transcendantes elliptiques.

Partant de D'intégrale [ %, Legendre commence par extraire la partie entiere de la fonction
rationnelle P en posant P = M + %, de manieére a ne plus avoir affaire qu’a des fonctions entiéres
M, N, B de z. En premier lieu, 'intégrale formée a partir de la partie entiere M peut de maniere
évidente s’exprimer comme une somme d’intégrales de la forme II*¥ = / ””k%. Legendre recourt
4 une méthode de réduction qu’il emprunte pour I’essentiel & d’Alembert®” et qui se fonde sur
'usage de formules de récurrence du type de celles qu’on obtient entre les intégrales II* & partir
du produit 2™ 3R, par différentiation puis intégration. De cette maniere, on montre en effet
par itération que I'intégrale II"™ se rameéne & une combinaison linéaire des intégrales I1°, IT! et
12, d’ou l'on tire la forme réduite i M augmentée d’une partie algébrique. Reste
alors a considérer I'intégrale formée a partir de la fonction rationnelle % qu’on peut décomposer
en plusieurs fractions partielles selon le nombre de facteurs du dénominateur, de sorte que les
termes de l'intégrale totale pourront étre représentés par des expressions générales du type
i (1%65%’ qui se ramenent enfin, grace a des formules de récurrence appropriées, a 'intégrale
de la forme [ (1+dn7xx)R' Legendre en conclut donc que lintégrale [ %, peut se décomposer en

(A+Bx+Cxz?)dx
R

trois parties principales, la premiére algébrique, la seconde de la forme [ , et la

troisiéme renfermant une ou plusieurs intégrales de la forme [ (1+d#)R’ ou le coefficient n peut
étre réel ou imaginaire.

Apres avoir ainsi dégagé cette premiere classification, Legendre opére ensuite une sorte de
changement de pied destiné a permettre “une connaissance plus précise des mémes transcen-
dantes”38. 1l reprend alors I'idée directrice que Lagrange avait suivie dans son mémoire Sur une
nouvelle méthode de calcul intégral et qui consiste a faire disparaitre les puissances impaires de
la variable sous le radical dans la différentielle %. La premiere méthode que propose Legendre
part de ’hypothese que I'on peut décomposer le polyndéme du quatrieme degré sous le radical R
en deux facteurs quadratiques réels

a+ Bz + vz + 023 +ext = (C+277m—|—0w2) (A—i—?,ua:—i—umZ),

lesquels doivent nécessairement étre de méme signe pour que le radical soit réel, par conséquent
tels que
¢+ 2nx + 2% = ()\ + 2ux + Vx2) P2,

d’ott, en posant Y = /(uy? — n)2 + (\y2 — ¢)(0 — vy?), l'on tire la substitution suivante

_mP-ntY

v 0 — vy?

dont Legendre montre qu’elle permet d’obtenir la transformation souhaitée

ou Y ne comporte que des puissances paires de y. Quoique parfaitement satisfaisante d’un
point de vue théorique, cette premiere méthode rend toutefois difficile le calcul des valeurs
approchées des transcendantes. Or cette exigence était centrale dans la perspective de Legendre.
Le projet d’ensemble qui sous-tend sa théorie des fonctions elliptiques visait en effet a étendre

37t 27, p. XLIV].
3839, p. 8].

10



I’analyse grace a de nouvelles procédures de calcul rendues possibles par I’adoption de notations
appropriées pour les transcendantes plus composées, comme on 'avait fait auparavant pour les
plus simples telles les arcs de cercle et les logarithmes. Il s’agissait donc d’élaborer ce calcul
élargi en vue de construire des tables d’intégrales elliptiques. A cet égard, la facilité des calculs
devenait un enjeu essentiel. Aussi Legendre ne s’en tient-il pas & cette premiére méthode et
envisage-t-il une piste nouvelle.
Cette méthode [i.e. celle qu’il expose en premier| est générale; cependant, comme la
valeur de x, qui doit étre substituée dans P, est un peu compliquée, il ne sera pas inutile de

faire voir qu’on peut parvenir au méme but par une substitution beaucoup plus simple, qui

consiste & faire z = pliq;, p et ¢ étant deux constantes indéterminées.3”

Cette substitution avait été suggérée par Lagrange qui ne l'avait toutefois pas retenue parce
qu’elle ne permettait pas de garantir la réalité des variables qu’impose le calcul des valeurs
approchées des intégrales.

Cette condition de la réalité des variables introduites par des substitutions n’est pas
nécessaire lorsqu’il s’agit d’intégrales exactes et absolues, parce qu'on a des moyens de faire
disparaitre ensuite les imaginaires ; mais elle devient indispensable dans les intégrations ap-
prochées, car on ne peut bien juger de la convergence d’une série, a moins que tous ses
termes ne soient réels et évalués en nombres. Sans cette considération j'aurais pu résoudre
le Probleme précédent [i.e. le probléme consistant & faire disparaitre les puissances im-
paires de lintégrale elliptique générique [ NTfi””] d’une maniere plus simple, en substituant
immédiatement plj_—q; a la place de x, et égalant ensuite & zéro les coefficients de y et de y>
dans le quinéme sous le signe radical; on trouve de cette maniere que p et ¢ sont les ra-
cines d’une équation du second degré dont les deux coefficients dépendent eux-mémes d’une
équation du troisieme ; mais quoique celle-ci ait toujours une racine réelle, on n’est pas assuré
que celle-1a ait les siennes réelles aussi, ce qui est néanmoins nécessaire pour que la nouvelle
variable y ne soit point imaginaire.*?

Legendre reprend donc exactement la substitution de Lagrange, mais il surmonte 1’obstacle
signalé par son prédécesseur en montrant qu’on peut s’assurer que les parametres p et ¢ prennent
des valeurs réelles et que par conséquent la substitution proposée préserve la réalité des variables.
En opérant la substitution x = i—qj’ dans les deux facteurs ¢ + 2nz + 022 et A\ + 2ux + vz du
polyndme sous le radical, puis en annulant les coefficients des puissances impaires de y, Legendre

obtient les deux équations suivantes

C+np+q)+6pg=0
A p(p+q)+vpg=0

dont on tire les valeurs rationnelles de p 4+ ¢ et de pg. En formant alors & partir de ces valeurs
I’équation quadratique dont p et ¢ sont les racines supposées, il apparait qu’en imposant au
discriminant la condition suivante (p + q)? — 4pqg = (p — q)?> > 0, on s’assure de la réalité des
racines. Legendre cherche donc a montrer que cette condition est vérifiée dans tous les cas, que
le polynéme du quatrieme degré sous le radical ait ou n’ait pas toutes ses racines réelles. Si 'un
des deux facteurs quadratiques, par exemple A + 2ux + vo?, comporte des racines imaginaires,
Legendre parvient & tirer I'inégalité souhaitée (p — q)? > 0 des relations entre les parametres
A, 4, v. Si au contraire le polynome sous le radical a tous ses facteurs réels, et qu’on suppose
alors que cette décomposition ne conduit pas a des valeurs réelles de p et de ¢, Legendre fait
voir qu’on peut toujours apparier autrement les facteurs réels de sorte que les deux nouvelles
combinaisons pour les facteurs quadratiques donnent des valeurs réelles pour p et q. Mais en
résolvant le probleme relatif a la réalité des variables, Legendre parvient du méme coup a faire
apparaitre deux facteurs quadratiques réels sans terme de puissance impaire.

3939, p. 9].
40134, p. 258].
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Donc par la substitution de x = pl':qy, il est toujours possible de faire disparaitre les

puissances impaires de la variable sous le radical, et en méme temps on obtient ce nouvel
avantage, que les deux facteurs, sous le nouveau radical, seront réels et de la forme f + g2,
ce qui est un point essentiel, et qu’on n’obtiendrait pas toujours par la premiere méthode.*!

Le passage aux facteurs quadratiques réels de la forme f + gy? constitue une étape décisive
parce qu’il permet & Legendre de parvenir a une représentation analytique générale des trans-
cendantes elliptiques qui s’accorde parfaitement, en le prolongeant, avec le calcul des arcs d’el-
lipse élaboré antérieurement et pour lequel il s’était limité a la considération des seuls arcs
f0¢ V1 — c2sin? ¢.d¢ d’une famille continue d’ellipses de semi-axes 1 et b = /1 —c2, o1 b et ¢
varient entre zéro et 1'unité. Pour faire apparaitre ’emboitement du particulier dans le général,
il ne restait plus alors qu’a passer a la forme trigonométrique, par un changement de variable
approprié, de sorte que I'intégrale [ % se rameéne & la formule [ Qde dans laquelle ¢ est

\/1—c2sin? ¢

une quantité réelle comprise entre zéro et I'unité et ) une fonction rationnelle paire de sin ¢ qui
contient sin ¢ au méme degré que P contient x. Puis par application des formules de récurrence
de d’Alembert & la formule [ Qdo Legendre montre qu’elle se réduit a (1) une partie

V1-c2sin2¢’
algébrique, (2) une intégrale de la forme [(A + Bsin? qﬁ)% ot A = /1 —c%sin? ¢, et (3) une
ou plusieurs parties de la forme [ %,
conques, réelles ou imaginaires. Enfin, dans une derniere étape, Legendre montre que ces deux
formes principales sont comprises dans une formule générale*?

ou les coefficients N et n ont des valeurs quel-

_/A+Bsin2<;3 do
) 14nsin?¢ A’
dont les propriétés de périodicité la rendent propre a fournir la représentation analytique unifiée
générale qui permet de circonscrire la classe entiere des transcendantes elliptiques. La quantité
H varie avec I'amplitude ¢ au sens ou elle commence et s’évanouit lorsque ¢ = 0, et il suffit de

connaitre toutes les valeurs de H de ¢ = 0 a 7, pour connaitre la valeur de cette transcendante
pour une valeur quelconque de son amplitude.

Il en est a cet égard de la fonction H comme des arcs d’ellipse, et en général des arcs de
toutes les courbes ovales composées de quatre parties égales et semblables : un arc, quelque
grand qu’il soit et renfermant, si ’on veut, plusieurs circonférences, s’exprime toujours sans
difficulté, par le quart de la courbe et une portion de ce quart. La fonction déterminée H (F)
est en quelque sorte I'unité des fonctions H, nous la désignerons par H;.*3

Dans le Traité de 1825, Legendre distingue finalement trois formes fondamentales que sont
susceptibles de prendre les transcendantes H, et justifie cette classification par des considérations
de type algorithmique :

Puisque toute intégrale désignée par f PT‘f”” se réduit a une partie algébrique, plus un
certain nombre de termes qui peuvent chacun étre assimilés a la fonction H, il s’ensuit qu’on
pourrait n’admettre, pour les intégrales dont il s’agit, qu’une seule espece de transcendantes,
représentée par la fonction H, et dans laquelle les coefficients A, B, n seraient & volonté réels
ou imaginaires. Mais pour bien pénétrer la nature de ces intégrales, et pouvoir établir entre
elles les comparaisons et les réductions dont elles sont susceptibles, il est nécessaire de diviser
la fonction H en plusieurs especes distinctes, dont les propriétés deviendront plus sensibles,
lorsqu’on les considérera chacune isolément.*

a1
[39, p. 10].

4211 suffit de prendre n = 0 dans H pour obtenir la premiére, et de prendre B = 0 pour obtenir la seconde.

4339, p. 18].

4441, chap. V. §13. p. 15].
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La fonction F est ainsi choisie comme premiere espece en raison de sa simplicité analytique. Non
seulement la fonction F' peut s’exprimer au moyen de deux arcs d’ellipse, c’est-a-dire par deux
fonctions F, et non 'inverse, “ce qui indique que la fonction F est d’une nature plus composée que
la fonction F”45, mais elle se signale en outre par le fait qu’elle permet les formules d’addition les
plus simples, puisqu’elle vérifie F(x) + F(y) = F(z) o z est une fonction algébrique explicite*®
de x et de y.

La propriété la plus remarquable des fonctions F' est qu’on peut déterminer, par des
opérations purement algébriques, une fonction égale a la somme ou a la différence de deux
autres fonctions; d’ou il suit qu’on peut déterminer algébriquement une fonction multiple,
sous-multiple ou en général qui soit dans un rapport rationnel avec une fonction donnée;
propriété que les fonctions F' partagent avec les arcs de cercle et les logarithmes, et qui a
lieu quand méme ces fonctions, considérées comme des intégrales ou des arcs de courbe,
n’auraient pas l'origine commune ¢ = 0, et commenceraient & des points quelconques.*”

Quoique les propriétés algébriques de la fonction F' généralisent celles que Fagnano [23] [24]
et Euler [10] [11] [12] avaient mises en évidence dans le cas des arcs de lemniscate, c’est une
caractéristique de ’approche de Legendre que de subordonner les secondes aux premieéres comme
le particulier au général. Mais plus encore, si la perspective adoptée vise, comme il le dit lui-
méme, a “pénétrer la nature de ces intégrales” tant grace a une notation appropriée qui en révele
les propriétés de périodicité que grace a une mise en ordre systématique des transcendantes qui
permet d’en calculer une valeur approchée, le passage de la courbe a la fonction elliptique se
présente aux yeux de Legendre comme un approfondissement.

3 Quelle représentation géométrique pour les fonctions ellip-
tiques 7

3.1 La lemniscate

Dans les Ezercices, Legendre montre qu’on peut représenter géométriquement la fonction
elliptique de premiere espece de module ¢ = % par des arcs de lemniscate. Les breves indications
qu’il donne alors et qui disparaitront dans ’édition ultérieure du Traité des fonctions elliptiques,
permettent de reconstituer le sens de sa démarche.

La Lemniscate est, comme on sait, une courbe du quatrieme ordre qui a pour équation
(22 + y*)? = a®(2? — y?). On suppose le demi-axe CA = a, 'abscisse CP = z, et 'ordonnée
PM = y, si de plus on fait la corde CM = z, on aura en fonction de z, x = gw%,

2__,2 \ 7
y = 2,/ 45>, d’ott résulte 'arc AM

—a?dz
s= | ——
N
Soit encore z = acos ¢ et ¢ = 1, on aura

S

a do a
- [ = = LF )

V2 ) J1=c2sin?¢ V2
résultat auquel on serait parvenu directement en faisant

T = al cos ¢, y:isingbcosd).

V2

4541, chap. V. §14. p. 17].

6cf. [27, p. xlv] sur la “hiérarchie de simplicité
d’addition.

Y7 Ibid.

”

entre les fonctions F' et F s’exprimant dans les formules
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Avec ces valeurs out A est toujours pris positivement, suivant notre usage, on suit la courbe
dans tout son contour, de cette maniere :

Dans le premier quart AMC, les valeurs de ¢ s’étendent, depuis ¢ = 0 jusqu’a ¢ = =
dans le second quart CN B, elles s étendent depuis ¢ = 5 jusqu’a ¢ = 7; dans le troisieme
quart BN'C, depuis ¢ = 7 jusqu’a ¢ = 2&, et enfin dans le quatrieme quart CM’A, depuis

$=23 o jusqu'a ¢ = 2.
Cela posé, si l'on fait % =1, on aura s = F(¢); mais quelle que soit la ligne qu’on

prend pour unité, on voit que les arcs de la Lemniscate jouissent de toutes les propriétés des
fonctions elliptiques de premiere espece, c’est-a-dire qu’ils peuvent étre ajoutés, retranchés
ou divisés algébriquement comme des arcs de cercle.*

Partant de I’équation de la lemniscate en coordonnées cartésiennes, Legendre considere
d’abord une paramétrisation de la courbe en fonction de la corde, et obtient ’expression de
I’arc AM mesuré a partir de 'extrémité A du grand axe lorsque la corde est prise entre les
limites CA = a et CM = z, comme dans les mémoires de Fagnano et Euler (cf. Fig. 2). Le
changement de variables qu’il retient lui permet alors d’ajuster analytiquement la valeur de ’arc
a la forme de la fonction elliptique de premiere espece

Z = acos¢

/\/fz:4 \;i//_djs-Q’
1 —35sin“¢

de sorte que ce choix semble bien davantage dicté par une exigence analytique que par des
considérations géométriques. Bien qu’il prenne soin de préciser ensuite que la courbe est bien
parcourue “dans tout son contour” comme l'impose la périodicité de la fonction de premiere
espece, la signification géométrique de la paramétrisation retenue demeure implicite dans la
présentation qu’en propose Legendre. Pour la mettre en lumiere, il faut en effet suppléer ce qui
manque au texte littéral et altérer de ce fait son organisation propre. L’équation de la lemniscate
en coordonnées polaires*?
2% = a? cos 20,

qui s’obtient immédiatement & partir de I’équation en coordonnées cartésiennes®, livrerait en
effet la teneur géométrique du changement de variable de Legendre en rendant explicite la
relation qui lie la nouvelle variable d’intégration et I’angle des coordonnées polaires

cos ¢ = Vcos 2.
A partir de la paramétrisation de la lemniscate en coordonnées polaires

T = aV cos 21. cos 1Y, Yy = aV cos 2¢. sin ¥,

on peut en effet obtenir la paramétrisation choisie par Legendre par une simple substitution

T = al cos ¢, y:isinqﬁcosqﬁ,

V2

ou A = 4/1— %sin2 ¢. Ce changement de variables permet du méme coup de garantir la
périodicité de la paramétrisation (cf. Fig. 2.). Lorsque I'angle ZACM = 9 croit de 0 a 7,

48140, ch. VII, p. 37-8].
491 ’on pose la corde CM = z et angle ZACM = 9, le point mobile M parcourt le quart de lemniscate AMC
lorsque I’angle ¢ varie de 0 & 7 (cf. Fig. 2). Pour pouvoir suivre le parcours de la lemniscate dans le sens que

choisit Legendre, nous convenons que angle ¥ croit dans le sens inverse du sens trigonométrique.
50La lemniscate de demi-grand axe a et d’équation z2 = a? cos 29, et I’hyperbole équilatere d’équation &2 —n? =
a? s’obtiennent I'une & partir de ’autre par inversion par rapport au cercle de rayon a (cf. Fig. 2), en sorte que les
points M(z,y) et Q(&,n) respectivement sur la lemniscate et ’hyperbole se correspondent si CM.CQ = a? clest-
o’z a? cos ¥ azy _ 2

a-dire en coordonnées polaires x = zcosv, y = zsin ¥ si et seulement si £ = S =T = e = a 52““9
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N v
/
CA=a
changement de variables Q
Z=acos¢ N’ CP =, PM=y,
cos ¢ = V/cos 21
9= LACM A5 B OM ==
C
paramétrisation WV N P do
T = al cos ¢ aTCAM:/ 12
0 1
y = -% sin ¢ cos ¢ V241 250" ¢
V2 /
/ / \
S / U

FiGg. 2 — La paramétrisation de Legendre

le point @) parcourt la portion allant de A a T" de la branche SAT de I’hyperbole et le point M
parcourt le premier quart AMC de la lemniscate. Par ailleurs, lorsque 1'angle 1 décroit de E{T”
a m, le point ) parcourt la portion allant de U a B de 'autre branche UBV de ’hyperbole et
le point M parcourt le second quart CN B de la lemniscate. Le point @) passe a l'infini d’une
branche de I’hyperbole a I'autre, en sorte que les deux branches AT et UB se rejoignent a l'in-
fini en un point qui correspond par inversion au point double de la lemniscate. Du point de vue
géométrique, la variation de 'angle ¥ est discontinue puisqu’on passe ainsi sans transition de 7
a %’r et de %’T a ~ et les deux domaines de variation s’aboutent I'un a l’autre avec une torsion

(cf. Fig. 3). Ce défaut de continuité justifie le changement de variables dont le sens géométrique

variation de I'angle variation de I'angle ¢
, (5) 57,5 (R)
(T) % T (R)
(5) = = ()
(1) 5 155 (U)

Fia. 3 — La teneur géométrique du changement de variables z = a cos ¢

consiste précisément & ressouder les deux parties de la lemniscate en unifiant les deux inter-
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valles de variations de I’angle polaire®! en un seul domaine de variation parcouru uniformément
dans un seul sens®?. Pour mieux cerner le sens du choix opéré par Legendre, la comparaison
avec les autres voies qui s’offraient a lui peut étre éclairante. Dans son premier mémoire sur les
méthodes d’intégration par arcs d’ellipse (1786), Legendre avait en effet proposé une rectification
de I’hyperbole qui se fondait sur la construction cissoidale de ’hyperbole équilatere®. En tirant
parti de cette possibilité, Legendre serait parvenu & une paramétrisation alternative (cf. Fig. 4).
Tracons le cercle de centre B et de rayon a puis un rayon BR faisant un angle w = ZDBR avec

T ya4
/’/
Q /
¢=2w, w=ZLDBR
changement de variables L
L a cos ¢ K N
1 +sin? ¢
A = B D
paramétrisation C
acos ¢ M’ N R
rT=—7F
1+ sin® ¢

__asingcos¢ a.do

¢
y=—""35— arcAM:/ _—
1 +sin® ¢ // 0 1—sin?¢
/ \

F1G. 4 — Une paramétrisation alternative

U

le grand axe de la lemniscate. Prolongée la droite BR coupe la premiere asymptote de I’hyper-
bole équilatere en un point K et la seconde en un point L. L’hyperbole équilatere étant le lieu
géométrique des points @ tels que BK = L@, les coordonnées du point Q(§,n) sur I'hyperbole

peuvent étre exprimées® en fonction de 'angle w,
a
&= , n = atan2w.
€os 2w

51Lorsque ¢ traverse la valeur 7 (respectivement 37") dans le sens trigonométrique direct, ¥ passe de la valeur 7
a m+ % (respectivement de la valeur ?jf a =), tandis que le signe change et par suite aussi le sens de la variation.
Les deux intervalles [", §] et [%’T, %’r] sont donc ressoudés en un seul domaine de variation grace au changement
de variables cos ¢ = v/cos 29.

52Dans la Fig. 3, on convient de représenter I'angle ¥ de telle sorte qu’il croit dans le sens inverse du sens
trigonométrique en accord avec l'orientation de la figure choisie par Legendre, mais pour I’angle ¢ qui n’a pas de
signification géométrique immédiate dans la figure de Legendre, nous adoptons le sens trigonométrique tradition-
nel.

33Cf. [37, p. 634]. Nous renvoyons & un autre article pour I’analyse de ces méthodes de Legendre en relation
avec la relecture qu’il propose des résultats de Landen.

54En premier lieu, on détermine les coordonnées des points K et L en fonction de ’angle w en prenant linter-
section de la droite BR passant par le point B(a,0) et de pente — tan w avec les deux asymptotes. On obtient ainsi

(—asinw —asinw ) of f(_asinw asinw__y ot ] condition BK = LQ permet de trouver I'expression des

cos w+sinw ’ cos w+sin w cosw—sinw’ cosw—sin w

coordonnées (£,n) de Q.
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Les coordonnées du point M (z,y) s’obtiennent alors a partir de celles du point Q(&,7n) qui lui
correspond par inversion par rapport au cercle de rayon a,

a’¢ a cos 2w a’n a sin 2w cos 2w

x: f— N =
€172 1+sin?2w 4

T 212 1+sin?2w

Lorsque w varie de 0 a m, le point M parcourt ainsi la lemniscate entiere (cf. Fig. 4). Pour des
valeurs de w comprises entre 0 et 7, le point @ parcourt la portion de A vers T' de la branche
S AT de I’hyperbole, tandis que le point M décrit le premier quart AMC de la lemniscate. Pour
des valeurs de w comprises entre 7 et 7, le point () parcourt la portion de U a B de la branche
UBYV de I’hyperbole et le point M décrit le second quart CN B de la lemniscate, etc. Si I'on
pose & présent ¢ = 2w, on trouve l'expression de I’élément d’arc®

o= ao () () o ete
de de V1 +sin? ¢
qui correspond & une intégrale elliptique de module /—1. Quoique plus transparente d’un point
de vue géométrique, dans la mesure o 'amplitude présente immédiatement un sens géométrique,
cette seconde paramétrisation conduirait toutefois a une intégrale qui ne correspondrait pas a la
forme des fonctions de premiere espece, laquelle impose que le module soit réel et compris entre
zéro et I'unité. Cette comparaison fait donc apparaitre que, selon toute vraisemblance, Legendre
est parti de la forme analytique de la fonction de premieére espece pour y adapter ensuite la
représentation géométrique, reléguant ainsi la géométrie des courbes a l'arriere-plan.

Le probleme qui consiste a rechercher, pour les fonctions elliptiques de premiere espece de
module quelconque, une représentation géométrique par arcs adéquate, ne se précise que par
étapes d’un traité a 'autre. Dans les Fzercices (1811), la question n’est soulevée qu’en passant
et Legendre ne dispose encore d’aucune solution.

Les arcs de la Lemniscate représentent les fonctions elliptiques de la premiere espece dans

le cas o1 le module ¢ = \/g = b. Il serait assez curieux de rechercher s’il y a quelque autre

courbe algébrique dont les arcs représentent la fonction F' pour une autre valeur de c¢; mais
cette recherche ne laisse pas d’étre difficile.

Elle ne présenterait aucune difficulté si on admettait les arcs de cercle et les logarithmes
dans I’expression des coordonnées.”®

Legendre donne alors la paramétrisation suivante

1 1+ csing 1 ccos ¢
x:2—clog — ), y = — arctan 2 ,

1—csing c

qu’il fagonne & partir de la forme de ’élément d’arc souhaité, de telle sorte qu’un arc s compté
depuis ¢ = 0 de la courbe transcendante ainsi décrite représenterait généralement la fonction
F(c, ¢). Dans la hiérarchisation analytique des transcendantes établie par Legendre, les fonctions
elliptiques de premiere espece viennent immédiatement apres les logarithmes et arcs de cercle.
Par conséquent, la représentation par arcs qu’il propose comme un pis-aller pour les fonctions
F' de module quelconque permettrait au moins de les exprimer en fonction de transcendantes
moins composées, quoique la question de savoir s’il est possible de les exprimer en fonction des
seules quantités algébriques demeure encore en suspens.

" . s 2 a2 .
S5Partant de z = 1i§f§2¢¢, Yy = “15:‘5?’“'320;"5, le calcul donne j—z = W et d—z = w, d’ol1 ’on
. dz \2 dy\2 _ a?(1+sin? ¢)3
tire (55)° +(35)° = "aramz gyt
56140, p. 39).
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3.2 La courbe algébrique du sixieme degré

Dans le premier tome du Traité des fonctions elliptiques (1825), Legendre détermine une
courbe algébrique satisfaisant aux conditions du probleme posé en recourant a une méthode
purement calculatoire exempte de toute considération géométrique. La paramétrisation de la
courbe en fonction de 'amplitude ¢ est ainsi obtenue régressivement a partir de relations connues
entre les fonctions E et F', de sorte que par ajustement des quantités auxiliaires [h et b], on puisse
ensuite faire disparaitre les arcs d’ellipse qui compliquaient d’abord ’expression analytique, pour
obtenir enfin une relation plus simple entre la fonction elliptique F' de module quelconque et
I’arc s de la courbe algébrique envisagée.

Considérons maintenant la courbe formée d’apres les équations
. 1 .,
r=hsing |1+ gmsm o,
1 2
y=>bhcos¢p|1+m— gmcos o,

on trouvera, en éliminant sin ¢, que I’équation de cette courbe est du sixieme degré, et qu’elle
ne contient que des puissances paires de z et de y, ce qui prouve qu’elle est partagée en quatre
parties égales, et semblables par les axes des coordonnées.

Des équations supposées, on tire par la différentiation

dx = hd cos ¢(1 + msin® ¢),
dy = —bhd¢sin ¢(1 + msin? ¢);

donc P’élément de la courbe ds = hAdg(1 4+ msin® ¢), et en intégrant

s=hE+ mh ((2c* —1)E +bF — *Asingcos o)

3c?
Pour faire disparaitre ’arc d’ellipse F, soit m = %, et ensuite h = lf’chn = 1;302, on aura
2
s=F — b—QAsin(bcowb
2
ou F(c,¢):s+b—2ASin¢cos¢.

Ainsi, on voit que la fonction F', dont le module ¢ est a volonté, pourvu qu’il soit plus
petit que \/g ou sin 45°, s’exprime par I’arc de courbe s augmenté de la quantité algébrique
g—zA sin ¢ cos ¢.°”

Legendre donne ici un échantillon des méthodes par lesquelles il se propose d’étendre les res-
sources de ’analyse en y adjoignant de nouvelles transcendantes, ici E et F', lesquelles “désignées
chacune par un caractere particulier et soumises & un algorithme convenable, pourraient étre
employées dans 'analyse & peu prés comme le sont les arcs de cercle et les logarithmes”%8.
Pour obtenir la courbe algébrique de degré six, il s’appuie en effet sur des résultats obtenus
antérieurement dans son premier mémoire sur les intégrations par arcs d’ellipse (1786) dans
lequel il avait esquissé un tel calcul des quantités E = [ Adp et F = [ 4% en s’attachant en

particulier & exprimer les intégrales du type [ A"d¢ et [ % en fonction de E et F', comme par

exemple dans les cas suivants®
do dE
bk 5 B
A “de
57[41, p. 36].
8141, p. 1].

S9Ct. [37, p. 628-629].
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1 c(1-c?)dE %, |
3. (1 _ Lo
/A o= <1 3C>E—|- 3 e + 3Asm¢cos¢)

En 1825, partant de la formule supposée pour I’élément d’arc, ds = hAd¢(1+m sin? ¢), Legendre
obtient par intégration

/hAdcz)(l + msin? ¢) = hE + ’%g” /(A — A%dg

quil transforme en combinant les formules de 1786 pour [ % et [ A3d¢ de maniere a faire
disparaitre la coefficient aux différences partielles ‘i—f. La géométrie n’a donc aucune part dans
la démarche qui conduit a l'invention de la courbe algébrique du sixieme degré dont les arcs
représentent généralement les fonctions elliptiques de premiere espece pour un module quel-
conque. Legendre n’étudie en effet les propriétés géométriques de cette courbe que dans un
second temps pour chercher & faire disparaitre la quantité algébrique A sin¢cos¢ dans l'ex-
pression de la fonction F'(c, ¢). Il montre alors en premier lieu par une comparaison des rayons
de courbure que chacun de ses quarts est enveloppé dans le quart correspondant de D’ellipse

décrite sur les mémes demi-axes CA = 1 et CB = %, avec b = /1 — 2 (cf. Fig. 5). 1 établit

B

C
Fia. 5 — La courbe algébrique de degré six de Legendre

A

ensuite que pour une valeur de 'amplitude ¢ < §, on peut toujours trouver sur le quart de

courbe BK A deux points M et N tel que I'arc intercepté M N sera égal a la fonction F'(c, ¢).
I1 remarque en effet que la quantité Asin¢cos¢ étant nulle pour les valeurs ¢ = 0 et ¢ = 7,
il y aura une valeur de ¢ pour laquelle cette quantité est un maximum. Soit K le point sur la
courbe correspondant a cette valeur ¢ = u. Par définition, a compter du point K, la quantité
A sin ¢ cos ¢ diminuera contintiment, dans le sens K M B comme dans le sens KN A depuis son
maximum en K jusqu’a la valeur zéro aux points B et A. Par conséquent, si T' est la valeur
de Asin ¢ cos ¢ au point M de 'arc BM K correspondant par exemple & ¢ = 1, il y aura sur
I’autre arc K NA un point correspondant N ot A sin ¢ cos ¢ prendra la méme valeur T'. Soit w
I’amplitude associée a ce point N. Les arcs BM et BN seront donc respectivement représentés
par les valeurs Fy + g—;Aw sint cosy et Fw + Z—;Aw sinw cosw, de sorte que “leur différence
MN aura pour valeur Fw — F1, sans addition d’aucune quantité algébrique”%’. I1 ne reste plus
alors qu’a utiliser les propriétés algébriques des fonctions F' pour substituer a cette différence
une unique fonction F¢ = Fw — Fi qui puisse étre représentée par le méme arc M N. Cette

méthode ne s’applique qu’aux modules ¢ < \/g Dans le cas de modules ¢ > \/g , Legendre
indique qu’on peut toujours se ramener au cas précédent en utilisant les échelles de modules

50741, p. 38].
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auxquelles il renvoie par anticipation. La représentation géométrique des fonctions elliptiques
de premiere espece a laquelle on parvient ainsi n’est donc générale que dans I’exacte mesure o
elle se subordonne a la représentation analytique des mémes transcendantes dont les techniques
calculatoires de Legendre permettent de moduler ’expression a I'infini selon des régles précises.

Avec cette modification, la solution que nous avons donnée doit étre regardée comme
absolument générale. Ainsi ’on pourra toujours trouver une courbe algébrique dont les arcs
représentent toute fonction F'(c, ¢) dans laquelle le module et amplitude sont pris & volonté.
Cette courbe est du sixieme degré et sa figure est composée de quatre parties égales et
semblables, concaves vers un méme centre, se rapproche beaucoup de celle de ellipse.®!

L’hybridation des représentations géométrique et analytique induite par la méthode de Legendre
ne semble donc pas poser probleme a ses yeux, ni a fortiori altérer une prétendue “perfection
géométrique” (selon l’expression de Serret et Liouville) de la représentation recherchée pour les
fonctions elliptiques de module quelconque.

3.3 La méthode générale de Legendre

Dans le tome second du Traité des fonctions elliptiques (1826), Legendre retrouve en suivant
un chemin entierement différent cette méme courbe du sixieme degré dont les arcs représentent
la fonction elliptique de premiere espece pour un module quelconque. Il obtient en effet d’abord
une formule générale qui permet d’exprimer toute intégrale proposée par un arc de courbe et
cherche ensuite naturellement a ’appliquer successivement aux trois especes d’intégrales ellip-
tiques, de maniere a ramener, dans chaque cas de figure, les quadratures a des rectifications. Dans
le contexte des lectures géométriques de Legendre du dernier tiers du XIXeme siecle, Allégret
([1]) considere que la méthode que Legendre lui-méme présente comme nouvelle dans la seconde
section de 'appendice “Des quadratures” au tome II du Traité, n’est rien d’autre que celle
qu’avait donnée avant lui Jakob Hermann dans un mémoire publié dans les Acta Eruditorum
de 1723 ([28]). Si l'on sait exprimer ’arc d’une courbe par une quadrature, le probleme inverse
qui consiste a déterminer la courbe algébrique dont l'arc équivaut a une quadrature donnée
présentait en effet davantage de difficultés. Apres avoir exposé la solution de Hermann, Allégret
envisage celle que Johann Bernoulli propose du méme probleme dans les Acta Eruditorum de
I'année suivante ([5]), et il montre non seulement qu’on peut la déduire de I’analyse de Hermann
mais aussi qu’elle conduit a des formules qui coincident avec celles établies par Legendre dans
le tome premier du Traité et déterminent ainsi la méme courbe du sixieme degré. Allégret sup-
pose pourtant, sur la foi de certains passages que nous commenterons plus loin, que Legendre
n’a vraisemblablement pas eu connaissance des travaux de ses prédécesseurs sur la rectification
des quadratures®. A défaut de mentionner le mémoire de Bernoulli de 1724, Legendre se réfere
pourtant dans ce méme appendice & un autre mémoire de Johann Bernoulli inséré dans le tome
I des Opera Omnia du mathématicien suisse parus en 1742. 1l est alors probable que Legendre
ait eu sous les yeux ’ensemble de cette édition des ceuvres en quatre volumes dont le tome II
contient précisément le mémoire de 1724 auquel Allégret confere un role déterminant dans la
reconstruction qu’il propose. Comment alors comprendre que 'auteur du Traité des fonctions
elliptiques ait pu présenter comme nouvelle la formule générale a laquelle il parvient 7 L’un des
éléments de réponse tient sans doute au fait que Legendre envisageait la réduction des quadra-
tures aux rectifications moins comme un probléme relatif la géométrie des courbes que comme un
probleme d’analyse visant a obtenir les meilleures approximations possibles des transcendantes
considérées, et sans doute l'originalité de cette approche suffisait-elle a ses yeux a conférer a la

5141, p. 40).
521, note 1, p. 151].
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méthode qu’il retrouve a partir de Bernoulli, un caractéere de nouveauté. En outre, comme nous
allons le voir, Legendre prolongeait des recherches de Bernoulli qui appartiennent a une autre
veine que celle a laquelle Allégret se réfere pour étayer son interprétation. Legendre parvient en
effet & sa formule générale en cherchant a généraliser les résultats de Bernoulli relatifs au motus
reptorius®®, qu’il utilise dans la perspective d’un calcul des transcendantes, alors qu’Allégret met
I’accent sur les méthodes qui permettent de ramener les quadratures transcendantes a des arcs
de courbes algébriques en retragant la filiation de Hermann & Bernoulli. Comme le note Prouhet
([48]) dans son Etude géométrique sur les courbes engendrées par le mouvement de reptation,
pour servir d’éclaircissement a plusieurs passages des ceuvres de Jean Bernoulli (1854), Bernoulli
considérait manifestement ces deux courants de recherche comme indépendants I'un de I'autre.
“Les (Euvres de J. Bernoulli renferment plusieurs théorémes d’une rare beauté [ceux qui se rap-
portent au mouwvement de reptation], qui exciteérent dans le temps ’admiration de Leibnitz, mais
qui, négligés, a ce qu’il parait, par leur propre inventeur, ne tarderent pas a tomber dans un oubli
presque complet”%*. Bien que Bernoulli ait consacré plusieurs mémoires & ce sujet (les art. 26,
72,74, 77 & 83 du tome I des Opera Omnia), “son dernier article sur le mouvement de reptation
(motus reptorius) est de 1709 (Lettre a Leibnitz). Cette lettre se termine par ces mots : Alia
mirabiliora in aliam occasionem refero. Mais il n’a rien paru de ces choses plus admirables dans
les (Buvres publiées du vivant de I'auteur.”% Prouhet qui, & I'instigation de Terquem, reprend
par la suite, pour les compléter, ces recherches de Bernoulli soutient, en renvoyant a I’Appendice
au tome II du Traité des fonctions elliptiques, que “Legendre est, a notre connaissance, le seul
auteur qui ait démontré les théorémes de Bernoulli”%6. 11 semble donc qu’étant parvenu & sa for-
mule générale par une autre voie que celle que suggere Allégret, Legendre ait été parfaitement
fondé a la revendiquer comme nouvelle.

Le mathématicien frangais part d’un probléeme trés général qu’il formule dans les termes
suivants.

Apres avoir traité d’un grand nombre de transcendantes que 'on peut évaluer avec plus
ou moins de facilité par les méthodes qui leur sont propres, nous allons donner les moyens de
trouver la valeur aussi approchée qu'on voudra d’une intégrale quelconque [ ydx prise entre
deux limites données, ce qui est ’'objet du probleme général des quadratures.5”

Il considere alors le cas simple, auquel les cas plus composés peuvent toujours se ramener, ol
I'intégrale Z = f ydx prise entre les limites x = 0 et x = a peut étre regardée comme une aire
située tout entiere du méme co6té de la ligne des abscisses. Il décompose alors cette aire en une
somme de trapezes en divisant la base a de l'aire en n parties égales, puis en proposant deux
manieres différentes d’exprimer les aires des trapezes constituants en fonction des ordonnées
successives y = F'(x) attachées aux points de la subdivision, il obtient deux valeurs approchées
différentes de cette méme aire, a savoir Z = aM et Z = alN. Mais pour faire connaitre le
degré d’approximation dont sont susceptibles ces valeurs approchées, Legendre fait voir ensuite
“quels sont les termes qu’il faut ajouter aux quantités aM et aN pour avoir la vraie valeur
de l'intégrale f Fdz %8 de maniére & obtenir des formules exactes qui comprennent des suites

% Dans I’étude qu'il consacre aux courbes engendrées par un tel “mouvement de reptation”, Prouhet (1854)
donne les définitions suivantes : “Définitions. 1. Lorsqu’une courbe B se meut parallélement & elle-méme et de
maniére toujours tangente a une courbe fixe A, on dit que B rampe sur A. 2. Le lieu décrit par un point quelconque
du plan de la courbe B est appelé reptoire (reptoria). ...4. L’angle formé par les normales menées aux extrémités
d’un arc de courbe est nommé I’amplitude de cet arc. ...5. Dans un mouvement de reptation, les divers points d’un
arc de la courbe rampante sont amenés successivement au contact en divers points d’un arc d’égale amplitude de
la courbe fixe. Ces deux arcs sont appelés arcs générateurs de larc correspondant de la reptoire” [48, p. 275-276].

5448, p. 274].

5548, p. 275].

%6 Ibid.

57142, p. 572].

842, p. 576].
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infinies de termes formés des coefficients différentiels de la fonction F. On obtiendra ainsi le
degré d’approximation qu’on voudra, en prenant une subdivision suffisamment fine de la base,
“ce qui permettra de réduire & un ou deux termes au plus, la correction qui doit étre ajoutée a
la valeur calculée de aM ou de aN”%. En appliquant cette technique de calcul aux intégrales
completes E'(c) et F'(c), Legendre montre alors que “I’effet de la correction est non seulement
de déterminer le nombre de décimales exactes qui se trouvent dans la valeur de M ou dans celle
de N, mais encore d’en ajouter cinq ou six de plus, ce qui donnera un résultat aussi exact qu’on
voudra, en prenant une valeur convenable de n”™0. Parvenu a ce stade, Legendre jette un pont
entre sa méthode d’approximation et I'un des théoremes que Bernoulli avait obtenus dans ses
recherches sur le motus reptorius.

§74. On trouve dans les (Euvres de Bernoulli [il s’agit d’un extrait de lettre datée du
15 avril 1709, i.e. [4]] un théoréme pour calculer par approximation le rayon du cercle égal
en circonférence a une ellipse donnée. Ce théoreme fort remarquable conduit aux mémes
valeurs de M et N que donnent les précédentes formules, en prenant pour n un terme de la
progression 2,4, 8,16, etc., ce qui permet de déterminer géométriquement toutes les quantités

V1 — ¢2sin? z dont se composent les valeurs de M et de N.

Jean Bernoulli n’a point donné la démonstration de son théoreme il a indiqué seulement
la construction géométrique qui en est la base et par laquelle on peut obtenir la valeur tres
approchée de la circonférence de toute courbe ovale, partagée comme l’ellipse, en quatre
parties égales et semblables par deux axes rectangulaires. Cette construction s’exécute au
moyen d’un mouvement continu que 'auteur appelle motus reptorius, et dont il détaille les
propriétés.

Nous avions pensé d’abord & donner ici ’analyse du théoreme de Jean Bernoulli, considéré
dans sa plus grande généralité ; mais nous avons bient6t reconnu que cette analyse deviendrait
inutile, parce que le résultat auquel elle conduit n’est qu'un cas particulier d’une proposition
générale qui sera démontrée ci-aprés d’une maniére beaucoup plus simple.”

La géométrie est donc clairement subordonnée chez Legendre a la recherche de meilleures
formules d’approximation, tant dans 'usage qu’il fait du théoreme de Bernoulli que dans la pro-
position générale qu’il en tire. L’idée directrice qui conduit alors a la nouvelle formule d’approxi-
mation consiste a exploiter les ressources d’'une méthode alternative de rectification de fagon
a exprimer d’abord la longueur d’arc AM d’une courbe arbitraire en fonction d’une certaine
intégrale, pour ensuite renverser la perspective et obtenir un moyen d’exprimer toute intégrale
proposée par un arc de courbe. Legendre commence ainsi par exprimer la longueur d’arc AM de
la courbe en fonction de coordonnées polaires et non plus de coordonnées rectangulaires. “Cet

L . . / 2 . .,
arc [écrit-il], dont 'expression ordinaire est [dxy/1 — %, peut étre exprimé par une autre

formule qui jouit de quelques avantages particuliers et que nous allons faire connaitre.””? Si
du point C, centre des coordonnées, on mene une perpendiculaire CZ & la tangente en M a
la courbe AM, on peut en effet introduire de nouvelles variables p = CZ et y = ZPCZ, a la
place des coordonnées rectangulaires CP = x et PM = y (cf. Fig. 6). A partir de I’expression
p=CZ = CM cos(u— £LMCP), on obtient par application des formules d’addition,

p=xcosu+ ysinpu,

59142, p. 576].
7042, p. 587].
142, p. 587-8).
7242, p. 588].
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F1G. 6 — La rectification de Legendre

d’ot I’on tire par différentiation et simplification™
dp .
— = ycos u — xsin p.
dp

En rapprochant ces deux dernieres équations, on obtient un systéeme qui permet d’exprimer les
coordonnées rectangulaires en fonction des coordonnées polaires, a savoir

d

x:pcosu—isinu (1)
d

yzpsinu%—ﬁcosu (2)

2
dont on tire aisément une expression alternative de I’élément d’arc ds = /dz? + dy? = dp. (p + 57’2’) ,
puis par intégration, une expression nouvelle de la longueur d’arc

d d
arc AM = /pd,u—i— @ ﬂ,
du  dp
en supposant que % est la valeur de g—p au point A a partir duquel on mesure 'arc AM. On

peut donc inversement exprimer 'intégrale en fonction de la longueur d’arc.

Cette méme formule servira a exprimer toute intégrale proposée par un arc de courbe.
En effet, on peut supposer que cette intégrale est mise sous la forme [ pdu, dans laquelle
u représente un arc de cercle indéfini dont le rayon = 1, et p une fonction de l'arc u, ou
seulement des lignes trigonométriques sin o et cos . On aura donc l'intégrale cherchée

- dp  dpo
/pd,u =5 dp + i

Quant & la courbe AM B qui correspond & cette équation, elle est facile & décrire au moyen
des équations [(1) et (2) ci-dessus] dont les seconds membres sont des fonctions connues de
I’angle v ou des lignes trigonométriques qui dépendent de cet angle; et si on élimine p de
ces deux équations, on aura, sous la forme ordinaire, I’équation entre les coordonnées x et
y de la courbe dont un arc compris entre des limites données, servira a exprimer 'intégrale

f pd,u.74
"31expression obtenue par différentiation de p = x cos j1 +y sin p se simplifie grace aux relations dx = —dssin y
et dy = dscospu, lesquelles s’obtiennent & partir de la considération du triangle infinitésimal M M’'N ayant
s
I'élément d’arc MM’ pour hypoténuse (cf. Fig. 6). L’angle u se retrouve dans ce triangle, de sorte qu’on ait
sinp = —ﬁ%l, =4 ot cosp= PN = =2,
™42, p. 589]
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Legendre applique alors successivement cette méthode générale aux trois especes d’intégrales
elliptiques. Dans le cas (1) ou l'intégrale Z = [du+/1—c? sin? u1, il retrouve le théoreme de
Fagnano sur les arcs d’ellipse dont la différence est rectifiable ([22]). Dans le cas (2) ou 'intégrale

= m il retrouve la représentation de la fonction de premiere espece de module

quelconque au moyen d’un arc de la courbe du sixieme degré augmenté d’un terme algébrique.
Enfin (3), il conclut en appliquant cette méme méthode a la fonction elliptique de troisiéme espece
II(n, ¢, p). La démarche de Legendre est donc parfaitement cohérente et conduit a retrouver des
résultats particuliers a partir d’'une méme méthode générale permettant de traiter toutes les
transcendantes elliptiques de maniére uniforme. C’est dans ce contexte que Legendre mesure
la fécondité de sa méthode générale en la rapportant au probleme anciennement posé de la
représentation géométrique des fonctions elliptiques de premiere espece de module quelconque
par des arcs de courbes algébriques.

§80. Il est tres remarquable que notre nouvelle formule conduise si facilement a la solution
d’un probléeme que nous avons regardé comme fort difficile, et qui parait n’admettre aucune
autre solution ; celui de trouver une courbe algébrique dont les arcs représentent généralement
la fonction elliptique de premiére espece F'(c, p).

En général, on voit que toutes les fois que p sera une fonction algébrique de sin i et cos p,
la courbe dont les arcs servent & exprimer l'intégrale [ pdp, sera aussi une courbe algébrique.
Ainsi la quadrature d’une courbe algébrique peut toujours se réduire a la rectification d’une
autre courbe algébrique, proposition dont I'inverse seulement était connue.”

Quoiqu’il propose incidemment une interprétation géométrique de sa méthode générale en
étudiant les relations entre les courbes rectifiables dont les arcs servent a exprimer l'intégrale pro-
posée et les courbes algébriques dont elles sont les développées (§84), la préoccupation principale
de Legendre demeure calculatoire, qu’il s’agisse de rapporter le calcul approché des quadratures
a celui des longueurs d’arcs, ou le contraire, selon les besoins du calcul.

§85. On voit, par ce qui précede, que toute quadrature proposée se réduit a la rectification
d’un arc de courbe compris entre deux points donnés, ce qui peut contribuer a simplifier la
construction géométrique d’un grand nombre de problémes; car en général on peut obtenir
plus facilement une premiere valeur approchée d’un arc de courbe dont on a I’équation que
celle d’une quadrature. Mais s’il s’agit de calculer avec beaucoup de précision la longueur
d’un arc de courbe proposé, il conviendra de revenir aux formules du § I [i.e. les formules
qui expriment la valeur des intégrales], pour déterminer l'arc s par le moyen de l'intégrale

S pdp.™

Le calcul numérique des intégrales elliptiques demeure ainsi la finalité premiére de Legendre
et les constructions géométriques se subordonnent a 1’élaboration de méthodes d’approximation.

3.4 Le primat de analyse

D’une fagon générale, dans la perspective du mathématicien frangais, 'interprétation géomé-
trique des propriétés des fonctions elliptiques ne donne pas lieu & des recherches géométriques
qui s’émanciperaient de cette tutelle de 'analyse. Lorsqu’il fait observer, par exemple, dans
les Ezxercices (1811), qu’on peut, d’apres Lagrange’’, interpréter le théoreme d’addition des
fonctions de premiere espece au moyen d’une application de la trigonométrie sphérique, il souligne
nettement le primat de I'analyse sur la construction géométrique. Si 'on construit un triangle
sphérique dont les cotés AB, AC, BC soient respectivement égaux aux amplitudes u, ¢, 9,

5[42, p. 591]
6142, p. 593]
7135, p. 135], cf. le commentaire de Christian Houzel dans [29, p. 90].
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Fia. 7 — Les triangles sphériques

lesquelles satisfont I’équation transcendante F'(¢)+ F'(v)) = F(u) (cf. Fig. 7), alors le rapport du
sinus de chaque angle au sinus du coté opposé, sera égal au module ¢ de la fonction de premiere
espece considérée. En faisant ensuite F'(u) + F(#) = F(v), on envisage un nouveau triangle
sphérique dont les propriétés suggerent la construction suivante.

Prolongez le coté AC vers E, faites CD = 6; du point D et d’un intervalle DE = p,
décrivez un arc qui rencontrera CE en E, et déterminera le second triangle CDFE, dans lequel
on aura CE = v, et le coté v satisfera & équation F(v) = F(¢) + F(¢) + F(6).

Cette construction peut étre continuée aussi loin que les limites des cotés des triangles
sphériques peuvent le permettre, c’est-a-dire tant que le grand coté n’est pas plus grand
qu'une demi-circonférence. Et il évident qu’on pourrait se servir de la méme construction
pour trouver successivement les angles @2, ¢3,04, etc., tels qu'on elit F(¢q) = 2F(d), F(¢p3) =
2F (¢2), ete. ce qui servirait a la multiplication de la fonction F. Mais, nous le répétons, ces
constructions ne peuvent s’étendre que jusqu’aux limites des triangles sphériques, tandis que
I'analyse ne connait aucune borne.”

Pour pallier ce défaut des triangles sphériques, Jacobi devait par la suite proposer une
construction géométrique plane de la multiplication des fonctions elliptiques de premiere espéce,
qui s’appuie sur les propriétés des polygones inscrits et circonscrits a un cercle ([30],[31]). On
peut en effet, a partir d’un point sur la circonférence d’un cercle donné, prolonger la tangente a
un second cercle intérieur au premier, jusqu’au point ou elle rencontre la circonférence extérieure,
et répéter ainsi la construction de traverses successives de fagon a obtenir un polygone inscrit
dans le cercle extérieur et circonscrit au cercle intérieur. Jacobi montre qu’a une configuration
donnée des deux cercles correspond une valeur du module ¢ et une valeur de la fonction ellip-
tique de premiere espece correspondante F'(c, ¢). Puis, reprenant une proposition de Poncelet, il
établit que si le polygone se ferme, le dernier sommet correspond a une amplitude de la fonction
égale a un multiple de la valeur de départ. Dans la lettre & Legendre du 23 mai 1829 ou il lui
fait part de cette nouvelle construction, Jacobi souligne explicitement ’avantage qu’elle présente
par rapport a celle de Lagrange.

Les arcs de cercle peuvent devenir plus grands que 360 degrés, de sorte que cette construc-
tion n’a point de limites, comme celle de Lagrange. On voit ainsi que la théorie générale des
polygones inscriptibles et circonscriptibles en méme temps a un cercle dépend des fonctions
elliptiques, comme celle des polygones réguliers des fonctions circulaires.”

Dans la réponse qu’il lui fait le 4 juin 1829, Legendre reconnait que la construction de
Jacobi est “fort ingénieuse”® et promet d’en faire mention dans un éventuel supplément au

8[40, p. 22]
™[44, p. 444]
80144, p. 445].

25



Traité des fonctions elliptiques. Parmi ces suppléments réunis en un troisieme tome, qui donnent
I’occasion & 'auteur d’enrichir son ouvrage de certaines des découvertes récentes d’Abel et de
Jacobi, le second est consacré a la construction géométrique de la multiplication. S’il reconnait,
apres l'avoir exposée, qu’“on résout ainsi géométriquement un probleme d’analyse qui présente
d’assez grandes difficultés”®!, Legendre utilise toutefois cette construction géométrique pour
élaborer une nouvelle méthode d’approximation qui ramene la valeur de la fonction aux tables
des fonctions completes.

Nous remarquerons encore que la construction géométrique que nous avons donnée d’apres
M. Jacobi, qui en est 'inventeur, pourrait servir a trouver la valeur approchée de toute fonc-
tion F'(c,¢), dont Pamplitude est donnée, en faisant connaitre son rapport avec la fonction
complete Flc. En effet, si 'on continue la construction des différents cotés du polygone jus-
qu’a ce qu’on trouve dans la suite des sommets Mo, M3, My, etc., un point M,, qui soit tres
pres de I'une des extrémités du diametre AB, il est visible qu’en comptant les circonvolutions
du polygone, on saura combien il y a de demi-circonférences dans ’arc 2¢,,, terminé au point
M,,. Soit m le nombre de ces demi-circonférences, on aura donc a tres peu pres 2¢,, = mm;
par conséquent, F(c, ¢,) ou nF(c,¢) = mF'cet F(c,¢) = ™ F'c, valeur plus facile & évaluer
numériquement au moyen de notre table des fonctions completes.??

Ainsi Legendre se conformait-il, dans ce cas comme dans d’autres, a I'intention annoncée,
des les premieres pages du volume, de ne présenter les résultats obtenus par d’autres que “sous le
point de vue le plus simple et le mieux coordonné & ses propres idées”33. A la différence de Chasles
qui devait proposer par la suite ([8]), pour ’addition et la soustraction des fonctions elliptiques de
premiere espece, une construction analogue a celle que Jacobi avait donnée pour la multiplication,
mais exempte toutefois des limitations qui affectaient celle de Lagrange, grace a 'utilisation
ingénieuse des propriétés des arcs de sections coniques dont la différence est rectifiable ([7]),
Legendre se montre dans ces matieres davantage préoccupé de tables numériques et de méthodes
de calcul que de géométrie. Poncelet le reconnait, fat-ce pour le déplorer, lorsqu’il fait allusion
a cet égard a ce qu’il appelle “le silence de M. Legendre”, pour autant que, dans le supplément
consacré a la construction géométrique de Jacobi, “I'illustre et vénérable fondateur de cette
nouvelle branche du calcul intégral, soucieux, avant tout, des progres de la science qu’il cultivait
avec une prédilection toute particuliere, ne jugea pas a propos de mentionner la faible part de
mérite qui pouvait revenir aux théories géométriques du Traité des propriétés projectives des
figures”®4.

4 La fonction de premiere espece et le damier analytique

Si les remarques qui précedent témoignent du souci constant chez Legendre de subordonner
la représentation géométrique des transcendantes elliptiques a leur caractérisation analytique,
le projet d’ensemble guidant 1’élaboration de la théorie des fonctions elliptiques consacre, plus
explicitement encore, le primat de la fonction sur la courbe. L’une des idées directrices de
Legendre le conduisait a ranger les diverses transcendantes dans un “ordre méthodique” en les
soumettant a un algorithme spécifique fondé sur un systéme de transformations distinguées qui
permette de passer des unes aux autres selon des rapports déterminés, de fagon a en calculer
les valeurs approchées. Le point de départ de la théorie consistait alors, comme il 'explique
lui-méme, a apercevoir tout le parti qu’on pouvait tirer & cette fin de la transformation de
Landen.

81143, p. 174].
8243, p. 177]
8343, p. vii.
8447, p. 480].
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Nous allons faire voir qu’on peut, par une loi tres simple, former une infinité de fonctions
elliptiques de premiere espece, qui different les unes des autres tant par le module que par
I'amplitude, mais qui ont la propriété fort remarquable d’étre entre elles dans des rapports
constants.??

Legendre considere les deux fonctions elliptiques de modules respectifs ¢ et ¢/

d d¢’
Peo= [ = [ %
V1—c2sin? ¢ 1 — ¢2sin? ¢/
et montre que si modules et amplitudes sont liés par certaines relations déterminées, alors les
intégrales elliptiques se correspondent par transformation, en sorte que si les deux premieres
conditions ci-dessous sont vérifiées, la troisieme 'est aussi

d= ?—fl, sin(2¢’ — ¢) = csin ¢

F(d,¢) = <P (c, ¢).

Legendre remarque qu’il n’est pas nécessaire d’ajouter une constante pour égaliser les intégrales
et que le rapport est donc constant, quelle que soit la valeur variable qu’elles prennent conjoin-
tement, ce qui fait tout le prix de la transformation de Landen.
Nous n’ajoutons point de constante, parce que les amplitudes s’évanouissent en méme
temps. On voit donc par ce résultat que les fonctions F(c',¢') et F(c, ¢) seront entre elles
dans un rapport constant, quelles que soient les amplitudes ¢ et ¢’ pourvu qu’elles soient
liées entre elles par ’équation sin(2¢’ — ¢) = csin ¢.%6
Legendre montre alors qu’on peut construire une échelle de modules par itération de trans-
formations de ce type :

Concevons maintenant qu’a partir du terme donné ¢, on forme une suite infinie de modules
c, c,c’, ", etc. d’apres la loi

o 2\/E = 2\/g = 2vc’
14+¢’ 14+¢’ 14+¢"’

c etc.

Cette suite de modules qui est continuellement croissante, aura pour limite 'unité, et attein-
dra sensiblement cette limite au bout d’un assez petit nombre de termes. (...)

Soit ensuite ¢, ¢', ¢, ¢, etc. la série des amplitudes qui se déduisent chacune de la
précédente par les formules

sin(2¢’ — ¢) = csin ¢,
sin(2¢” — ¢') = ¢’ sin ¢/,
Sin(2¢/// _ ¢//) — c// Sin ¢//,

etc.

on formera de cette maniére une suite infinie de fonctions de premiere espece F'(c, ¢), F (¢, ¢'),
F(",¢"), F(",¢"), etc. entre lesquelles on aura les équations

1+c¢
F(C/v¢/) = 2 F(C7 ¢)7
1 / 1 1 /
F(,¢") = =SSR ¢) = 222 F(e,0),
1 /! 1 1 / 1 /!
F(CI/I7Q5I/I) _ ‘;C F(C/17¢,/) _ ;r‘C -|2-C -;C F(C, ¢)7

85140, §58, p. 81], [41, chap. XVII, §. 61. p. 79].
86140, §58, p. 82], [41, chap. XVII, §. 61. p. 80].
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d’ott il suit que deux quelconques de ces fonctions sont toujours entre elles dans un rapport
constant pour toutes les valeurs des amplitudes correspondantes.?”

La transformation de Landen permet ainsi de constituer une premiere échelle de modules
grace a laquelle n'importe quelle fonction de premieére espece peut étre ramenée a une autre
de module arbitrairement petit ou arbitrairement grand, dans les limites de I'intervalle compris
entre zéro et 'unité. La série infinie des modules ¢, comme celle des compléments de modules
b = 1 — ¢, prolongée dans un sens comme dans 'autre, tend en effet d’un coté vers la valeur
1 de Pautre vers la valeur 0. Les échelles de modules peuvent alors étre mises & profit pour
I’élaboration de méthodes d’approximation perfectionnées.

Entre I’édition des Ezercices de calcul intégral et celle du Traité des Fonctions Elliptiques,
Legendre découvre une autre transformation remarquable qui permet d’élaborer une seconde
échelle de modules®®, laquelle complete la premiere de maniere & former un systéme & deux
dimensions que Legendre représente sous la forme d’une table ou d’un damier.

En vertu de la premiere échelle de modules toute fonction de premiere espece F'(c, @),
dont le module et ’amplitude sont donnés, peut étre transformée en une autre dont le module
sera pris & volonté dans la suite infinie ..., c%°c?, ¢, c/,c”, ..., formée suivant une loi connue
d’apres le module primitif c¢. En vertu de la seconde échelle des modules, la méme fonction
peut étre transformée semblablement, de sorte que son module soit un terme quelconque de
la suite ..., co0, Co, ¢, C, C,, ... formée suivant une autre loi d’apres le méme module primitif
c; et nous avons remarqué que ces deux suites ne peuvent avoir aucun autre terme commun.

Imaginons que ces deux lignes de modules soient disposées a angles droits, leur point
d’intersection étant le lieu du module primitif ¢; et supposons que les différents termes de
chaque suite soient placés a des intervalles égaux sur leur ligne respective. Si I'on considere
un terme quelconque de la premiére ligne (que nous supposerons horizontale) par exemple
c’, on pourra par le point correspondant faire passer une ligne verticale, dans laquelle on
placera, toujours a des intervalles égaux, les différents termes de la série calculée suivant la
loi de la seconde échelle, d’apres le module primitif ¢”. De cette construction répétée pour
chaque terme de la suite horizontale, résulte le tableau suivant [cf. Fig. 8], formant une sorte
de damier dont les dimensions sont indéfinies et qui contient dans ses cases tous les modules
déduits du module primitif ¢.%?

On montre effet que les transformations opérées successivement selon la premiere et la seconde
des échelles de modules conduisent au méme résultat, quel que soit ’ordre dans lequel elles sont
effectuées. En partant d’'un module déterminé c, il équivalent de passer au module ¢ par les
formules de la premiere échelle puis au module ¢” par celles de la seconde échelle, ou bien de

00
passer d’abord au module ¢,,, puis au module /.

(...) cette seconde échelle combinée avec la premiere donne lieu & la formation d’une sorte
de damier analytique, dont les cases correspondent aux transformations infiniment multipliées
que peut subir la plus simple des fonctions elliptiques, sans cesser d’étre semblable a elle-

Ame 90
méme.

Dans un autre passage du Traité ou il envisage les propriétés de la lemniscate a la lumiere
de celles de la fonction de premiere espece, Legendre recourt a des formulations analogues pour
caractériser 'identité de la fonction sous-jacente aux diverses transcendantes en lesquelles elle
est supposée s’exprimer.

[Fagnano] démontra en méme temps que la courbe nommée lemniscate jouit de cette
singuliere propriété, que ses arcs peuvent étre multipliés ou divisés algébriquement, comme

87140, §59, p. 82-83], [41, chap. XVII, §. 62. p. 80].

88 [41, chap. XXXI]. C. G. Jacobi devait par la suite montrer, & partir de principes différents, qu’on peut associer
une échelle de modules & chaque nombre premier, et que les deux échelles de modules de Legendre correspondent
respectivement aux nombres 2 et 3.

89141, Addition au chap. XXXI, §261, p. 325-326].

90141, Avertissement, p. v-vi).
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les arcs de cercle, quoique chacun d’eux soit une transcendante d’un ordre supérieur ; c’est le
premier exemple ou 1’on ait montré I'usage de la plus simple des fonctions elliptiques, qui est
en quelque sorte la régulatrice de toutes les autres et qui peut se transformer d’une infinité
de manieres sans cesser d’étre semblable & elle-méme.”"
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Fia. 8 — Le damier analytique de Legendre

Dans la perspective du mathématicien francais, les transcendantes elliptiques prennent donc
le pas sur les arcs de courbes comme les entités propres dont traite l’analyse et dont les
courbes fournissent seulement une représentation par ajustement des parametres. Les formula-
tions que Legendre choisit d’employer dans ce contexte et qu’il reprend en plusieurs occurrences,
témoignent d’une volonté explicite de reconnaitre I’émergence d’un nouvel objet, la fonction de
premiere espece, laquelle reparait de case en case dans ’ensemble du damier analytique, toujours
semblable a elle-méme a travers ses multiples avatars. Il est a cet égard caractéristique qu’ainsi
soucieux de faire droit a la fonction, Legendre se réfere a la formule méme a laquelle Jakob
Bernoulli avait eu recours, dans un autre contexte, a propos de la spirale logarithmique.

C’est sans doute un résultat trés remarquable que cette multitude infinie de transfor-
mations qu'on peut faire subir & la méme fonction F(c, ), sans changer sa nature et en
conservant le méme rapport entre la fonction et sa transformée pour toutes les valeurs de
l’amplitude ; on chercherait vainement dans la variété infinie des transcendantes un second
exemple d'une fonction qui se reproduirait sous tant de formes différentes et & laquelle on
pourrait appliquer plus justement qu’a la spirale logarithmique, la devise que lui avait donnée
Jacques Bernoulli : Mutata eadem resurgit.”?

Bernoulli avait en effet remarqué que la développée de la spirale logarithmique, ainsi que ses caus-
tiques par réflexion et par réfraction, si 'on place une source lumineuse dans I’ceil de la spirale,
sont elles aussi des spirales logarithmiques?. Cette propriété “aussi singuliere qu’étonnante”

o141, p. 2].
92[41, Addition au chap. XXXI, §261, p. 326-327].
93CE. [46, p. 454].
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[tam singularem tamque admirabilem| I'incite, dans le dernier paragraphe de son mémoire de
1692, a souhaiter, a I'instar d’Archimede, faire de la devise Fadem numero mutata resurget son
épitaphe®, exprimant ainsi “son espoir en la résurrection de la chair”®. Ces relations de si-
militude et d’identité dont la lemniscate devient ’embleme aux yeux de Bernoulli, renvoient
explicitement sous sa plume au mystere de la Trinité. Ainsi André Weil souligne-t-il les fortes
connotations théologiques que comporte la formule de Bernoulli, comme en témoigne, dans le
passage mentionné, 1'usage du mot grec 8u001§m0§ “la savoir] “de méme essence” (consub-
stantialis), [qui est] le mot qui désigne dans le Credo, la relation entre les trois personnes de
la Trinité, par opposition au mot (déclaré hérétique) (C),uowzjabog, “d’essence semblable”.”%6 On
remarquera que cette filiation textuelle qui n’est pas sans évoquer la loi des trois états d’Auguste
Comte, fait succéder la métaphysique a la théologie et la science a la métaphysique, par un pro-
cessus de laicisation progressive. Si a I’évidence, dans I'usage que Legendre fait de la citation de
Bernoulli, toute signification théologique a disparu, la référence a une “nature” de la fonction
qui serait comme telle distincte des transcendantes particulieres issues de la considération des
courbes, marque toutefois de maniere significative le primat de ’analyse sur la géométrie.
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