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Résumeé

La présente note a pour objet de présenter un dadnealisé de I'optimisation de la
maintenance d’'une voie, la maintenance en questiomportant d’'une part des opérations
continues d’entretien courant et d'autre part, teriralles espacés, des opérations de
régénération de l'infrastructure. On supposerdra fgirincipal qu’on est en avenir certain, et
dans certains cas on explorera aussi la situationedtitude. On en déduira également une
expression du codt marginal de maintenance qui cemdpcomme cas particulier emboité le
résultat routier de Newbery (1988a, 1988b). On gsepa enfin des spécifications pour
I'’économétrie des colts d’entretien utilisablessddes travaux empiriques en cours avec une
base de données sur le réseau ferroviaire fradegl999.

Abstract

This paper proposes a formalized framework for jbmt economic optimization of
continuous maintenance and periodic regeneratitivitees often required for instance for
transport infrastructure. Derivations are prindpahade under certainty assumptions but
some variants address uncertainty conditions. Aeggnexpression for the marginal
maintenance cost nests Newbery’s result derived waiads in mind (1988a, 1988b). Some
implications for the econometric formulation of mi@nance cost functions are considered for
use in ongoing empirical work with a French raitwerk database for 1999.
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1. Introduction *

La présente note a pour objet de présenter un dadnealisé de I'optimisation de la
maintenance d’une voie, la maintenance en questomportant d’'une part des opérations
continues d’entretien courant et d'autre part, teriralles espacés, des opérations de
régénération de l'infrastructure. On supposerdra firincipal qu’'on est en avenir certain, et
dans certains cas on explorera aussi la situationedtitude. On en déduira également une
expression du codt marginal de maintenance et apogera des spécifications pour
I’économétrie des codts d’entretien.

L’optimisation de I'entretien d’une infrastructuaefait I'objet d’'un grand nombre de travaux.
Mais la majorité de ceux-ci se rattachent a laeetdie opérationnelle ; ils visent a fournir des
logiciels de gestion indiquant par exemple a paeiquelles valeurs de certains parametres il
convient de procéder a une régénération, ou de ioemlplusieurs opérations différentes
d’entretien. D’autres, également nombreux, conaggri@onométrie des codts d’entretien, et
visent a expliquer la fonction de colt du géranbfdistructure. Mais les analyses de la
maintenance tournées vers ses propriétés éconcsnsquit rares ; la note jointe ne peut pas
étre rattachée a une littérature voluminéudes travaux les plus proches sont ceux de
Newbery, par exemple Newbery (1988a, 1988b). Gmluanalyse la situation d'une
infrastructure routiere dont la qualité de sengeedégrade au fur et a mesure du passage des
essieux ; au bout d'un intervalle de temps dontpent déterminer la durée optimale, la
chaussée est régénéree et retrouve sa qualitérdeesaitiale ; le résultat fondamental
auquel l'auteur aboutit est que, dans la situatiom réseau stationnaire (trafic constant sur
toutes les routes, durées de vie des routes dauésgformément réparties dans le temps), la
dépense de régénération optimale est égale addeapi serait obtenue d’une tarification au
colt marginal des usagers de la route.

La différence avec les situations objets du présexie est que, pour Newberry, il n’y a pas
d’entretien courant, ou que tout au moins cet @etreourant n’influe pas sur la qualité de la
chaussée. La présente note étudie la situatiomantretien courant influe sur la qualité de
service de l'infrastructure. Alors I'optimisatioreda durée de vie entre deux régénérations
doit étre menée conjointement avec celle de I'éetireannuel. Les résultats auxquels on
aboutit sont moins simples. lls montrent cependaetle taux de recouvrement des dépenses
qui serait issu d’'une tarification au colt margieat inférieur a un. lls permettent aussi de
faire apparaitre la maniéere dont les colts d'eéetmedt les durées inter-régénérations varient
avec les principaux parametres tels que niveatafie,ttaux d’intérét, efficacité de I'entretien
ou le coefficient de restriction des crédits. ll®mrent enfin que les expressions du codt
marginal d’entretien que I'on considere habituekemne traduisent pas le vrai colt collectif
de la maintenance, et suggérent des formulatiarssquinformes a I'analyse économique.

On présentera d’abord un cadre général d’optintisatnais ce cadre général ne permet de
déduire gu’'un tres petit nombre de résultats. @eladuira a donner aux fonctions qui

interviennent dans l'optimisation des spécificasioplus précises pour aboutir a des
conclusions opérationnelles.

! Les auteurs remercient Bernard Caillaud et Maithle Lapparent de leurs commentaires sur une premié
version de ce texte.

2 La modélisation probabiliste du choix entre ef¢reet remplacement d’un équipement de durée Jeria
I'occurrence le moteur d’un autobus en service {(RL887), en est un exemple.
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2. Le cas général

Considérons une infrastructure qui supporte unctidd densitég(t) a chaque instart. Ce

trafic crée des dommages a linfrastructure, donmesaguxquels il peut étre remeédié par des
dépenses d’entretien courant dont le montant esi, pn intervalle de tempdt, u(t)dt, et

par une régeénération qui colti® et restaure I'état initial de l'infrastructure. tEn la
t

précédente régénération et l'instanke cumul des dépenses d’entretien Egt) :J'u(v) dv.
0

La qualité de service offerte par l'infrastructest, a chaque instaptS(1), et elle varie dans

le temps selon une relation qui fait intervenirdigpense d’entretien, la densité du trafic et
I'état de la qualité de service. On I'écrira song forme assez générale :

d(9=qu) X (q)), % xc

La formulation f (q(t)) permet d’englober sous la méme écriture difféesi@ecifications
pour les conséquences du trafic sur la dégraddtola chaussée : par exemple seul le trafic
de l'instantt a un effet sur la variation de qualité de sergaters : f @ ¢))=q) ; ou encore,
'effet provient du cumul de trafic depuis la démd régénération (alors:

t
f(q(t) = f(J' g(t)df)) ; on peut aussi prendre une moyenne pondérétafes passés (par
0

t
exemple : f(q(t)) = f(J' q(u) € d). Dans la suite, on s’attachera a la situation a@u |
0

qualité de service dépend du trafic cumulé et @pssera en outre que la densité de trafic est
constante g t( ¥ g et doncf (q(t)) = f(qt), et que la fonctioh est croissante.

L’optimisation porte sur la chaine des séquence=igeuvellement, et la fonction a optimiser
est la somme actualisée des services rendus pdrasiructure (produit du trafic par la
valorisation de la qualité de service dont il bé&niéf et des dépenses de maintenance,
composeées de l'entretien courartu(t)dt pour chaque duréd— et de la dépense de

régénération qui intervient a des instahtslesquels, en raison de la stationnarité du trafic
sont espacés régulierement. La fonction a maxinsigerit :

T . ) 1. 1
MaX{{JE ex+af) & dt D& ——F = MeX Qui F 08—

u(t),T

Pour le résoudre on va d’abord, a durée delviennée, trouver I'entretien couramft) qui
maximiselJ (u(t), T) . Puis on maximisera I'expression ainsi trouvéerppport ar.

2.1. Définition de la politique d’entretien optimal e a durée de vie
donnée

Maximiser J(u(t), T) & T donné est un probléme classique de programmajioandique. A
la fonction a optimiser, s’adjoint I'équation quéfchit la maniére donS(t) varie dans le
temps :

dS(9=Qqu) X3, (q)), ) Xc;oulsut)sM.



On supposera en effet que la fonction a trouué), est bornée inférieurement gafon ne
peut pas faire d’entretien négatif) et supérieurgnpar une valeuM (par exemple pour des
contraintes de temps, on ne peut pas dépasser nramhae travaux d’entretien par unité de
temps. La solution passe par la maximisation du ikiamnen H en fonction du contréleuw(t)

et en introduisant la fonction dualf) :

MaxH=Max[-¢X+ q)x 8)} &+ yc
On y adjoint I'autre relation classique:
H.+y(t) =0.
L’ensemble de ces relations conduit a des équatdféentielles permettant de déterminer

les fonctions u(t), y(t) et R(t). Les solutions énieures (O<u(t)<M) veérifient, pour la
maximisation de H par rapporta u :

-+ y(t)a—G =0.
ou
Notons que, pout=T, on a (condition de transversalitgfT)=0, donc la solution de la
maximisation précédente n’est pas intérieure, et d¢T)=0. La seconde relation donne:
i 0G
—ge ' + - =
ge 4 3S 0.
Une fois gqu’on a déterminé la politique d’entretagtimale entrd® et T, on en déduit d’abord

la valeur del, qui dépend dé& : J(T).

2.2. Codt marginal social et colt marginal du géran  t d’infrastructure

On en déduit ensuite le colt marginal a I'instardonné par la variation dérésultant de
'augmentation du trafic de I'instar a politique d’entretien inchangée. Cette variation
correspond a la réduction de la qualité de serpimer les années ultérieures jusqu’a la
régénération. Son expression se déduit de la tdéfindieS(t) par sa dérivée :

d3(9=Qqu) X} &% (e xc .

Lorsque er®, g augmente deéq, a tous les instants ultérieurs, la fonctif{t) augmente de :

5t = f(qt+00) - f(qt)=1%6c(e),
q

et la fonctionS(t)devient :
S(t)+oS(t)=h(u(t), S(t)+dS(t),f(q(t+a/q),t)).

Du rapportdS(1)/d (6), on déduitsd et le colit marginal efi:
Cml)=-0J=-
La recette annuelle (constante au cours des a& o la tarification au colt marginal d’'un

réseau en état stationnaire (c'est-a-dire ou lartiipn des ages des sections eftet T est
uniforme) sera :

R:q]cme) @.

Quant a la dépense annuelle, elle aussi constllgest :

)
M =D+ju(t)dt.
0



2.3. Détermination de la durée de vie optimale d'un e régénération
Ayant déterminé)(T) par les procédures précédentes, on en déduitrée diptimale inter-
régénération3 qui obéit a la relation :
(J(T)-De')

1-¢m

MTax M(T) =
La dérivée premiére dd(T) est :
0=jD+J'(1-€")-jJ.
Or, puisque u(T)=0:

J=HM=axDe".
En outre :

IM=[l-uy+agy & d
Donc :

D=[I-u) +ag )] &* d(1- &) oS T E.

Notons que la considération du colt de régénéraimrchange pas I'expression du codt

marginal précédemment dégagée. En effet le cakeuhd/ariation de la qualité de service

résultant du trafic supplémentaire doit étre faitpdlitique de maintenance constante,
englobant a la fois I'entretien courant et la ragétion. Une autre maniere de le dire est de
considérer que, lorsque le trafic de l'instd@ugmente, la date de régénération change certes,
mais comme cette date est optimale, son changamenitaine, au second ordre pres, aucun
changement dans le codt collectif incluant le qodtir les usagers et celui pour le gérant

d’infrastructure ; c’est une application du théoeede I'enveloppe.

On peut des relations précédentes, déduire le denariation deT lorsqueD augmente :
dans la mesure ou la valeur Galéterminée par la relation précédente est un marinhes
deux variables évoluent dans le méme sens.



3. Cinq cas particuliers

Il est difficle de déduire des résultats signifitma partir des spécifications trés larges

précédentes. Pour y arriver, il faut spécifierf@sctions. On analysera ci-dessous différentes
spécifications, choisies pour leur vraisemblanodn&ue et pour leur facilité de traitement

algébrique et qui sont chacune plus propres aéesappements sur tel ou tel point d’'intérét,

et en méme temps permettent d’illustrer la variées comportements des trajectoires
optimales. Elles different par la maniere dontdefinie la perte de qualité de service et sa
dépendance a I'’égard des dépenses d’entretienvetigime de trafic.

Dans tous les cas, on sépare |'effet, positif, eetiletien couranti(t) et celui, négatif, de la
dégradation du trafic :

S=dat X ]
Spécification [dX u(t) , OUX(t) représente I'entretien cumulé ;
dt

1ére

. J=11-u(t) = bge’s91 et
2°MeSpécification|: JI-u(9 - bge”*]

dS() = au)- f( g}
3°Me Spécification %#Sb -Sla@x- € df|;

4°Me Spécification %:a(sb— 9@ {af;

5°Me Spécification ‘3—? = f (qt) log(au(t))|.

Dans ces relationsa est un parametre numériqgue qui mesure l'efficaditthe dépense
unitaire d’entretien courani(t), b et A sont d’autres parameétres liés a la sensibilitéade |
qualité de service dans l'utilité des usager§e8s(0) est la qualité de service juste apres la
régénération, supposée étre la meilleure qualitésatgice possible, ce qui signifie que
S(t)< S(0)

3.1. La 1°* spécification : phases et colit marginal d’entretie  n
S’agissant de la premiere spécification, le Hami#a s’écrit :

H=[-u()+aS qf X })] & + vyl

et sa maximisation par rapporti&st équivalente a celle de :

u-e " + y9].

Trois cas se présentent selon que la solution &siaare a l'intervalled-M ou a une de ses
extrémités, correspondant chacune a une phasedgeletoire.



A. Formulation des trois phases
+ Phase A:y(t)-€e" <0.
Alors u(t)=0, etX(t) est constant.

De H, +§/:O,ontire:

y=-aS(qt %) &",
Xo étant la valeur d¥ pour un instanty quelconque de la phase.
D’ou 'on tire y(t).
+ Phase B :y(t)-€e" >0.
Alors u(t)=M et X(t) = X(t,) + M(t—1,), relation dans laquellg est un instant
guelconque de cette phase.

De HX+£/:O, on tire :

y=-aS(at %+ Mt f)) &
e PhaseCyt(¥e.

Alors u(t) est déterminé pa, + y =0,
équation qui fournit directement la foncti¥t) : qS, (gt X())—- j=0
d’ou on tireu(t), dérivée deX(t).

A partir de la, on peut décrire I'évolution du syse entred et T ; il est commode pour cela
de dérouler le temps a rebours. A linstantla fin de la période, on a, en raison des
conditions de transversalité :

y(T)=0.

On est donc dans la phase A, ou I'entretiéh) est nul. Quand on remonte le temps, il y a
alors deux possibilités :

- soit on reste constamment dans cette phase, cseqtiaduit par le fait qug(t)
satisfait la condition d’inégalité correspondantg(t)—e " <0. Alors la politique

optimale d’entretien consiste a ne pas faire datigin courant, et a régénérer
périodiquement. C’est la situation étudiée par Newt§1988b) ;

- soit & un certain instarit on a: y(t)—e " =0. Alors on entre dans la phase C ou

0 < u(t) < M. La qualité de service suit une trajectd) obeissant aux équations de
la phase C. Quand ensuite on se rapproche deabinsbitial t=0, plusieurs cas

pourraient se présenter selon la maniere dont Hitgude service fournie par la
régénération précédent&(0) se compare &5(t); mais on a exclu le cas ou
S(0)< S(t); alors a un certain instant on entre de nouveans da phase A ou

I'entretien annueli(t) est nul.

Cette derniere situation correspond a la pratiqgguiente de l'entretien ou durant une
certaine période de quelques mois a quelques ampées une régeneération I'entretien est,
sinon annulé, au moins allégé. De méme la situabidnun peu avant la régénération,
I'entretien annuel est égal a 0 correspond a uaBqoie fréequente des politiques d’entretien
usuelles ou peu de temps avant la régénératioa dliégement des opérations d’entretien.



B. Codt marginal d’entretien
On calcule le colt marginal d’entretien :

cm(g) = —] a$ & d.

Ce codt marginal prend une expression particuliares le cas ou la politique optimale est de
maintenir la qualité de service constante dan€tage, en général la plus longue, ou I'on est
dans la phase C. Alors, si on suppose négligeabbpucse passe aux deux extrémités de la
phase C, le long de la trajectoire optimale :

dS= § dx § d@O.

Or la variation de lorsque le trafic augmente de|(¢) peut s’écrire :
T
0J=[[-ou)+d S Qr $5 X ¥ ¢
g

donc :
.

o = j —ou(te ™ dt,
g
et le colt marginal a I'instaitest 'opposé déJ soit, actualisé a l'instardt:

cm(g) = ég'T[O_L()éjt d.

Le codt marginal a I'instar® est donc la somme actualisée des suppléments pngEs
d’entretien futures occasionnées par le trafic mmatca I'instantd. Cette expression est bien
différente de celle habituellement admise. Notogalegment que la tarification au colt
marginal ne doit pas inclure d’élément correspohdda régénération.

3.2. La 2°™ spécification
On ne détaillera pas les calculs dans le cas ddelxieme spécification : on esquissera
simplement leur déroulement par référence au cds2gdent. En suivant la méme démarche

que précédemment, on maximis@)[ay ) — €], ce qui permet d’identifier les trois phases
précédentes.

A. Nouvelle identification des trois phases
« Phase A:ay ( x e”, alorsu(t)=0 et,

par la relationHg + y =0, on peut déterminey(t), S(t) etu(t).
« PhaseBay t{( » e, alors u(t)=M et,

par la méme relation, on détermiy(), S(t)etu(t).
e PhaseCayt(¥e et

la relation H + y = O aboutit abgl €751 —é €' =0. Soit:S :% Log/]a—_qb.
J

La politique correspondante consiste mainteniiteau de service constant tout au long de la
phase C, qui est une phase de croisiere. On vaitlguniveau de service de croisiére
augmente avec le niveau de trajicavec l'efficacité de I'entretiea, avec I'importance de la
qualité de service dans I'utilité mesurée pat i, et décroit avec le taux d’intéfét



B. Effet de l'incertitude sur I'efficacité de I'ent retien
Avec cette spécification, recherchons I'effet deadéertitude. Pour cela, supposons gu’une
incertitude frappe I'efficacité de I'entretien :

d(9=[af}- « qf dto? d,

ou le dernier terme correspond au mouvement browelassique. La résolution du probleme
fait appel a I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

—J =Ma{[-§ )} - bge™] &'+ § )t (f P+ .

L’analyse de cette équation ferait apparaitre fes phases précédentes, mais concentrons
nous sur la phase C, correspondant a la trajeati@ireroisiére. Alors I'’équation précédente
devient:

-3, =bge™ "~ 1  gj+o? I

Recherchons une solution de la forme :
J(S H=g(h e +y()

L’identification des termes donne :

_¢|e—/lS - bqe—AS— jt+A¢ é/lS ( ca+0.2/12¢’

-'=0.
La premiére de ces deux équations est une équdifi@mentielle classique qui permet de
déterminew ; on trouve :

¢ - Ce—AF+02A2t

C étant une fonction qu’on détermine par assimifatade cette expression a la relation
principale ; on trouve :

t
C :jaqe_jt+/":—0'2/‘2t dt+ Q,
t
expression dans laquell€, est une constante numeérique dépendant des carsliiax
extrémités, eF est la primitive dé(qt) par rapport au tempsAu total :

t
J= e—/iS—/i F(t)+02/12t['[ aqe—jt+/1 F-o22t de é‘t0+/lS(Io)+/l F(IO)—UZ/\ZtO]
to
La valeur dels, qui définit la regle pour entrer dans la trajegetale la phase C, est donnée a
la fois par sa valeur d’équilibre définie par aille, /b, et par :

t
J.==) e—/iS—/i F(t)+02/12t['[ aqé ftrtAF-g22t de éjt0+/lS(to)+/l F(to)—az/lzto]
S - .

to

Dans cette expressioig,représente un autre instant de la phase C. Paucaroment]s varie
avec l'importance de l'incertitude, mesurée pasupposons que les instahtst t, sont tres
voisins. On peut écrire la relation précédente :
e is- et [ tedFomizt e € 0 R~ e
=] =—)g/SAFra t{j aqutMF o2 gy [ g (FO-F() o2zt toﬂ} .
b ° . b
On voit que s augmente, alorS doit diminuer pour qués maintienne sa valeur dg!/b.

Ainsi l'incertitude entraine une diminution du natede service d’équilibre par rapport a la
situation d’avenir certain.
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La regle de politique a appliquer dans cette sdoad’'incertitude ressemble a celle obtenue
en avenir certain, a ceci prés que la trajectowecubisiere ne peut pas étre tenue avec
certitude : des aléas viennent en écarter constamie total on a la politique suivante.

Au début, juste aprés la régénération, I'entreéienuel est nul tant que la qualité de service,
qui diminue constamment, n'a pas atteint la vatiicroisiere. Puis, si la qualité de service
atteint la trajectoire de croisiere, I'entretierepd la valeur correspondante conduisant a
maintenir I'évolution sur la trajectoire de croige Mais l'aléa écarte constamment de la
trajectoire de croisiére ; alors si I'aléa conduitre en dessous, I'entretien prend la valeur M
tant qu'on n’a pas rejoint la trajectoire de crdisi et s'il conduit a étre en dessus, I'entretien
s’annule tant qu'on n’a pas atteint la trajectaile croisiere. En somme |'entretien passe
constamment de la valeur 0 a la valeur M, avecprobabilité nulle de se stabiliser sur la

trajectoire de croisiere.

C. Colt marginal et taux de recouvrement des dépens  es

Revenant au cas certain, examinons avec cettefispon le taux de recouvrement des
dépenses a laquelle aboutit la tarification au coditginal.

La tarification au co(t marginal s’obtient en cddau la variation d’utilité résultant d’'une
augmentation d’'une unité du trafic a une année éenet calculée comme la diminution de la
qualité de service, soit :

5S(f) _ _ f(ap

oq(6) q

.
ﬂ :jqu & S()- jt(_ f(qt)) dt
oq 5 q

oJ

.
20 =—[pAe’S* f( g dit
oq(6) !

dont on déduit le colt marginal actualisé a I'insta:

Cm(@) = égj' b &7 { o d.
La recette issue du colt marginal est : ’

R=bi q]' ég[JT' eSO { gt dt @.
Apres interversion des ordres d’intégrat?on :

R:T{je-m { qy d+ [ &0 ¢ gt gt.
0 0

Quant a la dépense annuelle de maintenance, tlle es
T T
1
M =D+ |u(t)dt= D+|=f(qt) dt,
Juodt=oefy
avec :

T T '
D= —J'u(t)e‘jt dt+J' aqe’sO- 1 dt—‘]—_(l— ).
J
0 0
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On adonc:
.

1 | 1 w1l iS(0-
M = | - fan@-e”)de [ o€t de= (1 @) ages ")
0 0 J

et, en comparant les expressionRdet M, on voit queM>R et qu’en conséquence le taux de
recouvrement des dépenses est inférieur a l'unité.

D. Effet de 'insuffisance des crédits

On peut également sur cette spécification étutkffiet d’'une restriction des crédits. Celle-ci
sera traduite, treés classiqguement, par un coeftidiesupérieur a l'unité et qui s’applique a
toutes les dépenses. La fonction & maximiser est do

2=ty o
d(9/ dt= af -  of

Il est nécessaire d’analyser la maniére dont sepodm la qualité de servicg(t) Au début
dans la période ou I'entretien est nul, la quali¢eservice diminue en raison de l'effet du
trafic, en partant de la qualité de service foupdela régénération et supposée dor8i(€d:

t
S()=9-[ (arde $- Fqt

0
en appelanE(qt) la primitive def(gt) qui est nulle pout=0. La qualité de service diminue
jusqu’au moment ou la qualité de service atteimtieau de la trajectoire d’équilibre qui est,
par transposition élémentaire de la formule troumé€eébut de la section :

_ 1, Aabg

Sc==log——.
A jk

On le voit, la qualité de service est d’autant gaible que le colt d’'opportunitéest élevé.

Dans la derniere phase on revient a une situatiohieatretien annuel est nul. Cette phase
commence a un instatt Elle est déterminée par les équations suivantes :

S(H=9H- Ha
O=H +y=agle’"
—A(S,—_V[v f(ay dv
y)=[-agle ©  dw C
ou la constant€ est déterminée par le fait quél)=0. Il s’ensuit :
T —A[sg—f f(ay ay
y(t) = j agle °© dw

t

ainsi que :

et on adonc :

_ o Jk T /lt];f(qv)dv
k = agl bé /‘_abt{ e av.

Il en résulte que dans la spécification choisigjdtety a partir de laquelle on décroche de la
trajectoire est indépendante du coefficient
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Par ailleurs, la duré€ est déterminée par la maximisation suivante :
J(T)-kDe '
ax——————

MT ey = I\/ITax M(K T).
Remarquons qué&(k) est déterminé par :
oM (T, k)
—17=0,
oT
Etudions la variation d& en fonction dék. Elle résulte de la relation :
02M a_T N 0°M _
T2 9k 9Tok '

ol la premiére dérivée seconde est négative puibt{liek) est maximal e. Etudions la
seconde. On peut écrire :

OM _ N(T,K _(3; +kiDe ")(1- ")~ ((T)- kDe") &' _ Ja- &)+ kpé - e

oT  D(T,K) 1-€e')2 (1-e7 )2
0°M _ N,D-ND__ N,
T2 D2 D

Or:

.
I(M) = [[-kuY - age’"] &* ¢
0

Donc :

.. sim i 0S(D) O T
Ji =aq-A) e IT==2 = g-A) &9 (=) =— g &7 T
n = agq(-1) K q-4) ( )Ik) ”

'_T_ o —AS(t)m it T_ _ A sy 1
Jk—J;[ ut) —aq-1) € ak]e dt:J(:[ == g ¢ a2 (3,7

On en déduit que :
a_N :a_qe_jT

ok K

dont le membre gauchéN/ok, somme de trois termes positifs, est positif. Do¢ok est

positif, c'est-a-dire quel, la durée entre deux renouvellements, augmente Byvde
coefficient de restriction des crédits.

]
(1-e7)e™0 + jDe+ ke[| (I)t+% CRU I
0

3.3. La 3°™ spécification
Dans le cas de la troisieme spécification, la méation du Hamiltonien s’écrit :

MaxH = Max[-¢) + q 3~ O E+ (y,S S @)u-t (Dt
et elle se réduit a :

Ma{u(d(g $- $ §)t= &)

et on retrouve les trois cas selon que la solugstnintérieure a l'intervall®-M ou a une de
ses extrémités, correspondant chacune a une pbaadrdjectoire.
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A. Identification des trois phases
+ Phase Aa(§-9 y})- & <o0.
Alorsu(t) =0.Eton a:
ds(9 _

T_(S_ Q) f(ay
j-f(qu)du
S-S = e

relation outp est un instant de l'intervalle sur lequt)=0 et y(t) est donné par :
He+y(®)=—qe" + Y agy- { di+ §)t=- g€ - Mt pt (Y E0.
+ PhaseBa(S-9 y}- & >0.
Alors u(t)=M. Eton a:

B (s- ) (- aM
j.[f(qu)—aM] du
S(h-S = e

ety(t) est donné par :
Hs+y(t) = —qe* + Y[ aM- f g + ¢)X=0.
+ PhaseCa(S-9 y}- & =o0.
Commey(t) est alors donné par :
0=Hg +y(t)=-qe" + ylag}- { g+ ¢)X=0
et que :
y=e"/ag- $
y=-jy)+e' / d§- F
—ge" +e'[ag)r- {di/ @S- )5+ (Wt &/ (aS )20

On a finalement, en combinant les 4 dernieres é@qnsat

g

-9 =,

v ="’

u(ty = ()
a

ce qui signifie que la qualité de service restestamme. Comme déja vu dans une spécification
précédente, elle est d’autant plus élevée queafie test élevé, que I'efficacité de I'entretien
est élevée, que le taux d'intérét est faible. 'etién annuel varie comme la dégradation,
c'est-a-dire qu'’il va croissant avec le temps.

A partir de 1a, on peut, comme précédemment, d&tgvolution du systéme entfeet T et
il est de nouveau commode pour cela de dérouten@s a rebours. A linstait la fin de la
période, on a, en raison des conditions de trasalitr :
y(T)=0,
14



et on est donc dans la phase A, ou I'entreti@hest nul. Quand on remonte le temps, il y a
alors deux possibilités :
- soit on reste constamment dans cette phase, cseqtiaduit par le fait qug(t)
satisfait la condition d’inégalité correspondanta(§ -9 y)Y- & <0. Alors la

politique optimale d’entretien consiste & ne pa® fd’entretien courant, et a régénérer
périodiquement. C’est la situation étudiée par Newl§1988b) ;

- soit & un certain instantbn a:a(§ - 9 Y t- € =0. Alors on entre dans la phase
C ouO<u(t)< M. D’apres les développements précédents, la guiditservice y est
constante et telle qug, — ) = g . On retrouve la méme dépendance du niveau de

a

service au regard du taux d’intérét, du volumerdtct et de I'efficacité de I'entretien.

Quand on se rapproche de I'instant initied, plusieurs cas peuvent se présenter selon
la maniere dont la qualité de service fournie @arédgénération précédente, qu'on
appeleraS(0) se compare &(t); on exclue le cas 08(0)<S(t); on a alors deux cas
selon ques(0)=S(t)—et alors on reste dans la phase C jusqu’a l'instail t=0—

ou S(0)>S(t)—et alors a un certain instant on entre de nouveas th phase A ou
I'entretien annueli(t) est nul.

On retrouve les situations déja rencontrées darsaurs spécifications précédentes.

B. Expression du codt marginal

Le colt marginal de l'infrastructure se détermirsg ppplication de la méthode générale
décrite dans la section précédente. Lorgquarie dedq(d) a l'instantd, S(t)devient S(t)$S

S(°—(so [ aG)- { i, ontire:

et, de

—aju(v) dwj f( qy dv

S()-3=(2H-» e °

—aju(v)dwj' f(qd wod @ dv

S()+0S- 3=( 8- 3 €

—aju(v) dwj f( qy dv j CECED: dvj ¢ gv dv

IS(H=(IP-9 e ° (e -1
IS()=()- §){j (Gvoh) dvj (f Joht =(K}- 9| ¢ @woh)adv| (fyvid

55(y=-_([ (@ %548

D’ou le colt marginal :
T Tt
cm@) =-qf o) &" de[[[ 1 dvdveé
g aq g 6
ou encore, en actualisant le codt marginal a Bing? et non a l'instant initial :

]6’T

Cm(e)——j f(qul e” - &"] d.
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Remarquons que lorsque le trafic de 'anm@igmente d&, la fonctionf(qv)/aaugmente de
f(gv)/aqg ce qui représente le colt marginal d’infrastruetusuellement calculé, saift). On
a donc alors la relation entre le colt marginaisdd@@m@) et le colt marginal usue(t) :

cm(d) = é“’j ¢ e¥- & d.

3.4. La 4°™ spécification
Dans le cas de la quatrieme spécification la masation du Hamiltonien par rapportuét)
revient & maximiser :

uyH(S- &P & €1,

et on retrouve comme dans les cas précédentptrages.

A. Etude de la phase de croisiére
Concentrons nous sur la troisieme correspondantragime de croisiére :

yO(s- ) & .
Alors la condition :Hg + §/= 0 donne :

ge" —ay ) )+ y=0.
Combinée avec la précédente, cette équation foamiés manipulations simples, la valeur de

la qualité de service :
—Ji?+daqf + |
s(y-g=—H -2
2aq

ce qui signifie qu’on est dans une situation ounsda phase de croisiere, la qualité de service
varie, et diminue au fur et a mesure du temps.

B. Colt marginal et relation au résultat de Newbery

Examinons les relations entre colt marginal et dgge d’entretien avec cette spécification
lorsque la trajectoire optimale se déroule enitétdians la phase A ou il n'y a pas de dépense
d’entretien courant. On est alors dans la situadiiadiée par Newbery (1988b), et on va, en
utilisant le formalisme présenté ici, retrouver sésultat que la tarification au colt marginal
fournit une recette égale aux dépenses.

Les recettes sont liées a la variation de quaditéetvice, qui répond a :
dS(9 = f(a).

Soit :

t

S() =~ f(qy dv= K gt~ RO)= R ot

0

et le colt marginal, actualisé a I'année origirse,. e
1 T N T N
Cmaf)= [ dRawag- Rap & de| (ave c
4 4

La recette annuelle qu’on en tire dans une sitoat®réseau en état stationnaire est :

R:q}cme)op: qT’{f (gt et Mt @= fq-lé(f){qf % gd
R:%i F(qt) dt—Tqi f(q) &' dt
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Quant aux dépenses annuelles, elles correspondentdépenses de régénération, qui
dépendent de la périodicité des régénérationsell-ci est définie par la maximisation de :

J(M)-De’
1-em
La condition d’optimisation de cette quantité siécr
J'A-€™)+ jpe’™ - jJe’m = 0.
Or:
J'=H(T)=-qF(qT) "

J(T) = —q]. F(ghe” dT
ou F(qt) est la primitive de f(qt). D’ou : i
D=3(M+J F(gn@- ™).
Apres quelques manipulations, on trouve :J

=%ﬁﬂw—ﬂwéﬂm

et on a bien :
) D=R.
3.5. La 5°™ spécification
Dans la derniére spécification, la maximisatiorHdgar rapport & est celle de :
—ue " + yf(g)log at,
ce qui donne :
u=yf(q/ er.

Par ailleurs,

He+y=0=qe" +y
d'ou :

YO =" - e

u)y =3 =€) ¢y
je
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4. Conséquences pour les ajustements relatifs auco Gt
marginal

Il ressort de ce qui précéde que deux variableggreétre considérées comme endogenes :

- la qualité de service a un instant donnéoitS(t) cette qualité de service dépend
de la chronique des opérations d’entretien passtées celle des trafics passeés, le
tout mesuré depuis la derniére régénération ;

- l'entretien annuel,u(t); cet entretien annuel dépend des -caractéristiques
techniques de la voie, du trafic passé cumulé ddpuilerniére régénération et de
I'écart entre la qualité de service au début denlée et I'objectif de qualité de
service résultant de la politique optimale.

En termes mathématiques :

S(0= 1 UM+ 43 )
u()=h(Y o)+ KS()- )

Les fonctiond, g, hetl font intervenir en tant que parameétres les canatifues techniques
des voies (variables d’état et de qualité). La fiomcS™(1) représente la qualité de service
représentant la politique optimale d’entretienagatied.

5. Conclusions

De ces développements, on tire quelques conclusmihsl’ordre général soit dépendantes de
la spécification.

Sur un plan général, il ressort qu'il est possibitgptimiser conjointement I'entretien courant
et les dépenses de régénération, mais qu’il faut pela faire intervenir et mesurer la qualité
de service rendue par la voie et les lois qui leeme au trafic d’'une part et aux opérations
d’entretien d’autre part. Les résultats généraujorgupeut tirer sans spécification des
fonctions qui interviennent dans cette optimisagont limités : I'un des rares est que lorsque
le colt de régénération augmente, la durée inggmgration augmente. L’autre résultat est
que le colt marginal d’entretien, qui comprend rsmulement le co(t pour le gérant
d’infrastructure mais également les colts exteime®sés aux autres usagers, est différent du
co(t marginal d’infrastructure usuellement utilisé.

Pour aller plus loin et mettre en évidence desltasuplus précis, il faut spécifier les
fonctions qui interviennent. Dans ce but on étudts conséquences de plusieurs
spécifications qui different essentiellement pamimniére dont la qualité de service dépend de
I'entretien courant et du trafic supporté par laevoelles ont en commun que la variable de
trafic qui intervient est le trafic cumulé depugsderniére régénération et que I'on suppose
que le trafic annuel est constant (situation d’étationnaire), une hypothése dont on voit le
caractére simplificateur, et qu’il conviendraitldeer. Elle s'impose pour les tests empiriques
en cours sur le réseau ferroviaire francais paveelg base de données disponible (Gaudry &
Quinet, 2010) est une coupe transversale pouula s@née 1999.
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Les résultats les plus importants et les plus stssit parce qu’on les retrouve dans plusieurs
spécifications, soit parce que ces résultats qoefit I'intuition— sont les suivants :

A un instant donné, et toutes choses égales paurai) le volume d’entretien annuel et
la qualité de service sont croissants avec lectiafinuel et décroissant avec le taux
d’intérét.

Le profil temporel d’'une politique d’entretien aptile sera souvent constitué de 3
phases. Dans la premiére, juste apres la régémérdigntretien est nul (ou de facon
plus réaliste, limité essentiellement a de la sllaree), ensuite se développe une
phase de croisiéere ou I'entretien est constangwmoins peu variable ; enfin dans la
phase finale, juste avant la régénération suivéietdretien est de nouveau nul (ou de
facon plus réaliste, limité a peu de chose).

La plupart des spécifications aboutissent au ré@sujue la qualité de service
commence par diminuer juste aprés la régénératia guit une trajectoire de
croisiere— avec en général une qualité de service constamte peu de temps avant
la prochaine régénération, diminue de nouveau.

Lorsque I'impact des opérations d’entretien sugdalité de service comporte un aléa,
la conséquence est que le niveau optimal de quiditgervice est réduit par rapport a
la situation ou il N’y a pas d’incertitude.

En situation de restriction des crédits la poliiquptimale consiste a augmenter la
durée inter-régénérations.

Il est possible de calculer dans chaque spécificdé colt marginal et celui-ci semble
dépendre assez étroitement de la spécification.

En situation de régime stationnaire, le taux deueement de la dépensequi est
de 1 lorsque I'on se situe dans I'hypothese lintiee Newbery ou il n'y a pas de
dépense d’entretien courantest inférieur a I'unité dans le cas général.
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