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Calculs numériques

par Frangois Conne

Quatrieme épisode du feuilleton consacré
aux activités numeriques élémentaires
(Math Ecole No 128, 130 et 132)

I. Premiére série d'exemples

Ce texte sera avant tout consacré a des exemples de calculs numériques
additifs.

Sans revenir sur les définitions de [2], je rappellerai ceci:

Les calculs numériques consistent en géenéral en un enchainement ou un
emboitement de transformations diverses, allant de simple réécriture des
données (pose du calcul) a des calculs élémentaires auxiliaires apprétant
les données en vue de les simplifier.

Une des fonctions des supports symboliques est de permettre la pose des
données, c'est-a-dire de permettre ['organisation préalable des calculs. Ce
qui caractérise le traitement mathématique est un jeu d'analyse et de re-
combinaisons des relations en jeu, Ceci s'applique bien aux calculs, que ce
soit a des exemples trés élémentaires comme ceux qui suivent ou que ce
soit pour des calculs trés elaborés.

Voici quelques exemples tres élémentaires de ceci:

Exemple 1: 6+238=238+6=244

On peut considérer cet exemple soit comme calcul écrit, soit comme calcul
mental. Ici 'apprét des données consiste en une permutation des nombres.
Voici ce qu’on pourrait en dire:

a. Cette permutation est licite puisque I'addition est commutative. Un tel
commentaire n'explique pas grand chose, et il ne dit pas pourquoi le cal-
culateur a inversé les données, est-ce qu'il trouve plus commode de pro-
céder ainsi? et si oui, sur quelle connaissance se base-t-il pour penser
ainsi?

b. Supposons que le calculateur procéde par «comptage en avant» (coun-
ting on), c'est-a-dire amorce son comptage au nombre succédant a la
premiére donnee. Dans ce cas il est préférable de compter 6 au-dela de
238 que de compter 238 au-dela de 6. Mais ceci ne garantit pas, en soi
gue les deux comptages fournissent le méme résultat.

c. On peut supposer alors que, dans celte affaire, la numeration verbale
(par opposition a la numération chiffrée) intervient. Tout d'abord décou-
pages correspondants des deux données en: centaines, dizaines, unites,
puis operation sur les unités de meme valeur. Ici, cela veut dire que 6 agit
sur le 8 de 238 et pas allleurs. Dés lors, le déplacement du 6, «exprime-
rait» qu'il porte sur le 8 et non pas sur le 2 (2 cents).
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d. On peut aller encore plus avant dans l'analyse, et considerer que le cal-
culateur esl engage a produire un nombre, et que c'est cette production
qui 'ameéne a examiner les unités dans l'ordre voulu par la numération:
centaines, puis dizaines puis unités. |l calculera par exemple mentale-
ment: 6+ 238, deux cents... deux cent trente... deux cent quarante.. qua-
tre; deux cent quarante-quatre.

Note: Ces points de vue sont différents et pourtant, ils peuvent etre complé-
mentaires. Ceci indique la complexité de 'analyse, méme pour des calculs
simples. L'observation des actions du calculateur n'est pas loujours facile,
et requiert soin et attention. En géneral, dans un entretien avec un éleve, on
se cenlre alternativement sur tel ou tel aspect.

Exemple 2: Prenons maintenant deux exemples de calcul mental. On no-
tera le va-et-vient entre dizaines et unités, la décomposition des noms de
nombres (qui sont des noms composeés) et leur recombinaison.

2a. 75+18
septante-cing plus dix-huit, septante... huitante cing plus huit... treize,
nonante trois: nonante-trois.
La dissociation des noms de nombres se fait a la fois pour des raisons
d'organisations des données, et pour des raisons de mémorisation. Le
calcul est alors terminé lorsque 10 toutes les donnees ont été considé-
rées 20 on aboutit & un nom de nombre (compose).

2b. 75+18
septante-cing plus vingt nonante cing moins deux, trois; nonante-trois.
Il 'y a substitution dans la chaine de calculs de deux transformations
auxiliaires enchainées + 20 et - 2. L'ordre peut étre aussi bien — 2 et
+20. La simplification vient du fait que 'on n'opére que sur un type
d'unite a la fois, et qu’on évite la retenue.
On remarquera aussi sur cet exemple, la nature syncopée des expres-
sions. Ceci fait penser a un enchainement d'égalités, ce qui s'écrirait:
75+ 18 =75+ 20 =95 - 2 = 93. [Fausses et dangereuses «égalités»,
NDRL]

Note par rapport au calcul mental: L'espril des calculateurs, enfants ou
adultes, est agile. Ceci rend particulierement difficile la description compléte
et fidele des procedures. Entre autres, il y a jeu sur différents registres: ver-
bal/chiffre: sonore/imageé; sur les unités composees/décomposées, etc.
Dans ce cas, ce qu'il importe le plus de noter, c'est la pose du calcul, c'est-
a-dire 'organisation symbolique des donnees au départ, ainsi que ce que le
calculateur cherche a produire. Ainsi, I'esprit est differemment orienté lors-
qu'il s'agit de produire une série de chiffres (qui ensemble formeront le ré-
sultat) ou un nombre déja formé verbalement. Dans ce dernier cas, on sera
d’emblee tenu a procéder «de gauche a droite».



Exemple 3: Comparons deux fagons de calculer 278 —49.

3a. 278-49=279-50=200+ (79 - 50) =229

3b. 278-49 200
200+ 30= 23040~ 40=30
9-8=1
230-1=229

Selon I'algorithme décrit en [2]. Cet algorithme est basé sur la propriété al-
gebrique suivante: a+ (b-c)=a-(c-b). D'autre part les données d'une
soustraction font que, si on procede de «gauche a droite» on aura:
a > (b-c). (Le nombre duquel on soustrait est plus grand que le nombre
qgue I'on soustrait et I'ordre «gauche droite» va des unités d'ordre supérieur
aux unites inférieures); dans cet exemple a prend les valeurs: 200, 230
tandis que (b - c) respectivement: (70 - 40) et (8 — 9).

Comparaison des deux calculs: Nous avons affaire dans les deux cas & des
calculs numeriques. Chaque étape intermédiaire est marquée par une écri-
ture. Dans le cas a) on joue 10 sur une compensation: I'augmentation de 49
en 50 compense celle de 278 en 279. 20 sur la decomposition de 279, com-
me nous avons deja vu.

Dans le cas b) il y a décomposition et mise en correspondance des unités
de méme ordre dans les données. Soustractions dans |la colonne de droite.
Soustraction ou addition dans la colonne de gauche selon la comparaison
des chiffres des données.

Distinction entre ces deux types de calculs: Pour bien caractériser la dis-
tinction entre ces types de calculs, il convient d'examiner le type de simplifi-
cation opéré dans les deux cas. Dans le cas a), la décision d'augmenter les
facteurs d'une unité provient de la circonstance suivante: c'est le seul
moyen de rendre le chiffre des unités du second facteur, intérieur a celui des
unites du premier facteur. De plus, ceci se conjugue avec une annulation
des unites (49 -50). Dans le cas b), la seule simplification provient du de-
coupage du calcul en sous-opérations elementaires. Cependant, on a intro-
duit d'autres opérations auxiliaires qui ne simplifient pas le tout, ['enchaine-
ment pris dans sa totalité (seules les opérations prises une a une sont plus
alémentaires).

La transformation du calcul 3a (augmenter les facteur de 1) n'a de sens que
dans le cas choisi, selon les données. C'est une opérations ad hoc. Alors
gue la chaine algorithmique de |I'exemple 3b est univogquement déterminée
et est applicable quelle que soit la «configuration des donnees». Ce calcul
joue sur la disposition des données a la fois de «gauche a droite» que de
«haut en bas». Ainsi dans ce calcul, la position des chiffres est systémati-
quement exploitée dans le guidage des operations. De sorte que dans ce
cas le calculateur peut travailler de proche en proche, sans se soucier d'an-
ticiper le résultat de ses calculs, ou plutot de choisir la transformation idoine,
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Du point de vue des symboles numeriques et de leur disposition, on peut ca-
ractériser cette difféerence de la maniere suivante. Dans le cas 3a, les sym-
boles sont pris «au sens plein» (synchretiquement): les relations qui entre-
tiennent les nombres (278 et 279) d'une part et (49 et 50) d'autre part font
que |'on aboutit au méme résultat en soustrayant 50 de 279 qu'en sous-
trayant 49 de 279. Dans le cas 3b, il y a distribution des informations don-
nees sur difféerents plans fonctionnels. La formalisation du calcul joue des
redondances pour cela. Dans ce sens, le calcul algorithmique traite autant
les regles de la numération que le nombre.

Prolongement de I'exemple 3: Le lecteur comparera les calculs suivants:

7161

8371 a) B371
- 3754 - 3754
4617
1 1
b) 8371 c) 8000 -3000=5000
- 3754 700- 300= 400
P 5000~ 400=4600

70- 580= 20
4600+ 20=4620
4- 1= 3
4620 - 3=4617

d) 8371 - 3754 = 8377 - 3760 = 8317 — 3700 = 8617 — 4000 = 4617

Exemple 4: Le rendu de la monnaie peut-il étre considére comme un cal-
cul numérique?

4a. Rendre la monnaie de 500 Fr. sur 114 Fr.

1 Fr.

114 1F7 445 EFL 10 Fr. 20 Fr. 50 Fr. 3x100 Fr.

Ti-120 PV 350 20950 22 T 000 L s00Fr.

Il s'agit bien d'un calcul portant sur des symboles numériques, ici la
monnaie et son organisation numéralogique (sous-unités par rapport a
la numeration de base 10). Cette méthode est formalisable et univoque
(a quelgues permutations pres). Mais cette méthode ne restitue pas un
nombre! Celul-ci reste & déterminer par un calcul annexe (qu'on peut
mener en paralléle). 500

Mais il en est de méme avec l'algorithme usuel: I'effectuation de: | 1,

produit des chiffres et leur inscription dans le résultat dans un ordre
donné. Une opération de lecture du résultat final est nécessaire pour
qgue soit détermine le nombre trouvé. Dit autrement: I'algorithme produit
|'écriture d'un nombre.

Cette lecture finale peut étre considérée comme automatique, immédia-
te, elle n'est pas moins nécessaire a la restitution du sens des symbo-
les déterminés. Elle n'est que I'inverse de |'opération préalable au cal-
cul gui a consisté en sa pose.



Dans ce sens on considérera 3 moments du calcul: pose -
| effectuation | - lecture. Ceci s'applique & tout calcul assisté que ce solt
par quelqu’ustensile de calcul (abaque, machine, réglette, etc.) ou par
un tableau de chiffres (un diagramme).

4b. Le calcul de complémentation que constitue le rendu de la monnaie
s'adapte a une situation trés précise. Il convient en effet aux situa-
tions pratiques ou on ne dispose pas de monnaie, ou pas assez de
monnaie. Ceci s'exprime par la clause (implicite) qu'on ne complé-
mente qu'a des «chiffres ronds». Pour effectuer 278 — 49 par exem-
ple, le cheminement n'est plus univoque:

49 1, 50 5% 100 19 00 59 250 20 270 B 27
ag Y, 50 5 85 2.5 . 58 20 g = e

Ainsi ces exemples nous montrent que les calculs numeériques se
subdivisent en deux categories nouvelles:

- Les calculs algorithmiques supposent linscription des données
et des marques d'enchainement dans un diagramme (ou tableau).
Je qualifierai ces calcul par I'expression; CALCULS ASSISTES PAR UN
DIAGRAMME (le mot «diagramme » est emprunté a MARTIN GARDNER
dans son livre: L'étonnante histoire des machines logiques [4]).

- Les calculs numériques relationnels sont d'un autre type. je vais de-
finir cette expression dans le paragraphe suivant.

Nous avons donc la classification suivante:

DENOMBREMENTS
, COMPTAGES
CALCULS NUMERIQUES ‘
CALCULS NUMERIQUES RELATIONNELS

PAR UN DIAGRAMME

CALCULS ASSISTES p s g (jN INSTRUMENT

Il. Calculs numériques relationnels

Il faudra que j'explique cette nouvelle expression. Disons pour commencer
qu'elle designe tout traitement numérique non predeterminé par une metho-
de algarithmique.

Ce terme de «relationnel» est emprunte & G. Vergnaud dans ce qu'il appelle
le calcul relationnel [5]. Et je 'utilise ici a bon escient pour indiquer que le
numeérigue tout comme toute realité mathématique se préte a de tels cal-
culs. Le but de cette partie est de spécifier la distinction que je veux faire.
Nous nous rapprochons alors de la notion de faits numériques proposeés
dans |'épisode preceédent de mon feuilleton [3].
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Le cadre de cette étude est de déterminer quelles connaissances sont en
jeu dans |'apprentissage des opérations numériques elémentaires.

Les propriétés structurelles mathématigues dont nous nous occupons
maintenant sont relativement peu nombreuses. Tous mes exemples sont
des exemples d'addition et de soustraction. Mais méme si on élargissait le
propos aux questions des multiples et des décompositions en diviseurs (ce
qui serait possible sans autres, ... peut-étre que j'y consacrerai un épisode
ultérieurement) ces propriétés resteraient trés restreintes.

Par contre le matériau numérique est trés riche. Ceci par le jeu des niveaux
de symbolisation et de ce qui les lie, par le jeu de la diversité des symbolisa-
tions aussi, et de leurs «isomorphismes». On a vu aussi, avec la notion de
fait numérique, que des relations propres aux figures symboliques s'amal-
gamaient ainsi aux propriétés purement numeriques. La notation algébrique
etant a ce propos un bon analyseur (ou dissolvant). Alnsi, par exemple,
quelque part derriere la numeration verbale ou chiffrée se «tapits la notion
de coefficient (ou bien encore, voyez comme |l est difficile de séparer la no-
tion de décomposabilité en facteurs premiers de ce que ga donne dans no-
tre numération chiffree).

Un calcul numeérique relationnel tire parti systématiquement des relations
produites sur le support symbolique. Par exemple la perception de répétition
de certains chiffres ou certaines configurations. Mais ceci a des niveaux
trés divers, entrant plus ou moins profondément dans les symboles en pré-
sence.

Voyons quelgues exemples, toujours a propos de I'addition.

Exemple 5. Dans le second épisode [2] nous avons examiné les taches
du type a+b=c+.. et un «algorithme» spontanement propose par les mai-
tres: calculer a + b puis compléter ¢ au resultat. algebriquement ceci pourrait
senotera+b=c+x => x=(a+b)-c, les parenthéses etant la pour signi-
fier I'ordre dans lequel prendre les opérations (les parentheses sont donc
une marque symboligue organisant la sequence des calculs). Mais ce type
de traitement s’il est toujours assuré d'aboutir n'est pourtant pas le seul
possible, et il n’est pas non plus toujours indigué, Par exemple dans le cas
ou nous aurions:

49+14=48+...

Dans ce cas la réponse peut étre déterminée «par simple coup d'ceil», C'est
15! Le lecteur aura ainsi saisi que I'on joue sur une relation entre 48 et 49,
ainsi que sur la constante de la somme indiquée par I'égalité. Cette relation
est comme une circonstance secondaire favorable.

La traduction algebrique de cette tache est, nous I'avons dit:

a+b=c+x
X=(a+b)-c

Mais cette egalité peut s'écrire autrement:
x=a+((b-c) ;, x=a-(c-b) ; x=b+(a-c¢c) ; x=b-(c-a)..



C'est sur la troisieme «organisation» (x = b + a — ¢) que la relation pergue
(49 est 1 de plus que 48) nous aura orienté. Ainsi donc, le fait numeérigue «9
est le successeur de 8» aura permis de déterminer directement la réponse
en prenant le successeur de 14. On prend appui sur l'invariance de la som-
me pour compenser les acarts entre donnees. Bien entendu, cecl est exploi-
table particulierement dans la représentation chiffrée. Si on avait traité le
meme probléme avec des jetons, tout un travail préalable de disposition (or-
ganisation figurative) aurait été nécessaire pour pouvoir repérer puis exploi-
ter cette relation.

Remarques:

1. Une telle relation qui lie les facteurs d'un calcul n'est qu'annexe, et bien
entendu ne répond a aucune nécessité. Nous avons un cas particulier.

2. Toute une classe de calculs numériques arrivent a tirer parti d'une rela-
tion d'écarts entre les nombres. D'ailleurs du point de vue formel on
pourrait tout aussi bien traiter toutes les taches de la forme a+b=c+...
en traitant les écarts entre a et ¢, par exemple. Mais dans ce cas la dé-
termination de |'écart entre a et ¢ ne serait qu'une soustraction comme
une autre.

Donc, ce qui est déterminant ici, ¢c'est de cerner les conditions particu-
lieres ou I'écart entre les données (ou tout autre type de relation an-
nexe) peut étre exploitée. Alors nous pouvons rattacher a ce type de
calcul celui de 'exemple 3a qui, lui aussi, a sa fagon jouait sur les écarts
entre facteurs: 278 -49 => 279 -50.

Nous avons ici une autre exploitation des mémes faits numériques.

3. Bien entendu, ma présentation suit un chemin descendant: du cas ge-
néral au cas spécifié. La position de celui qui apprend ou qui résoud un
véritable probléme est inverse. Dans ce cas cela lui demanderait tout un
travail difficile de parvenir a distinguer parmi les relations qu'il exploite
lesquelles sont essentielles et lesquelles ne sont que circonstancielles.
Dans I'exemple ci-dessus, la notion «d'écart» est plus primitive pour
I'enfant que celle «d'associativité-commutativité de I'addition».

Exemple 6. Dans les exemples 1 et 2 nous avons vu que le nombre était
décomposeé en constituants, voici d'autres cas de calculs de la sorte:

6a. 314 +459=359 + ...

lci, c'est la décomposabilité de I'ecriture qui est en jeu. La relation peut ici &
nouveau étre «vue». La propriété en jeu est le fait que I'écriture d'un nombre
est une addition: (300 + 14) + (400 + 59) = (300 + 59) +... On peut interchan-
ger les facteurs (associativité - commutativité).
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6b, 343+434=...

Icl la repetition peut rendre plausible celle du résultat 777, et le rendre ainsi
plus assure. Par contre oralement trop de répétitions de chiffres peut rendre
difficile la mémorisation des donneées, il y a confusion parce que le sujet
n'arrive pas a distinguer suffisamment: «trois cent quarante-trois plus qua-
tre cent trente-quatre=. Il arrrive souvent que lorsqu'on leur dicte une telle
donnee les éléves nous demandent de la répéter plusieurs fois.

Ainsi les relations auxiliaires apportees par telle ou telle représentation
symbolique peuvent aussi jouer un role de bruit. La distinction des chlffres
aidant a decomposer le nombre.

Exemple: «mille cent onze» difficile pour certains enfants ou adultes a trans-
crireen 1111; etviceetversa1111 alire.

6¢c. On peut aussi jouer avec les chiffres des données d'un calcul:
12195 - 32995 + 35978 =...

«en analogie & 'algébrex: 1 2 1 9-5 )% 7 ,:(,94’ +R 5N 78

15178

Ce que je voulais surtout montrer dans ces exemples, c'est que les mises
en relations auxiliaires qui orientent le calcul peuvent s'appliquer a divers
niveaux symboliques. Dans I'exemple 5 ce sont les nombres qui sont repré-
sentés dans |'écriture qui sont mis en relation, ici ce sont, au ceeur de |'écri-
ture des nombres, les chiffres qui les composent eux-mémes,

Méthodes de calcul: algorithmes et heuristiques

Heuristique: Les exemples précedents ont eté construits de toutes piéces
pour les besoins de mon etude. Le caractére que je voulais leur donner était
le suivant: a) ne pas etre par trop sophistiqués et abstraits, ni méme se rap-
procher de meéthodes elaborées de calcul. Je ne me suis donc pas intéresse
aux exemples de ce type que l'on trouve dans tout manuel de calcul arith-
meétique, de calcul mental, dans les ouvrages destinés a «epater ses amis»
ni dans les ouvrages decrivant les trucs des «calculateurs prodiges», La
meme analyse aurait pu porter la-dessus ceci pourrait d'ailleurs faire 'objet
de jolis travaux d'etudes. Mais il fallait rester le plus proche possible du ni-
veau réellement tralté par les éleves. Niveau auquel nous nous intéressons.
Pourquoi alors ne pas prendre des exemples réels de calculs observes?
Mais la, un nouvel ecueil, a savoir, la difficulté de trouver des exemples
clairs et simples. En effet, dans la realité, du fait de la mobilité de |'esprit
des eléves, on n'ohserve pas les choses de maniere isolée.



L'idée qui distingue calculs numeériques relationnels et calculs numériques
assistés par un diagramme est précisément celle qui distingue procédé
heuristique de procédeé axiomatique. Et ce dans |'acception précise que G,
Polya présente dans son ouvrage: Mathematics and Plausible Reasonning
[6]. Un calcul «heuristique» est un procédeé qui a un caractere plausible, il
sert de guide a la découverte de la réponse, mais sans garantie a priori de
succes. |l suppose des prises de décision de la part de I'éléve.

A ce propos, il s'agit pour moi de développer guelques idées centrales pour
mon étude.

Méthode: Un point trés délicat dans mon étude est celui de délimiter préci-
sément ce que je decris. C'est avant tout le versant objectif qui m’importe
ici, et je le dégage pour que I'on puisse a son tour bien isoler |la connaissan-
ce mathématique que développe un éléve a |'apprentissage et a la pratique
du calcul.

Originalement les mots algorithme et heuristique se reférent a des metho-
des de traitement des données dans des résolutions de problémes. Gar-
dons donc cette définition restreinte, et ne cherchons pas a utiliser ces
mots pour décrire les procédures et les productions des éléves eux-mémes.
De plus, en tant que méthodes, algorithmes et heuristique intéressent 'en-
seignement a plus d'un titre.

10 C'est un bon media pour |'échange pédagogique. A ce propos voyons ce
que dit F. Gonseth a propos de la méthode: «la méthode qu'est-ce que
c'est? c'est un ensemble de régles qui nous permettent plus ou moins,
mais avec une certaine plausibilité, de parler aussi au nom des autres, et
guasi au nom d'un autre quelconques. [7] On pourrait s'amuser & voir ici
la méthode décrite avec des mots que I'on trouve pour |'heuristique.
Mais la n'est qu'un détail. Ce qui est important dans cette phrase c'est
que la methode lie soi-méme et les autres. La méthode est donc un ca-
dre d'interpretation de ce que, dit-on, fait 'autre. Et par la réciprocité de
cette relation elle permet le dialogue.

20 Les méthodes sont des instruments de la pensée. Les calculs en sont.
On peut souhaiter que les éleves en apprennent le maniement pour sa-
voir affronter telle ou telle situation a laquelle ils seront, peut-étre, con-
frontés ultérieurement. Mais ici on rencontre un obstacle de taille, celui
de la reconnaissance des probléemes eux-mémes, resconnaissance
sans laquelle le choix des méthodes n'est bien entendu pas possible et
partant encore moins leur application. Or en général cette reconnaissan-
ce tient a une codification des problémes et & une analyse des relations
que cela leur confére. C'est ici que algorithmes et heuristiques différent
nettement, Nous allons y revenir. Mais auparavant on peut déja déduire
ceci:

Ce n'est pas seulement qu'elles sont applicables au traitement d'une ré-
alité extra-numeérique que les méthodes de calcul sont porteuses d'ob-
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jectivité. Avec elles, une part de I'univers mathématique (tel que décrit
en [3]) et sa connaissance sont engagées.

Ainsi donc, I'apprentissage du calcul (des méthodes) initie aux mathe-
matiques et c'est cette raison avant toute autre que le projet pédagogi-
que en organise |'enseignement. (Le choix est culturel et révisable bien
entendu). Des lors les méthodes de calcul revétent un autre statut enco-
re: celui d'étre des instruments didactiques, dont le role est de faire ap-
prendre les mathématiques. (Les réussites des éléves a appliquer ces
méthodes ne refletent que trés faiblement I'accomplissement de cette
tache pegagogique).

Algorithmes et heuristiques exercent une tres forte attirance sur les
pédagogues. Hélas! hélas! les concevoir comme des objets d'enseigne-
ments pose d'énormes problémes didactiques, au niveau du contrat di-
dactique principalement, Avec comme effet général que trop souvent
I'on initie les éléves de la méme fagon aux deux types de méthodes. Guy
Brousseau a trés bien analysé cette question dans un texte récent [8].
Pour ma part, je me garde justement de considérer algorithmes et heu-
ristigues comme des objets d'enseignement. celui-ci ne porte que sur la
connaissance mathématique et je garde aux méthodes le statut de meé-
diateur d'échange, de moyen de traitement des données et de moyen
pedagogique.

A ce propos voici dans quel sens je propose de considérer les choses,
concernant les calculs arithmétiques élémentaires.

Les distinctions essentielles entre algorithmes et heuristiques.

Ce qui contraste le plus ces deux méthodes c'est la fagon dont les
connaissances y sont engagees!

10 Un algorithme est une procédure assuree d'avance (par un théorée-
me) sur une classe de problémes gu'il ne faut méme pas connaitre,
mais qu'il s'agit seulement de pouvoir reconnaitre a certains critéres
généraux. Les seuls probléemes qu’un calcul algorithmigue pose sont:

a) la connaissance des conditions d'applicabilite;
b) le controle de I'effectuation, par les régles de I'algorithme;
c) l'interprétation des résuitats.

Par contre pour I'heuristique, il s'agit de tout autre chose. Le proble-
me est de construire par le traitement la garantie d'aboutir. C'est
donc la question de la pertinence des opérations engagées qui est
posée. Or cette pertinence ne peut étre assurée que par la mise en
relation d'éléements de connaissance, c'est-a-dire par le concours,
ou |'établissement de faits numériques.
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Je dirai pour résumer que ces deux méthodes repondent a des régi-
mes de finalité tres distincts. Ceci a une conséquence trés grande
dans le controle des calculs effectués. En effet un calcul heuristique
erroné n'aboutit, en général pas. Ainsi opére-t-il le plus souvent son
propre contréle. Par contre l'algorithme est la plupart du temps
producteur d'une réponse dont il faudra vérifier (juger, examiner)
I'exactitude.

J'ai évoqué dans |'épisode précédent [3] le réle producteur des algo-
rithmes, les heuristiques ont elles un role formateur des connaissan-
ces, car elles établissent un réseau de faits et de relations et y font
circuler le sujet.

Par contre une heuristique, est en principe toujours seconde, d'un
ordre de complexité plus grand qu'un algorithme. Et ceci pour une
trés simple raison logique: si une heuristique peut s’'appuyer sur des
sous-traitements algorithmiques éventuels, une procédure algorith-
mique est de bout en bout réglée!

Remarquons alors que pratiqguement, dans I'échafaudage des traite-
ments et des méthodes, il peut y avoir malgré tous ces éléments de
contraste, continuité des unes aux autres de ces methodes.

a) Concernant les algorithmes, deux circonstances:

— Passé un certain degré de complexité (de surcharge des don-
nées) la question de la pertinence des actions engagées se pose
a nouveau et améne a moduler ['algorithme. Par exemple dans le
calcul de (40°081'787'109°'376')* on a intérét a utiliser une formu-
le annexe, d'autres découpages que celui en chiffres.

- Nous l'avons dit (et dit a la suite de beaucoup d’'autres) il y a
une certaine dissociation entre I'algorithme d'une part et la classe
de problémes qgu'il traite. Ceci donne I'occasion d'un jeu, de géné-
ralisations, analogies, donc ceci est I'occasion d'étre producteur
de traitements heuristiques.

b

—_—

Concernant les traitements heuristiques, ceux-ci en viennent &
étre décantes, formalisés et aboutissent quelquefois a la détermi-
nation de nouveaux algorithmes

Note indispensable a propos de l'algébre: Le calcul algebrigue n'est
pas fait d'algorithmes, on peut dire que I'enseignement de 'algébre
recourt «par segment» a des algorithmes, ainsi qu'a des métodes en
soi de type heuristique, mais de fait fortement normalisées, rigidi-
fiees. Ce qui a pour conséquence de réduire la part «intelligente» du
travail 4 la simple reconnaissance de bonnes formes (identités re-
marquables, etc. [9]). La standardisation des méthodes de calcul al-
gebrigue ainsi que I'efficacité que cela lui confére, le font apparaitre -
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culturellement —comme un super-algorithme, et ce surtout lorsqu'on
le compare au raisonnement arithmétique (cf. Y. Chevallard [9]).

Nous en arrivons alors a un point central de mon exposé, C'est que
le passage de procédés heuristiques organisés (en cas particuliers)
a un algorithme s'accompagne d'un changement de niveau symboli-
que. L'algorithme traitant alors a un niveau supérieur. Par exemple, le
tableau devient le cadre de tous les cas particuliers definis heuristi-
guement, et si une procedure formelle peut se mettre ainsi en place,
c'est parce que le symbolisme et son organisation vient a se substi-
tuer a I'examen des données et des moyens a mettre en ceuvre,

Ceci aboutit a une nette décomplexification des traitements, mais
bien entendu a une abstraction et une élaboration nettement supé-
rieure.

Ainsi donc le passage a |'algorithme est un passage a un régime
symbolique supeérieur. Ceci s'accompagne de changements nota-
bles:

a) Les registres de mémoire dans lesquels le calculateur va puiser
les faits sur lesquels il s'appuie sont distincts. Dans le cas d'un algo-
rithme, la connaissance des tables suffit, dans le cas d'une procédu-
re heuristique, le calculateur puise dans un répertoire de relations in-
terconnectées structurées et ordonnées selon leur degré d'évidence.

b) Les régimes symboliques sont distincts. alors que les procédures
heuristiques, en ce qui concerne le calcul numérique, traitent un
seul niveau de symbolismes (mis en relation ou eventuellement en
«traduction»). Les calculs assistés par un diagramme traitent: a) des
diagrammes qui organisent le parcours du calcul b) des codes pour
les données du calcul (les nombres) c) des marques localisent le
calcul et en particulier indiquant les points de bifurcation. Par exem-
ple la retenue provenant d'un calcul exécuté et dont il faudra tenir
compte dans une étape ultérieure du calcul.

Plus d'un lecteur sera étonné de voir s'engager un débat entre heu-
ristiques et algorithmes a propos d'exemples aussi trivaux que les
calculs élémentaires. si j'en suis venu a ces mots c'est que je ne
pouvais pas, s'agissant de décrire les activités numériques échapper
aux distinctions qu'ils désignent. Mais il y a plus, il y a un effet retour
qui nous informe sur ces catégories, mieux que les exemples plus
complexes. Voici deux résultats importants.

10 Cela n'a pas de sens de parler dans I'absolu de méthodes heuris-
tiques et algorithmiques. Il faut les situer selon les niveaux de
traitement, et les choses traitées c'est-a-dire le niveau symboli-
que et les faits numériques exploités. Ceci seul permet les com-
paraisons fructueuses.

Ainsi par exemple, il faut, pour pouvoir caractériser les calculs
heuristigues d'additions faits par de jeunes éleves, situer soi-
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gneusement sur quoi portera le jeu heuristique. Ce n'est pas sur
les propriétés structurelles et formalisees mais se situe en de¢a,
dans les relations qu'entretiennent les numérations écrites et
orales et aussi tous les moyens de désignation des cardinaux ou
des ordinaux. C'est afin d'étre précis la-dessus que j'ai construit
quelques exemples théoriques, et pour bien dénoter ceci que je
m'en suis expliqué a la page 30 de ce texte.

Nous retrouvons donc ce souci exprime dans |'épisode précédent
de bien situer les choses et cette distinction entre trois niveaux
successifs: le niveau manifeste, le niveau inférieur sur lequel on
se repose et le niveau supérieur qui explique. Ainsi I'heuristique
est-elle une exploitation manifeste de faits et relations numéri-
ques tandis que dans les méthodes algorithmiques cette exploi-
tation est plus implicite, ce qui est manifeste étant le fonctionne-
ment (déroulement) de |'algorithme lui-méme.

Ceci est trés net des le moment ol on étudie les activités élé-
mentaires. A un niveau plus élevé cela devient bien moins visible
car les niveaux sont beaucoup plus enchevétrés, ils se télesco-
pent, on y traite des données moins immédiates ou intuitives.

Le second résultat a trait a la description des activités des élé-
ves. Je me suis garde de faire de ces concepts algorithmes, heu-
ristiques, des descriptions de I'activité de I'éléve ni méme de ses
procedures.

On pourrait soutenir que toute procédure prise en charge en son
entier deroulement est une heuristique, et que si le mot d’algo-
rithme peut s’appliquer & guelque chose ce ne sera qu'a des
sous-séquences relativement courtes de ces procédures. On
parle quelquefois, a ce propos, de routines [10]. Rien de cela
n'est clair a I'heure actuelle et en géneral, il faut étre prudent. La
question est délicate car elle porte sur le réle des modéles des-
criptifs en psychologie et leur possible ou impossible exploitation
didactique. Et ce qui en didactigue fait obstacle, c'est gqu'il faut
tenir compte des connaissances des sujets, ce dont sont dispen-
sés jusqu'ici les automates ou autres modéles des opérations
mentales.
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