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QUELQUES PAS ESQUISSES DANS L'UNIVERS DES POLYEDRES
SUIVI DE SITUATIONS DE DESSIN EN 4" PRIMAIRE DE L’ENSEIGNEMENT

SPECIALISE

Francois Conne

Groupe de recherche de didactique des mathématiques
de I'enseignement spécialisé a Rolle
Université de Geneve
Université de Lausanne

Résumé.

Cet article décrit un suivi de situations de dessin avec des éleves de
I'enseignement spécialisé. Il montre 'impact d'un procédé de dessin
du cube en perspective cavaliere dans 1'étude des polyedres.
L’introduction rapproche le signe peircien et ma définition du savoir
comme connaissance utile. La seconde partie de I'article interprete la
description comme la mise en relation d’indications contextuelles et
d’icones de ce qui s’est passé. La troisieme partie analyse ces icones en
leurs constituants : images, diagrammes et métaphores, et les rapporte
au processus observé. En conclusion je reviens sur le dessin
d’esquisses dans I'étude de la géométrie.
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Introduction

Dans un article récent, (Conne F., Favre J.-M. & Giroux J., 2006) j'ai indiqué mon
intérét pour 1'étude du fonctionnement du savoir en situation. La recherche que je

présente ici porte sur les troisieme et quatriéme fonctions citées ci-dessous :

Nous considérons le savoir comme une chose avant tout pragmatique.
C’est ainsi qu’il faut comprendre la définition de Conne (Conne, 1992) : le
savoir est une connaissance utile. Cette définition nous permet de
caractériser trois fonctions du savoir mathématique dans le processus
d’enseignement qui sont ordonnées selon le rapport qu’elles
entretiennent avec l’activité cognitive des acteurs de la classe (...) :

* Repérer les savoirs enseignés en regard d'un programme [...];
* Contextualiser le savoir en une situation objective [...];
* Suivre les connaissances induites par la situation chez les éleves et
les piloter dans l'interaction....
(Conne, Favre et Giroux, p.125-126)

En conclusion de notre article, nous ajoutions une quatriéeme fonction du savoir :
«Ici se dessine une nouvelle fonction didactique du savoir assurant I'intégration des
trois niveaux de contrdle de notre petite théorie : la reconnaissance des questions
mathématiques’ sur le fond desquelles se déroulent les interactions.» (op.cit.). Les
considérations qui suivent s’inscrivent dans le cadre de la distinction entre savoir et
connaissance et apportent des données empiriques a 1'appui de cette these, plus

particulierement a une de ses affirmations majeures:

Le savoir est une connaissance qui contr6le une situation et ses
transformations, elles mémes inductrices de connaissances. Dans bien
des cas savoir, c'est savoir se mettre en situation de mobiliser ses
connaissances pour agir. Ce controle peut donc aller jusqu’a reproduire
la situation elle-méme. C’est seulement par l'intermédiaire des savoirs, et
donc des situations, ou plutdt de leurs transformations, que 1'on peut agir
de maniére a induire (mobiliser et transmettre) les connaissances. Les
savoirs inducteurs et les connaissances induites ne sont pas forcément
identiques, mais leur rapport tient a la capacité des connaissances a
transformer les situations. Il y a donc un lien étroit entre la facon dont
les connaissances permettent de transformer les situations et la facon
dont les connaissances se transmettent. Si la connaissance n’est pas

! Pour beaucoup de nos collegues cette fonction est méprisée sous prétexte d’un préjugé négatif.
Pourtant elle est essentielle et on ne saurait la confondre avec ce que la théorie des situations a
nommé effet Jourdain (Brousseau, 1986).
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toujours transmissible, le savoir est d’emblée enseignable, par le biais du
systeme situationnel qu’il contrdle. (Conne, 1992, pp.240-241)

Je pense avoir trouvé dans la sémiotique de C. S Peirce le moyen de rendre la
distinction opérationnelle. Pour vous faire comprendre mon idée, je vous propose

une citation trés célébre de C. S. Peirce :

I me semble que la fonction essentielle d'un signe est de rendre
efficientes des relations inefficientes - non pas les mettre en action, mais
établir une habitude ou une regle générale par lesquelles elles agiront
quand il le faudra. Selon la théorie physique, il ne se passe jamais rien en
dehors des vitesses rectilignes continues et des accélérations qui
accompagnent les différentes positions relatives des particules. Toutes les
autres relations dont un trés grand nombre nous sont connues, sont
inefficientes. La connaissance, d'une certaine fagon, les rend efficientes; et
un signe est quelque chose par la connaissance du quel nous connaissons
quelque chose de plus. (C.P. 8.332%,, Deladalle, 1978, p. 30.)
Dans son propos Peirce considére que si les seules relations matériellement
efficientes sont celles décrites par la physique, c’est par le truchement de signes que
la connaissance rend efficientes des relations qui ne le sont pas, c’est-a-dire les
rapporte, par notre action habituelle et réglée, a quelques relations matérielles
physiques efficientes. La suite de la citation montre que C. S. Peirce ne tombait pas
entierement dans un réductionnisme physicaliste: «A lexception de la
connaissance, dans le cas présent, du contenu de la conscience dans ce cas
(connaissance dont 1'existence peut étre mise en doute) toute notre connaissance et

notre pensée se font par signes.» (op. cit.).

Pour moi les progres de la psychologie et des sciences cognitives ont mis en
évidence d’autres relations efficientes que celles évoquées par Peirce. Je ne cherche
pas a savoir si on peut ou non les réduire aux premieres, mais je propose plutdt de
reprendre ses considérations en élargissant le champ des relations efficientes aux
relations efficientes cognitives, psychologiques, neurophysiologiques. Dés lors je ne
puis me passer d’introduire la distinction entre savoir et connaissance. En quelque
sorte, il faudra remplacer dans la citation de Peirce le mot désormais trop vague de
connaissance par le mot savoir qui deviendra, de ce point de vue, synonyme de

'expression connaissance utile. Par le truchement des signes, les connaissances utiles

2 C.P. : Textes répertoriés de Charles Sanders Peirce, sous I'appellation Collected Papers.
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rendent efficientes des relations inefficientes, et on peut alors parler de savoir. Ainsi
il devient possible de faire un signe de ce que nous apprend la psychologie ou
plutét un signe qui permet de rendre cognitivement efficientes des relations
inefficientes, qui permet de se mettre en situation, etc. Bien entendu les connaissances
utiles sont alors bien plus larges que les seuls savoirs institués. Selon une telle
perspective, les deux citations ci-dessus, celle de Peirce et la mienne se font écho. Et
au célebre : «A sign is something knowing which you know something more » que
Peirce lance a L. Welby (la traduction en est donnée dans la citation ci-dessus), je

pourrais ajouter: signs permit teaching.

Peirce poursuit le propos qui précede en déclarant :

Un signe est donc un objet qui est en relation avec son objet d'une part et

avec un interprétant d'autre part, de fagon a mettre l'interprétant en

relation avec cet objet, correspondant a sa propre relation avec cet objet.

Je pourrais dire "semblable a sa propre relation”, car une correspondance

consiste en une similitude: mais peut-étre la correspondance est-elle plus

étroite.(op. cit).
Tel est bien le statut d’une description et partant de celle que je vous propose ici qui
concerne la transformation d’une situation en classe sous l'effet d'un procédé de
dessin de cube en perspective cavaliere. Schématiquement dit et du point de vue
sémiotique, une description d’une situation et de son évolution consiste en la mise
en relation d’images de ce qui s’est passé, ou signes iconiques, et d’indices relatifs a
ce qui les a occasionnées. Ici, les images sont évocation de la situation et
présentation de quelques productions d’éleves, leurs dessins. Ces informations sont
complétées par des indications concernant le contexte de ces productions: la
situation, les taches données, les circonstances de telle ou telle production, les
décisions relatives au pilotage de la situation. La maniere dont ces deux facettes
sont articulées dans la description répond a des hypotheses de régularité qui a la
fois expliquent ce qui s’est passé et suggerent le caractere reproductible de

I'expérience.
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1. Un procédé de dessin de cube en perspective transparente : entre sémiotique,

psychologie et mathématiques.

i

Figure 1
Procédé de dessin du cube en perspective transparente

La suite de situations que relate cet article a bifurqué a partir d'un événement
inattendu que j'ai pris au vol alors que jexplorais avec les éleves les idées de
volume et de dimension. Un éleve a fait usage d’un savoir, possiblement acquis en
famille, un procédé de dessin d'un cube en perspective cavaliére consistant en la
reproduction de deux carrés décalés puis le tracé des traits reliant les sommets
correspondants. La figure 1 illustre le procédé tel que réalisé par 1'éléve sur papier
quadrillé’. Le procédé de dessin, que certains éleves ont reconnu a été tout de suite

adopté par I'ensemble de la classe. ]'ai été étonné de I'impact de cet événement.

Le procédé permet de produire un dessin qui rend le volume et les proportions d'un
cube’. Il produit donc un signe qui partage avec le cube, son objet, la propriété
perceptive de volume, qui est ce que Peirce appelle une icone de cube. Le procédé
consiste en regles de tracés, qui peuvent s’affranchir de la contrainte du quadrillage
et des dimensions. Le rendu de la troisieme dimension sur un support de dimension
2 est obtenu par le dédoublement d’un carré et le tracé de lignes de liaisons de biais
en ligne de fuite. Ainsi sont associées symboliquement (au sens de Peirce) les

figures de carré et de cube.

Si, sémiotiquement parlant, le dessin renvoie manifestement a des icones, celles-ci
une fois qu’elles sont tracées ne produisent pas toutes le méme effet : certaines sont

brouillées, voire illisibles, d’autres au contraire sont saisissantes, elles sautent aux

? Cet éleve avait besoin du quadrillage et de faire son dessin dans ces dimensions.
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yeux. Quelque chose se passe au niveau perceptif et/ou cognitif. Une telle
efficience peut donner lieu a des développements ou des sémioses sensiblement
différents. Par exemple, sachant dessiner des cubes on peut chercher a dessiner des
figures comportant plusieurs cubes de telle sorte que non seulement le volume de
chacun d’eux soit bien rendu, mais encore que cela soit fait sans distorsion et selon
le méme point de vue, bref on cherche a trouver une perspective commune. Une
telle icone est un diagramme reliant des images des objets représentés a leurs
positions respectives, donc a des relations spatiales. L’effet est au final de rendre

I'espace, le dessin produit alors un signe spatial.

Les choses peuvent prendre une autre tournure lorsqu’on cherche a utiliser ce qu’on
a appris/compris de ce procédé de dessin de cube pour dessiner d’autres polyedres
comme un prisme triangulaire, une pyramide ou un octaédre. On cherchera a
répliquer l'effet de volume. Pour cela, on aura identifié quelques regles de tracé
qu’on supposera opérantes et qu’on cherchera a généraliser. Certes, dans un tel cas,
on ne se contente plus d’obtenir des images séparées de ces polyedres, mais la mise
en relation opérée dans son action ne sera pas non plus spatiale. Les images des
différents polyédres et de leur dessin - par répliques et spécifications de regles
générales de tracé - s’organisent en diagrammes de relations conceptuelles. On crée
des dessins de polyédres qui certes sont des objets de l'espace mais qui, par le

truchement du signe, s’en détachent. Voyez par exemple la figure 5 ci-dessous.

En Suisse romande ce procédé n’est pas enseigné systématiquement, on n’en trouve
pas mention dans les manuels des six premiers degrés de 1’école. On ne lui attribue
manifestement pas une grande valeur didactique. Au-dela du fait qu’il produit une
icOne, on ne sait pas vraiment de quelles connaissances du cube ou de l'espace il est
porteur. Ce procédé semble faire souvent illusion tant sur le dessinateur lui-méme
que sur celui qui pourrait attribuer a son auteur des connaissances qu’il n’a pas. On
ignore également ce que les éleves gagnent a I'apprendre. Il semble que, par son
efficacité perceptive, ce procédé se ferme sur lui-méme et on ne sait alors pas tres
bien comment le développer conceptuellement. Néanmoins, dans le cas de ces

situations, tout banal et anecdotique qu’il puisse étre, ce procédé a bien fonctionné

* Notons que comme V2 vaut presque 1.5, les quadrilateres latéraux et supérieurs du dessin de la
figure 1 sont quasiment des losanges.
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comme un savoir distinctif : la plupart des éleves tout en l'ignorant y ont aussitot
reconnu quelque chose qu’ils pourraient facilement apprendre. C’était certes un
effet, mais en retour cet effet enrichissait les significations qu’eux, 1'enseignante et
moi-méme pouvions donner au cube. En ce qui me concerne, ces considérations me
renvoyaient a des « informations » collatérales, tant du c6té de la psychologie que

des mathématiques.

Du c6té de la psychologie, on trouve des éléments intéressants dans des recherches
comme celles de J.-M. Dolle et alii (1974) ou celles de J. Caron Pargue (1985). Pour ne

prendre que deux aspects, non des moindres, ces recherches montrent :

1) I'enjeu qu’il y a dans I’évolution des dessins et des représentations du
cube en particulier des traits qui figurent comme faces latérales du cube;

2) la différence qu’il y a entre dessins de cubes en opaque et en transparence
(le procédé considéré ici produit un dessin en transparence, la planche de la figure

2 les présente en opaque).

Selon mon observation, il y a un rapport certain entre I'impact de I'apparition de ce
procédé dans la situation expérimentée et les aspects relevés dans les études sur les
dessins « spontanés » des enfants. Le procédé a permis aux éleves d’obtenir un effet
qu’ils avaient peut-étre recherché d’expérience. IlIs I'ont non seulement facilement
assimilé mais ils 'ont encore investi de sorte que, confrontés a de nouvelles taches,

ce procédé est devenu un moyen d’exploration de quelques polyedres.

Le dessin, produit par le procédé, est en quelque sorte fermé sur le cube qu'il
permet de représenter. Des procédés analogues permettent de dessiner des cones,
des cylindres (J. Caron Pague, 1992), toutes sortes de prismes, etc. Comme je 1'ai
mentionné, ce sera une toute autre affaire de représenter divers objets en
perspective c’est-a-dire de représenter des vues dans lesquelles seront disposés les
uns par rapport aux autres différents objets. Ainsi, pour ne prendre qu'un exemple,
nous avons pu observer des éleves dessiner deux cubes accolés en choisissant une
perspective orientée a gauche pour le cube de gauche et orientée a droite pour le
cube de droite, de telle sorte qu’ils dessinaient bien les deux objets, mais comme
chacun pour lui-méme, quitte a introduire une distorsion de vue (les cubes dessinés
n’étaient alors adjacents que par une aréte). Ainsi, le procédé tel que nous le

considérons ici n’est qu'un procédé qui donne du volume a une image et n’est pas
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un procédé a méme de rendre toute relation spatiale. F. Boule (2002) a bien compris
le saut qu’il y a entre les deux et que je formulerai ainsi : le passage d'un signe de
volume a un signe d’espace. Mais comme je I'ai mentionné plus haut, F. Boule
discute du passage du volume a l'espace — ce qui suppose la donnée d'un point de
vue. Cela n’est pas la seule sémiose que nous pouvons envisager. Le procédé peut
se développer en un signe de polyédre. C'est ce qui a été entrepris dans la présente
étude ainsi que dans des recherches ultérieures, dont 'une d’elles, entreprise dans

le cadre d'un projet de J. Giroux (a paraitre).

On trouve ce procédé au coeur d'un ouvrage de F. Lo Jacomo (2002) intitulé :
Visualiser la quatrieme dimension et dont le sous-titre est : Des images percues dans les
miroirs ... a des objets mathématiques. Ce livre repose sur une métaphore, celle du
principe de dédoublement d’une figure de dimension n pour en trouver son
correspondant en dimension n+1. Le schéma du procédé de dessin est repris ici
comme un procédé d’imagination. C’est sur lui que repose toute la démonstration
de l'auteur parce qu’il permet de visualiser la transformation toute conceptuelle qui
consiste a passer d'un espace tridimensionnel a un espace quadridimensionnel et
d’obtenir le dessin d"un objet de dimension 4 a partir de celui de ses constituants de
dimension 3. Tout ceci se retrouve illustré par les diagrammes reproduits ci-

dessous.
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1L IYPERGURE

e

Figure 2 (Lo Jacomo, 2002) Figure 3 (Lo Jacomo, 2002)
Construisons un carré et un cube ... et basculons-les dans un hyperplan
horizontal, cela permet de construire un
cube et un hypercube

On notera une modification sémiotique tres significative : les traits en biais du
procédé de dessin du cube sont repris, selon les conventions en usage, pour
signifier ’hyperplan (voir figures 2 et 3). Ainsi, cette sorte d’inversion fait que
maintenant la perspective spatiale préfigure le dessin de 'objet. Quant aux traits
de liaison ils sont désormais signifiés par des verticales, et en traits tirés, et
connotent le passage a une dimension supérieure, comme par surplomb. Ces signes
sont bien entendu symboliques au sens peircéen (H. Chaachoua 1997 étudie cette
question). On ne vise plus du tout un effet perceptif, mais ce dernier est pris comme
un signe d’une opération conceptuelle et les diagrammes que propose F. Lo Jacomo

nous servent d’entrée dans le développement d’une métaphore.
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L’HYPERCUBE

Figure 4 (F. Lo Jacomo, 2002)
Deux représentations de I’hypercube.

Le petit procédé que notre éleve a produit intéresse a la fois les psychologues et les
mathématiciens. Entre deux, son caractere vague et clos a la fois le dévalorise
quelque peu aux yeux du didacticien. Il est en effet peu porteur pour tous ceux qui
arrétent leurs considérations aux seules images qu’il produit. Il I'est moins dés que
I'on prend en compte que les images qu’il permet de produire donnent a penser.
Ainsi par ses répliques il peut supporter une conceptualisation. En effet les images
que ces répliques produisent seront constituantes de diagrammes dont certains
permettent de figurer des relations entre polyedres. Ce sont de telles relations que
nous avons explorées dans les situations de cette étude. La thése de cet article est
que j’ai pu observer la constitution de tels diagrammes entre les polyedres et leurs
dessins et que, de ce point de vue, 'exploration faite avec les éleves présente une
analogie certaine avec I’exploration de la quatrieme dimension par le mathématicien

telle qu'évoquée par F. Lo Jacomo:

Carré, cube, hypercube [...] cest un jeu classique pour les
mathématiciens de prolonger tout ce qui est prolongeable, de généraliser
tout ce qui est généralisable : que voyons-nous dans un carré ? Deux
cOtés horizontaux reliés par deux c6tés verticaux. Dans un cube ? Deux
carrés horizontaux reliés par des arétes verticales. Qu’est-ce qui nous
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empéche de créer un hypercube, en tant que deux cubes « horizontaux »
reliés par des arétes « verticales ?

Ce n’est pas l'objet hypercube que je vais essayer de faire apparaitre
prestidigitatoirement. C’est le concept, cette construction mentale que
nous projetons sur ce que nous voyons pour pouvoir le manipuler
mentalement. L’espace ot nous nous déplagons est de dimension 3, nous
n'y verrons pas des hypercubes. Mais rien ne nous empéche de
manipuler mentalement, donc de visualiser intellectuellement le concept
d’hypercube. (Lo Jacomo, 2002, p. 29-31).

2. Principes de I’exploration menée en classe

J'ai adopté trois principes dans l’exploration de mes recherches en classe. Le
premier principe est de viser des activités aussi simples que possible et de tenter de
contrdler ainsi l'inévitable dérive vers la sophistication des taches; le second
principe est de viser la diversité des mises en relations entre signes divers, ce qui
suppose la production de multiples répliques de mémes signes; le troisieme est de
jouer sur l'effet des signes, ce qui entraine trois choses : des surprises, la tentative de
reproduire ces effets, des variations et modulations qui ne restent pas sur un type

permanent de relation a I’objet d’étude (Conne 2006).

Je m’intéresse particulierement a des procédés figuratifs, dessins, pliages, ... qui
font de l'effet. Ils sont tout a la fois valorisés - ce sont de jolis «trucs» - et
dévalorisés; ils se limitent a leur effet trop aisément reproductible. Comment ne pas
tomber dans une telle orniére qui nous éloigne des mathématiques ? Telle est une
des questions et défis didactiques auxquels je consacre mes recherches. Cette
recherche s’est déroulée de fin avril a mi-juin 2004 et s’est produite dans une classe
spécialisée de niveau 4°™ primaire, comportant 12 éleves sortis du cursus scolaire
pour des raisons que l'on dira psychosociales essentiellement. Ces éleves me
connaissaient pour les avoir visités régulierement depuis 2 ans a raison d’une fois
par semaine. Je collaborais de longue date avec leur enseignante. Je m’intéressais au
theme de la géométrie de 1'espace et me posais diverses questions relatives aux
expériences que pouvait susciter pour eux la confrontation avec différents matériels
: un jeu de plots solides en bois; les polydrons - matériel de confection de
polyedres par assemblage de plaques polygonales (régulieres) en plastique de
différentes couleurs; objets usuels tels ballon de basket, verres de limonades,
cylindres en carton ; tracages de lignes sur ces surfaces soit avec regles et crayons,

soit par collage de bande adhésive de carrossier ; pliages et bricolages en papier,
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avec des tiges en bois, etc. Ma perspective, fortement inspirée de la sémiotique
peircienne, considere chacune de ces expériences comme différentes modalités
sémiotiques pour « produire du volume » physiquement ou perceptivement. C’est a
la fin de cette exploration qu’est consacré ce chapitre. Les séances dont il sera
question se situent a la suite d’un travail sur un matériel fait de plots en bois,

constitué autour de I'idée de découpages du cube tels que décrits sur la figure 5.

Les éleves y avaient tous été familiarisés lors d’activités que j'avais menées avec
eux.D’une maniere ou d’une autre, ils avaient tous sérié 1'ensemble des pieces
données en vrac, puis assemblé les piéces afin de reconstituer les 10 cubes, tout
d’abord sans autre contrainte de consigne, puis selon le principe de n’assembler que
des pieces identiques. Ces taches avaient induit des comparaisons systématiques
des pieces selon leur volume : soit en relation au plot cube pris comme étalon, soit
par des relations entre des assemblages de petits morceaux en plus gros, soit des
relations selon l'idée de découpes. Une synthése commune avait été faite qui, sans
aller dans tous les détails, indiquait que tous ces morceaux étaient obtenus par
itérations de découpes en deux des cubes et de leurs portions, montrant ainsi 1'idée
de découpe comme schéma directeur pour penser ce matériel. J'ai fait remarquer

que sur les faces du cube apparaissent des lignes de découpe ou d’assemblage’.

® Javais aussi évoqué qu’on pourrait imaginer sur des modeles en polydrons de telles lignes de
découpe, par exemple sur tétraedres, octagdres et que ces lignes pouvaient le cas échéant suivre des
arétes.
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Figure 5
Matériel de cubes découpés a reproduire en dessin par les éleves. °

Cette recherche a occupé 5 séances de 1h — 1h30 de la fin avril a la mi-juin 2004, en
collectif ou en individuel. Entre ces séances, 1'enseignante a mis a disposition un
temps pour que les éleves accomplissent certains devoirs que je leur avais
demandés. A la premiere rencontre, j'ai disposé sur une table les 11 cubes (le cube
étalon et les 10 cubes assemblages). ]’ai demandé aux éleves de les dessiner de telle
maniere qu’on puisse reconnaitre chacun des assemblages. Je leur ai distribué des
feuilles, blanches d’un c6té, quadrillées de I'autre. Si un éleve disait ne pas savoir
dessiner en volume, je répondais de se débrouiller pour qu’on puisse distinguer les
différents cubes. A la deuxieéme rencontre, jai demandé aux éleves de dessiner de
mémoire les 11 cubes. Il n'y a eu que peu de différences entre les dessins produits
lors de ces deux séances. Ceci rend d’autant plus significatives leurs productions.
Connaissant ces éleves et la difficulté a leur faire produire des dessins précis de
polygones d’aprés modele et sur quadrillage, j'étais pleinement conscient du défi
que je leur avais lancé et jai été tres surpris par la qualité graphique de leurs

réponses. A la troisiéme rencontre, j'ai présenté au rétroprojecteur les dessins des

¢ Elle a été confectionnée par une étudiante.
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éleves récoltés lors des deux séances précédentes en commentant avec eux les
productions’. Je leur ai systématiquement demandé si I'entier du matériel avait été
représenté et si on était stir de ce que représentait chaque dessin. Nous avons
comparé les dessins des uns et des autres. J'ai présenté les productions en les
regroupant comme dans mon analyse ci-dessous, en gardant pour dernieres celles
sur lesquelles apparaissaient des dessins de plusieurs faces, voire de cubes en
volume. J'ai présenté en dernier la production sur laquelle un éleve avait
systématiquement représenté le cube dessin selon le procédé déja décrit. Le pivot de
cette suite se situe au moment ot les éleves ont voulu apprendre le procédé de
dessin en transparence du cube en perspective cavaliere et I’appliquer au dessin du
matériel. Cet apprentissage a donc motivé une seconde reprise de la premiere tache
et a engagé la suite sur d’autres voies. Deux autres événements importants ont

faconné cette nouvelle sémiose.

Le premier a eu lieu lorsqu’un éléve a trouvé le moyen de généraliser le procédé de
dessin du cube a un prisme de section triangulaire. Fait notable, 1'éleve qui a
introduit le procédé de dessin du cube n’a pas su le généraliser ainsi. J'y reviendrai.
La tache concernant le cube et ses découpes s’est ouverte au dessin de polyedres et a
occasionné quelques discussions et tentatives de trouver des figures respectant les
proportions des prismes a représenter : %5, % - de deux manieres - et 1/8 de cubes.
Le second fait a été que les éleves se sont mis a chercher comment dessiner des
pyramides et I'octaedre. Il révele que les éleves ont tenté de répliquer le schéma du
procédé - duplication de faces et lignes de liaison - sans toutefois comprendre
exactement ce qu’il y avait a dupliquer ou quels sommets relier. De ce fait, pour
rendre le volume d"une pyramide ou d'un octaedre, certains éléves ont dédoublé le
dessin entier d'une pyramide (figure 21). Diverses solutions de ce genre ont été
proposées et tentées au tableau noir. Le principe est quasiment celui par lequel F. Lo
Jacomo (2002) représente I’hypercube. Bien entendu, pour les éleves, leurs idées ne
signifiaient pas autant que cela. On voit pourtant ici le potentiel d’ouverture du
signe sur des horizons conceptuels de plus en plus abstraits. Ce fait n’est pas a
négliger. Il m’aura entre autres permis de donner une idée aux éleves (comme a leur
enseignante) du travail d'un mathématicien et ce, comme prolongement de ce qu’ils

avaient a apprendre (enseigner).

7 Le nom des auteurs avait été soustrait bien stir des copies..
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3. Quelques aspects de la sémiose développée lors de ces séances

La premiere tache, effectuée a trois reprises, s'inscrit dans la métaphore d'un
ensemble de cubes que I'on aurait découpé selon diverses combinaisons en prenant
comme principe, lors de découpes successives, de toujours découper un cube et pas
ses morceaux séparément’. Ces découpes sont considérées comme planes et
transversales aux paires de faces paralleles du cube’. Elles ne sont qu'évoquées, et
les éleves, eux, disposent de plots qu’ils peuvent re-assembler en cubes. Dans ces
assemblages, les plots sont accolés, faces sur faces, arétes sur arétes, sommets sur
sommets. La description en termes de sommets arétes et faces n'est pas tres
indiquée pour décrire la découpe ou le re-assemblage de solides car ces deux
opérations font apparaitre ou disparaitre dans la masse certaines faces, arétes et
sommets. On peut indiquer les coupes par leurs traces sur les faces du cube. Je
propose de distinguer les traits de coupe(s) qui indiquent sur une face la direction
de la coupe des lignes de découpe(s) qui indiquent la suite des arétes produites par
la coupe sur les faces du cube. Les re-assemblages des pieces se font, eux aussi, le
long de ces lignes. Puisqu’on ne considere que des coupes tres particulieres, on peut
indiquer de maniére univoque une coupe par ses traits de coupe sans devoir
représenter la ligne de découpe toute entiere. Dans les cas simples que nous étudions
ici, un trait de coupe se marquera transversalement a une face. Par contre certains
segments de lignes de coupes peuvent se confondre a des arétes du cube', dans ce
cas, il est rare que les éleves l'indiquent. Ils se contentent de dessiner les lignes

visibles du cube re-assemblé.

La tache demande aux éleves de produire une série de dessins représentant un
ensemble de 10 cubes re-assemblés selon 10 combinaisons de découpes en deux
ainsi que le cube étalon considéré ici comme non découpé. Pour ce faire les éleves

doivent produire un dessin représentant chacun de ces re-assemblages. Leurs

® Bt ceci sans considérations aucune sur la maniére dont on pourra réaliser effectivement de telles
découpes.

° La découpe en trois pyramides est un cas particulier, on ne peut l'obtenir directement par des
découpes transversales en deux. En coupant un cube diagonalement, en deux puis encore en deux,
on obtient deux de ces pyramides (tiers de cube) ainsi que deux tétraedres (sixiemes de cube), bien
connus des géometres.

" Dans les cas généraux de coupes planes comme, par exemple, dans celui de coupe pour
développement d'un polyedre, les lignes de découpes privilégiées seront celles qui sont constituées
par une suite d’arétes.
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dessins vont devoir combiner un signe représentant le cube a découper ou un
élément significatif de ce dernier — ici une, deux ou trois faces, ainsi que le dessin
des lignes de découpes sur le cube ou des traits de coupe sur les faces représentées.
Les éleves dessinent les 11 re-assemblages les uns a la suite des autres, ce qui en
constitue une série. Cette série est organisée et cela se manifeste par des relations
que l'on peut faire entre les dessins de lignes de découpes ou traits de coupes : par
exemple, traits transverses paralleles aux arétes du cube ou en diagonale, découpes
en croix, étoiles ou quadrillage. Pour ces raisons, je considérerai dans toute mon
analyse les dessins des éleves comme des diagrammes du matériel a dessiner et le

les ai classés en tant que tels.

La méme tache de reproduction sera effectuée par trois fois, les deux premieéres sans
que j'intervienne sur les productions des éleves, me contentant de les faire produire
et de les récolter, la troisiéme apres une intervention de ma part en collectif. Nous
avons recueilli une variété d'images que je commenterai a peine parce qu’elles
renvoient assez exactement a ce que J.-M. Dolle (1974) ou J. Caron-Pargue (1985) ont
pu observer de maniere bien plus complete et controlée. Dans leurs deux premieres
planches, la plupart des éleves ont représenté des carrés sur lesquels figuraient des
traits qu'on peut interpréter comme les traits de coupes. Ces dessins peuvent aussi
bien avoir représenté les coupes que les cubes re-assemblés. Dans certains cas, il est
impossible de départager ces deux interprétations sur la seule donnée des dessins
recueillis. Dans d’autres, on peut conclure au dessin des cubes re-assemblés soit
parce que les dessins de carrés sont marqués de maniere a indiquer le volume soit

parce que les séries de dessins présentent des dessins de carrés et de cubes.

Le passage de la tache de dessin d’apres modele (premieére séance) a celui de dessin
de mémoire (seconde séance) centre les éleves sur le diagramme qui a pour fonction
d’évoquer le matériel et la métaphore qui y préside. La correspondance avec le
matériel devient symbolique au sens ot I'entend Peirce, c’est-a-dire qu’elle repose
sur des conventions de lecture des traits que les éleves ont retrouvées au détour de

leurs dessins.

La sémiose se prolonge alors par une discussion sur les représentations en opaque
ou en transparence du cube. A la possibilité du signe d’évoquer un matériel absent
s’ajoute la possibilité de représenter ce qui est caché a la vue et, ceci, de deux

manieres : ce qui se trouve sur une face cachée ou ce qui se trouve au coeur du cube
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re-assemblé. Notons que la relation opaque/transparent rencontre celle entre traits
de coupes et segments de lignes de coupe comme cela apparait nettement sur les
images des figures 11 et 19 ci-dessous. Ceci deviendra un aspect saillant lors de la

troisieme reprise de leur dessin du matériel.

Le procédé de dessin du cube en transparence et en perspective cavaliere leur
donne la possibilité de reproduire a volonté des images du cube. Ce signe acquiert
une certaine autonomie vis a vis de la situation. Il devient support a des variations
et combinaisons de traits désignant les différents éléments des cubes découpés. Puis
le procédé devient lui-méme sujet a variations et combinaisons permettant de
produire le dessin de divers polyedres. Les situations ont occasionné un périple
jalonné par différents diagrammes. Nous avons quitté la métaphore d'un cube
découpé et d'un diagramme de cubes re-assemblés pour élaborer un diagramme
des divers morceaux ainsi obtenus. A la suite de quoi un nouveau diagramme s'est
progressivement constitué faisant correspondre procédés de dessin et images des
volumes obtenus et nous a introduit a une typologie des polyedres et a une nouvelle
métaphore : 1'idée d’exploration de la variété de polyédres ou de volumes en
prismes, pyramides, ...ballons — si je puis dire - ou cylindres, cones, boules. La
situation s’arréte sur une ouverture a ’hypercube tel qu’exposé dans un ouvrage de

mathématiques.

4. Signes des cubes découpés

Examinons de plus pres les premieres planches des éleves que nous avons

commentés lors de la troisiéme rencontre.

a) Ce diagramme représente 1'ensemble des morceaux de cubes, dessinés en 2D,
grosso modo de profil, répétés autant de fois qu’il le faut pour permettre la
reconstitution d’un cube. Un seul éleve I’a proposé. Notons que lors de la troisieme
reprise de la tache, je demanderai la production d’un diagramme des piéces : dessin
des types de morceaux et indication chiffrée du nombre de morceaux nécessaires

pour obtenir le cube, mais cette fois avec I'exigence de fournir des images 3D.
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Figure 6
Diagramme de silhouettes des pieces répétées selon leur nombre

b) Les autres diagrammes sont pour la plupart constitués d’images de faces des
cubes. Pour certains d’entre eux, une seule face de chaque cube est représentée.
Certaines de ces faces sont accompagnées de marques de l'épaisseur du cube.
D’autres comportent des dessins de plusieurs faces d"'un méme cube mais ce, de
maniere ad hoc, selon la difficulté a désigner le cube et en représentation opaque.

Dans aucun des cas un dessin systématique du cube découpé n’est proposé.
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Figure 7
Diagramme constitués de carrés et de traits de coupe™.

Du matériel, sept cubes peuvent étre identifiés par les traits de coupe indiqués sur
une face seulement. En effet, les coupes se font transversalement a la méme paire de
faces du cube. Ce sont ici les six premieres images et la derniere. Les quatre autres

cas exigent une coupe transversalement a une autre paire de faces et nécessitent
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qu’'on indique les traits de coupe sur deux faces au moins. L’éleve a bel et bien pu
produire 11 signes de cubes, mais a partir du septiéme signe, les figures proposées
ne sont pas a I'image des traits de coupes (pour le dernier il y a découpe en 6 parts

alors que le matériel présente une découpe en 8 parts).

Les deux diagrammes ci-dessous comportent chacun sept images des traits de
coupes. Dans chacun des cas, la coupe médiane en moitié est répétée:
horizontalement et verticalement. Certains motifs, en étoile ou quadrillage, ne sont
pas a l'image des traits de coupe. On notera particulierement a la figure 8 les
marquages de profondeur et la solution trouvée pour distinguer la découpe de cube
en quarts et en huitiemes par l'inscription de petites croix dans chaque quartier de

I'image. A la figure 9, on notera les deux dessins de cubes en opaque.

Figure 8
Diagramme des cubes découpés

Figure 9
Diagramme comportant deux figures en perspective

¢) Comme je I’ai mentionné ci-dessus, pour 4 des 11 cubes découpés, les traits de
coupes a indiquer doivent se faire sur 2 faces au moins parce que ces coupes ne se

font pas toutes transversalement a la méme paire de faces. Pour la plupart des

" On notera que certains motifs ne correspondent a aucun des 11 cubes modeles.
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éleves, le carré représente bel et bien le cube, c’est une image ot le volume et la face
sont confondus. Représenter des traits de coupe selon deux faces, voire trois, ne
permet plus une telle confusion. Il se trouve qu'un éleve a proposé pour son

diagramme des images de cubes constitués de 2 ou 3 faces éclatées.
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Figure 10
Diagramme dont les images de cube sont en développement

Cette production est exceptionnelle. Sur le moment, personne d’entre nous,
chercheur, enseignante ou autres éleves n'y a porté une attention suffisante. J'invite
le lecteur a examiner de pres la série de dessins de gauche a droite, ligne par ligne.
Si les troisieme et quatrieme dessins de la premiere ligne ne sont pas clairs, seul le
dernier dessin qui pourrait désigner un cube découpé en 16 parties ne correspond
pas au matériel. Il semble aussi que le cube découpé en 3 pyramides manque. Pour
bien comprendre le systeme que trouve cet éleve, qui semble s’étre mis
progressivement en place, il faut examiner les 2 derniers dessins de la seconde ligne.
IIs représentent trois faces de cubes, et les deux découpes de cubes en quart, par
croix diagonale, ainsi qu’en huitieme, en découpant encore une fois en deux,
transversalement a une autre paire de faces et parallelement aux arétes. On
comprend alors que la méme idée, quart puis huitieme, a été trouvée pour la paire
précédente de dessins ou ne figurent que deux faces — découpe en croix droite. C’est
la méme chose pour la paire constituée du dernier dessin de la premiere ligne et du
premier dessin de la seconde. J'interprete la série des dessins de la premiere ligne
comme des ébauches de ce systeme : 1°: 2 faces du cube non découpé, 2°: 2 faces du
cube coupé en 2 selon une diagonale, 3°: peut-étre 2 faces du cube découpé en 2
(coupe droite), 4°: peut-étre 3 faces du cube découpé en 4 selon une diagonale et une

seconde découpe droite sur une autre paire de faces et, enfin, les trois paires de
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découpes en quarts et huitiemes que j'ai déja indiquées. Les réponses de cet éleve a
la tdche de la seconde séance confirment cette interprétation. Il propose 2 images
mono faces, 7 images bifaces, 2 images trifaces. 2 ou 3 des images bifaces ainsi que
les 2 images trifaces représentent la face latérale «en fuite » - traits de biais

convergents.

d) Le diagramme de la figure 11 est constitué par la réplique de l'image des 11
cubes, en transparence sur lesquels les traits de coupe ou des segments de lignes de
découpe sont répliqués sur différentes faces, cachées ou visibles. Cette question a été
discutée avec les éléves a la troisieme séance. Aucune ligne de découpe complete et
aucune ligne interne n’est dessinée. Par ailleurs, on notera les marques d'une
hésitation entre transparence et opaque et I’absence de marquage des lignes cachées

(par exemple le recours conventionnel a des traits tirés).

Figure 11
Diagramme dont les images sont des cubes transparents et en perspective cavaliere
avec réplique des traits de coupe ou de segments de la découpe
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5. Une autre métaphore donne lieu a d‘autres images.

Lors de la deuxieme séance, j'envisageais le dessin de polyedres et voulais profiter
du matériel de polydrons avec lequel les éleves savaient construire quelques
polyedres comme tétraedres, pyramides a base carrée, pentagonale, hexagonale, etc.
pour les leur faire dessiner. Je me demandais aussi si la métaphore de la découpe
pourrait étre reportée a ce matériel. Sur ce point, mes observations antérieures
m’avaient montré I'impact du matériel et fait comprendre que les polydrons ne
pouvaient pas remplacer les bons vieux plots en bois, pour la simple et bonne raison
que des coques ou des boites ne sont pas les mémes choses que des plots. De plus,
sur un matériel comme les polydrons, on ne peut pas réaliser de coupe autrement
qu’en suivant les arétes. Autrement, il faut l'imaginer en recourant a différents
marquages : feutre, bande adhésive, élastique, etc. Chaque éleve a donc choisi un ou
deux modeles de polyedre coque de son choix et devait en faire le dessin. Le résultat
est qu'aucun de ces dessins n’a été fait en 3D. Les images produites sont de trois
types : silhouette du polyedre, polygone silhouette avec lignes internes indiquant
les faces (par exemple un losange fait de deux triangles), pyramides vues du
dessus : polygone de base et sommet en son centre relié aux coins de la base, dessin
de telle ou telle piece et, parfois, contour de la piece de polydron elle-méme, dessin
du patron de leur polyedre complets ou fragmentaires. Il semble donc que ce qui est
devenu saillant pour les éleves avec ce matériel soit les plaques de construction et
leurs assemblages, ce qui montre que leurs images s’inscrivent dans une toute autre

métaphore que celle de la découpe.

Une seule exception est a signaler, 'auteur de la figure 11 a voulu dessiner un grand
tétraedre que nous avions confectionné en polydrons et dont les faces sont
constituées de 4 plaques triangulaires. Il a effacé son dessin, sans doute parce que ce
dernier ne le satisfaisait pas. On peut voir néanmoins ce qu’il a tenté de faire: le
dessin d"une prisme triangulaire dont la face est celle du tétraedre. Il I’a reproduite
en décalé et tiré un trait de liaison entre les deux sommets de ces triangles (mais pas
a leur base). Puis il a ébauché le dessin des plaques sur chaque face. On distingue
que l'auteur a voulu dessiner une plaque latérale, comme il la voyait sur le tétraedre
et que cela introduit sur son dessin un triangle mal orienté par rapport a ses faces. Je
suppose que c’est a ce moment la qu'il a décidé de tout effacer. Notons que

quelques semaines plus tard, il fera spontanément une nouvelle tentative de ce
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dessin. Cet éleve, dont la tentative de dessiner un tétraedre aboutit au dessin d’un
prisme triangulaire, n’arrive pas a le produire volontairement. Ceci, et bien d’autres
indices laissés par les éleves sur leurs dessins montrent bien que les éleves n’ont

qu’une compréhension limitée du procédé.

6. Cubes découpés et pieces comme nouveaux diagrammes.

La troisieme rencontre a été l'occasion de discuter avec les éleves de leurs
productions et ce, avec plus de détails encore que ma présentation ci