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C
onosciuto in particolare per i lavori di
Analisi e la Mécanique analytique, Jo-
seph-Louis Lagrange non è forse al-
trettanto considerato per le ricerche
aritmetiche, spesso trascurate nelle
descrizioni del suo lavoro matematico.
Lagrange è in realtà uno degli studiosi

che maggiormente hanno contribuito alla rinascita di
questo campo matematico nel XVIII secolo: “Avec Eu-
ler, Lagrange remet en honneur la théorie des nombres,
négligée depuis Fermat; il démontre pour la première
fois quantité de théorèmes que les arithméticiens du
dix-septième siècle s’étaient contentés d’énoncer, et
aussi le théorème de J. Wilson, communiqué par Waring;

ses travaux sur l’équation de Pell et sur l’analyse indé-
terminée générale du second degré, où le rôle du discri-
minant des formes quadratiques est mis en lumière,
préparant les voies à Legendre et à Gauss” (Andoyer et
Humbert 1924, p. 69).
[Insieme a Eulero, Lagrange, che ha dato lustro alla teoria
dei numeri, trascurata dopo Fermat, ha dimostrato per la
prima volta una grande quantità di teoremi che gli aritme-
tici del XVII secolo si limitavano a enunciare, fra i quali an-
che il teorema di J. Wilson, riportato da Waring; il suo la-
voro sulla equazione di Pell e l’analisi generale delle forme
indeterminate di secondo grado, in cui viene evidenziato
il ruolo del discriminante delle forme quadratiche, aprì la
strada a Legendre e Gauss].
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Le ricerche in ambito aritmetico affrontate da Lagrange
sono solitamente descritte come la sintesi di una serie di
risultati ottenuti da Fermat ed Eulero e l’anticipazione
della teoria delle forme quadratiche sviluppata da Legen-
dre e Gauss all’inizio del XIX secolo. Dopo una breve pre-
sentazione del lavoro aritmetico di Lagrange, l’obiettivo
di questo articolo sarà quello di fornire una visione con-
creta dei metodi e delle tecniche utilizzate dal grande ma-
tematico torinese nella Teoria dei numeri e di individuare
la sua attività aritmetica nella seconda metà del Sette-
cento con particolare attenzione alla dimostrazione del
teorema dei quattro quadrati [1] e ad alcuni lavori che ci
permetteranno di comprendere al meglio la realizzazione
di questa dimostrazione.

1 Lagrange e la Teoria dei numeri: una panoramica
Con i lavori di Eulero, Lagrange e Legendre, la seconda
metà del Settecento può essere considerata un’epoca di
transizione nella storia della Teoria dei numeri [2]. Tra il
XVI e il XVII secolo [3], molti giudici, nobili, diplomatici e
religiosi si interessarono a questioni inerenti a tale teoria
e si confrontarono per lo più attraverso scambi di lettere o
vere e proprie sfide. Il magistrato di Tolosa Fermat è noto
in modo particolare per le questioni aritmetiche che pose.
Rese così l’Aritmetica un vero e proprio oggetto di studio
e incoraggiò i suoi contemporanei ad affrontarla: “Cepen-
dant l’arithmétique a un domaine qui lui est propre, la
théorie des nombres entiers; cette théorie n’a été que très
légèrement ébauchée par Euclide et n’a pas été assez cul-
tivée par ses successeurs […]; les arithméticiens ont donc
à la développer ou à la renouveler”.
[Per quanto riguarda l’Aritmetica, questa ha un campo di
studio che gli è proprio, ovvero la teoria dei numeri interi;
questa teoria è stata solo delineata in superficie da Eucli-
de e non è stata sufficientemente approfondita dai suoi
successori […]; gli aritmetici devono perciò svilupparla o
quanto meno rinnovarla].
Alcuni presero questo invito come un gioco, altri al con-
trario – la maggior parte – lo declinarono. Così John Wallis
scriveva a Kenelm Digby: “Confesso che per, quanto mi ri-
guarda, [le questioni sui numeri] non suscitano in me un
interesse così grande da rendermi propenso a dedicare lo-
ro troppo tempo e fatica. Non le ritengo abbastanza im-
portanti da trascurare altre ricerche in Geometria che mi
interessano maggiormente”.

Come vedremo con Lagrange, commenti simili appariran-
no anche nelle corrispondenze dei secoli successivi. La si-
tuazione cambia però in modo significativo nel XIX secolo:
l’ultimo teorema di Fermat diventa oggetto di un premio da
parte dell’Accademia delle Scienze e alcuni studiosi, fra i
quali Kummer, ottengono riconoscimenti ufficiali per i loro
contributi alla Teoria dei numeri.
Nel XVIII secolo alcuni nomi [4] ricorrono sistematicamente
nella storia della teoria dei numeri. Per cominciare, Christian
Goldbach ed Eulero scambiarono alcune lettere sull’Aritme-
tica a partire dal 1730. Quest’ultimo pubblicò inoltre nume-
rosi articoli su questo tema [5]. Alla fine del secolo, Legendre
pubblicò l’Essai sur la théorie des nombres, nel quale riassu-
me diversi risultati di Analisi indeterminata studiati dai suoi
predecessori. Per parte sua, Lagrange presentò una dozzina
di Memorie sull’Aritmetica tra il 1768 e il 1777.
È proprio a Berlino che Lagrange produsse tutte le sue ri-
cerche di Aritmetica [6]. Lo scienziato si trovava in una po-
sizione molto favorevole che gli permetteva di dedicarsi
completamente al lavoro scientifico. All’epoca poi, sempre
all’Accademia di Berlino, c’era anche Johann Heinrich
Lambert che, a partire dal 1770, mise a punto un progetto
per la costruzione di una tavola di fattori e sollecitò l’am-
biente accademico a sviluppare una autonoma teoria dei
numeri [7]. Lagrange operava dunque in un clima in cui la
Teoria dei numeri non era del tutto ignorata e mantenne
inoltre una regolare corrispondenza con d‘Alembert e Eu-
lero proprio su alcune questioni aritmetiche.
Fra gli scritti I lavori di Aritmetica di Lagrange più famosi
e più citati nella storia della Teoria dei numeri sono senza
dubbio quelli che trattano dei problemi indeterminati di
secondo grado e delle forme quadratiche [8]. Dal 1768 al
1771, Lagrange fornì alcuni metodi per risolvere l’equa-
zione di Pell-Fermat e più in generale i problemi indeter-
minati di secondo grado. Erano questioni già studiate in
precedenza. Ad esempio, nel caso dell’equazione di Pell-
Fermat, Eulero aveva dimostrato l’esistenza di infinite so-
luzioni partendo da una soluzione data. La grande origi-
nalità di Lagrange, nel caso delle equazioni indetermina-
te, consiste nel determinare (se esiste) una soluzione par-
ticolare e da questa dedurre l’insieme delle soluzioni. Inol-
tre, in diverse opere, Lagrange si impegnò a semplificare
i suoi metodi di risoluzione [10]. Nel 1775 e nel 1777 La-
grange pubblicò uno studio dei numeri che possono esse-
re rappresentati nella forma Bt2+Ctu+Du2. Spesso consi-
derato come il contributo più interessante di Lagrange al-
la teoria dei numeri, questo lavoro viene di solito letto alla
luce dei lavori successivi di Legendre e di Gauss sulle for-
me quadratiche [11]. Un commento a questo suo lavoro si
trova nella lettera che Lagrange scrisse a d‘Alembert il 6
luglio 1775: “Je ne serais pas surpris que vous fussiez peu
satisfait de ce que j’ai donné dans ce Volume, car je ne l’en
suis guère moi-même. Les recherches d’Arithmétique
sont ce qui m’a coûté les plus de peine et ce qui vaut peut-
être le moins”.
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Nel XVIII secolo alcuni nomi
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storia di questa teoria come quelli
di Goldbach ed Eulero che
si scambiarono alcune lettere
sull’Aritmetica nel 1730.
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[Non sarei sorpreso se tu fossi insoddisfatto di quello che
troverai in questo volume, perché non mi rappresenta del
tutto. Le ricerche d’Aritmetica sono la cosa che più mi è
costata in termini di fatica e forse non ne è valsa la pena].
Lagrange pubblicò infine anche la prima dimostrazione com-
pleta di alcuni risultati specifici, fra cui il teorema dei quattro
quadrati [12], il teorema di Wilson [13] e la risoluzione del-
l’equazione diofantea z2= 2x4-y4 [14]. Queste Memorie sono
più brevi rispetto alle altre e possono apparire isolate. Noi co-
munque dimostreremo come, nel caso del teorema dei quat-
tro quadrati, Lagrange si sia basato su strumenti e metodi già
approntati durante le ricerche sui problemi indeterminati di
secondo grado e su alcuni scritti di Eulero. Allo stesso modo,
quest’ultimo si baserà a sua volta sui lavori di Lagrange per
proporre una nuova dimostrazione.

2 Démonstration d’un théorème arithmétique di Lagrange
(1770)

2.1 Il teorema dei quattro quadrati da Bachet a Lagrange:
alcuni riferimenti storici
La Memoria intitolata Démonstration d’un théorème arith-
métique, pubblicata da Lagrange nel 1772 nelle Mémoires
dell’Accademia di Berlino, inizia così: “C’est un théorème
connu depuis longtemps que tout nombre entier non car-
rés peut toujours se décomposer en deux, ou trois, ou qua-
tre carrés entiers; mais personne, que je sache, n’en a en-
core donné la démonstration” (Lagrange 1772, p. 189).
[È un teorema noto da tempo quello secondo cui, dato un
qualsiasi numero intero non quadrato, questo può sempre
essere diviso in due, tre, o quattro quadrati interi; ancora
nessuno, a mia conoscenza, ne ha però mai fornito la di-
mostrazione].
In questo lavoro di una dozzina di pagine, Lagrange pre-
senta una prima dimostrazione del teorema dei quattro
quadrati dopo aver tratteggiato una breve analisi storica
degli studi precedenti sul “teorema di M. Bachet“. Anche
noi, inizieremo citando alcuni autori che hanno parlato di
questo teorema nei loro lavori.
Claude Gaspard de Bachet Méziriac, membro dell’Acca-
demia di Francia dal 1634, è celebre per il volume Problè-
mes plaisants et délectables qui se font par les nombres,
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pubblicato nel 1612 e riedito nel 1624, che costituirà una
fonte fondamentale nei secoli successivi sulle questioni
aritmetiche. Ha inoltre pubblicato, nel 1621, una traduzio-
ne dal latino dell’Arithmétiques di Diofanto a cui ha ag-
giunto un commento nel quale si sofferma su un problema
diofanteo enunciando a questo proposito il teorema dei
quattro quadrati e verificandolo per gli interi da 1 a 325.
Qualche anno più tardi Fermat si procurò questo volume,
lo studiò e lo arricchì di annotazioni di proprio pugno: è
proprio su queste pagine che il matematico scrisse la fa-
mosa affermazione: “Preuve véritablement merveilleuse
que la marge est trop étroite pour contenir [13]”.
[Dispongo di una meravigliosa dimostrazione di questo
teorema che però non può essere contenuta nel margine
troppo stretto della pagina].
È da questo libro che Fermat venne a conoscenza del-
l’enunciato del teorema dei quattro quadrati. Come dimo-
stra la sua corrispondenza a partire dal 1630 con Marin
Mersenne e soprattutto con sir Kenelm Digby, Fermat si
occupò a fondo del problema. Così scrisse, nel 1658, a
Digby: “J’annonce à vos éminents correspondants que j’en
ai trouvé une démonstration complète”.
[Annuncio alla vostra eminente persona che ho trovato
una dimostrazione completa]. Anche se non è stata trova-
ta nessuna dimostrazione, l’insieme delle note sulle que-
stioni numeriche che Fermat aveva inviato al suo collega
Pierre de Carcavi nel 1659 contiene delle indicazioni me-
todologiche. Tuttavia l’insieme delle note sulle questioni
numeriche che Fermat aveva inviato al suo collega Pierre
de Carcavi nel 1659 contiene una traccia per una possibi-
le dimostrazione. Fermat afferma che il teorema dei quat-
tro quadrati ricade in una serie di questioni aritmetiche, a
priori diverse le une dalle altre, che possono essere dimo-
strate con quello che lui chiama metodo della discesa infi-
nita [14], metodo che descrive nel caso di una proposizio-
ne negativa [15]. Si tratta di supporre che il problema am-
metta una soluzione intera positiva da cui sia possibile de-
durre un’altra soluzione intera positiva, strettamente mi-
nore: in questo modo si costruisce una successione decre-
scente di numeri interi positivi, che porta ad una contrad-
dizione. Fermat propone di applicare questo metodo anche
al caso di affermazioni positive e fornisce un esempio con
il cosiddetto teorema dei due quadrati [16]: “Si un nombre
premier pris à discrétion, qui surpasse de l’unité un multi-
ple de 4, n’est point composé de deux carrés, il y aura un
nombre premier de même nature, moindre que le précé-
dent, et ensuite un troisième encore moindre, etc. En des-
cendant à l’infini jusques ce que vous arriviez au nombre 5,
qui est le moindre de tous ceux de cette nature, lequel il
s’ensuivrait n’être pas composé de deux quarrés, ce qu’il
est pourtant. D’où on doit inférer, par la déduction à l’im-
possible, que tous ceux de cette nature sont par consé-
quent composés de deux carrés”.
[Se un numero primo preso a discrezione, che supera di
un’unità un multiplo di 4, non è decomponibile nella som-

ma di due quadrati, allora ci sarà un numero primo minore
del precedente della stessa natura e ancora un terzo mi-
nore del secondo e così via. E così all’infinito, fino ad arri-
vare al numero 5 che è il più piccolo dei primi siffatti: ne
consegue che neanche lui non può essere decomposto in
due quadrati, che è una contraddizione. Quindi dobbiamo
dedurre, essendo giunti a una conclusione impossibile,
che tutti i numeri primi di questa natura si decompongo-
no nella somma di due quadrati].
Fermat esplicita il principio del suo metodo, ma non mo-
stra alcun dettaglio per costruire la successione decre-
scente di numeri interi che soddisfi le condizioni richieste.
Vedremo in seguito che questo metodo è al centro delle di-
mostrazioni date da Lagrange ed Eulero nei loro lavori sul-
le somme dei quadrati.
Come abbiamo accennato in precedenza, le ricerche in Teo-
ria dei numeri di Eulero iniziano con la sua corrispondenza
con Goldbach. In una lettera del 1 dicembre 1729, Goldbach
comunica a Eulero alcuni risultati contenuti negli scritti di
Fermat, con particolare riferimento ad una congettura di
Fermat che affermava che tutti i numeri della forma 22n

+ 1
sono primi [17]. Il 22 maggio 1730, scrive nuovamente a Eu-
lero osservando che i resti dei quadrati dei termini di una
progressione aritmetica ottenuti da una divisione per un
numero primo formano una sequenza periodica. Eulero ri-
sponde a Goldbach il 4 giugno 1730 confermando il proprio
interesse per la Teoria dei numeri e in particolare per un
“teorema elegante“ che afferma che ogni numero può esse-
re scritto sotto forma di quattro quadrati. Dal 1730 al 1750, i
due studiosi discussero regolarmente i risultati relativi alla
somma dei quadrati. Tra il 1749 e il 1751, Eulero presentò di-
verse Memorie sulle somme di quadrati, nelle quali si trova
una dimostrazione di una versione debole del teorema dei
quattro quadrati [20]: ogni intero è somma di al più quattro
numeri quadrati interi o razionali.
È soltanto nella Démonstration d’un théorème arithméti-
que, pubblicata nel 1772, che Lagrange presenta una di-
mostrazione completa del teorema dei quattro quadrati
[18]. Lagrange ed Eulero avevano in quel periodo [19] una
corrispondenza regolare e si confrontavano spesso su que-
stioni aritmetiche, ma mai lo fecero sul teorema dei quat-
tro quadrati. Lagrange non pubblicò alcun articolo inter-
medio ed espose la sua dimostrazione in una dozzina di
pagine, un fatto che rende difficile la comprensione della
sua costruzione. La sua lettura non è facile ma soffermarsi
proprio sulla dimostrazione permette da un lato di coglie-

Prendendo in considerazione
l’insieme delle Memorie di Eulero
e Lagrange, appaiono evidenti
le reciproche influenze ma anche
le differenti posizioni nell’ambito
della Teoria dei numeri.

“
”



re le difficoltà che si presentano quando si guardano da vi-
cino gli scritti di Lagrange e, in secondo luogo, di eviden-
ziare la diversità dei metodi – algebrico, analitico, aritme-
tico – usati da Lagrange nei suoi scritti in particolare di
Teoria dei numeri. Prendendo in considerazione l’insieme
delle Memorie di Eulero e Lagrange, appaiono evidenti le
reciproche influenze ma anche le differenti posizioni nel-
l’ambito della Teoria dei numeri.

2.2 Punti chiave della dimostrazione del teorema dei
quattro quadrati di Lagrange
In generale, il lavoro utilizza una lunga serie di operazioni
algebriche che ne rendono difficile la lettura. Come ricor-
da lo stesso Lagrange nell’introduzione alla sua Memoria,
la struttura della dimostrazione si basa su alcuni lavori de-
dicati da Eulero alla somma dei quadrati. Viene impiegata
anzitutto l’affermazione che il prodotto di due somme di
quattro quadrati è una somma di quattro quadrati, che
consente di limitare il ragionamento ai numeri primi. La
dimostrazione che ciascun numero primo è scomponibile
nella somma di quattro quadrati è condotta da Lagrange
alla maniera di Eulero e presenta due passi:
(I) qualsiasi numero primo divide la somma di due o tre

quadrati e il quoziente risultante è minore di p;
(II) se un prodotto è somma di quattro quadrati e uno dei

fattori è anch’esso di questa forma, allora anche il se-
condo fattore sarà una somma di quattro quadrati [20].

Come ricorda lo stesso Lagrange, Eulero aveva già fornito
una dimostrazione della preposizione (I). Lagrange forni-
sce una dimostrazione di questi due passi, partendo però
da enunciati leggermente diversi.

2.3 Il metodo della discesa infinita di Lagrange
Lagrange dimostra inizialmente che ogni numero primo
che divide la somma di quattro quadrati, senza dividere
ogni quadrato, è necessariamente anche lui la somma di
quattro quadrati. Per fare questo dimostra che, “si la som-
me de quatre carrés est divisible par un nombre premier
plus grand que la racine carrée de la même somme, ce nom-
bre sera nécessairement égal à la somme de quatre carrés”
(Lagrange 1772, p. 193) [se la somma dei quattro quadrati è
divisibile per un numero primo maggiore della radice qua-
drata della loro somma, questo numero sarà necessaria-
mente uguale alla somma di quattro quadrati]. A questo
scopo, Lagrange utilizza il metodo della discesa infinita di

cui abbiamo parlato in precedenza a proposito di Fermat.
La grande differenza è che Lagrange non ricorre al ragio-
namento per assurdo. Così, dopo aver dimostrato che ci si
potrebbe limitare ai casi in cui i numeri che compongono
la somma di quattro quadrati sono primi, considera l’equa-
zione Aa = p2 + q2 + r2 + s2, dove p, q, r, s sono primi tra lo-
ro e A è un numero primo tale che:

Seguono tre pagine di operazioni, attraverso identità alge-
briche e varie considerazioni sulla divisibilità, che gli con-
sentono di ricavare l’esistenza dei numeri interi a’, p’, q’, r’ e
s’ tali che Aa’ = p’2 + q’2 + r’2 + s’2 con a’<a se è a>1. L’ap-
plicazione del metodo della discesa gli permette di conclu-
dere: “Il s’ensuit de là que si Aa est la somme de quatre car-
rés, Aa’ sera aussi la somme de quatre carrés […]; ainsi, si a
est plus grand que 1, a’ sera nécessairement plus petit que a
; et si a’ est encore plus grand que 1, on prouvera de la même
manière que Aa’’ sera aussi la somme de quatre carrés, a’’
étant plus petit que a’ ; et ainsi de suite; donc comme les
nombres a, a’, a’’ sont des nombres entiers, dont aucun ne
peut être égal à zéro […] et que ces nombres vont en dimi-
nuant, il est clair qu’on parviendra nécessairement à un de
ces nombres qui sera égal à l’unité, et alors on aura A égal à
la somme de quatre carrés entiers” (Lagrange 1772, p. 197).
[Ne consegue che, se Aa è la somma di quattro quadrati,
allora anche Aa’ è la somma di quattro quadrati […]; così,
se a è maggiore di 1, a’ è necessariamente più piccolo di a;
se a’ è ancora maggiore di 1, si dimostra nello stesso modo
che Aa’’ è somma di quattro quadrati con a’’ ancora più pic-
colo di a’, e così via. Poiché i numeri a, a’, a’’ sono numeri
interi, così nessuno di questi può essere uguale a zero; per-
tanto i numeri a, a’ e a’’ sono numeri interi diversi da zero
[…] e questi numeri sono decrescenti. Quindi è chiaro che
si otterrà necessariamente che uno di questi numeri sarà
uguale a uno e A sarà allora uguale alla somma di quattro
quadrati interi].

2.4 Le differenze finite
Contrariamente a quello che si conosce dei lavori di Fer-
mat, il metodo della discesa infinita permette dunque a
Lagrange di dimostrare che il numero A è proprio una
somma di quattro quadrati senza utilizzare il ragiona-
mento per assurdo.
Lagrange dimostra il primo passo ottenendo un risultato
più generale di quello di Eulero: “Si A est un nombre pre-
mier et que B et C sont des nombres quelconques positifs
ou négatifs non divisibles par A, je dis qu’on pourra tou-
jours trouver deux nombres p et q tels que le nombre p2 −
Bq2 − C soit divisible par A” (Lagrange 1772, p. 198).
[Se A è un numero primo e B e C sono numeri arbitrari po-
sitivi o negativi non divisibili per A, possiamo sempre tro-
vare due numeri p e q tali che il numero p2 − Bq2 − C sia di-
visibile per A].

Il teorema dei quattro quadrati
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dividere ogni quadrato,
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la somma di quattro quadrati.
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È sufficiente considerare B = C = –1 per ottenere un teore-
ma simile a quello dimostrato da Eulero.
Lagrange distingue due casi: in primo luogo, se riusciamo
a trovare q tale che Bq2 + C sia divisibile per A, allora pos-
siamo prendere p = 0 oppure p divisibile per A. Poi suppo-
ne che non esista alcun q tale che Bq2 + C sia divisibile per
A e pone Bq2 + C = b. A questo punto, introduce le se-
guenti espressioni dipendenti da b e p:

e:

ottenendo:

Secondo il piccolo teorema di Fermat, i membri di questa
uguaglianza sono divisibili per A e quindi la questione si
riduce a mostrare che esistono degli interi p e q tali che A
non divide né P né Q; in questo caso, i numeri p e q sono
tali che A divide p2 − Bq2 − C. Lagrange si appella allora
alla “nota teoria delle differenze” [21] (Lagrange 1772,
p.199): “Car si l’on substitue successivement dans l’ex-
pression de P les nombres 1, 2, 3,… jusqu’à A – 2 inclusi-
vement à la place de p, et qu’on nomme P’, P’’, P’’’,…, P(A−2)

les valeurs résultantes de P, on aura, par la théorie connue
des différences,

Or, si tous les nombres P’, P’’, P’’’,… jusqu’à P(A−2) étaient di-
visibles par A, il faudrait que le nombre 1·2·3 . . . (A − 3) le
fût aussi ; ce qui ne pouvant être à cause que A est pre-
mier, il s’ensuit que parmi les nombres P’, P’’,…, P(A−2) il s’en
trouvera nécessairement quelqu’un qui ne sera pas divisi-
ble par A; donc, etc”.
[Infatti, se vengono successivamente sostituiti nel-
l’espressione di P, al posto di p, i numeri 1, 2, 3, … fino ad
A-2 compreso e si chiamano P’, P’’, P’’’, … , i valori ottenu-
ti da P, si otterrà, grazie alla nota teoria delle differenze che:

Tuttavia, se tutti i numeri P’, P’’, P’’’, … fino a P(A-2) fossero di-
visibili per A, anche il numero 1·2·3. . . (A – 3) lo sarebbe sta-
to come avrebbero dovuto essere ma ciò non è possibile
perché A è primo. Ne segue che tra i numeri P’, P’’, … P(A-2)

se ne dovrà necessariamente trovare qualcuno che non sia
divisibile per A; pertanto, ecc”].
Vi è quindi un numero intero p tale che P non è divisibi-
le per A. Si fa lo stesso per Q e questo conclude la dimo-
strazione.

3 Verso la dimostrazione del teorema dei quattro quadrati
da Lagrange
Nella Memoria intitolata Novae demonstrationes circa re-
solutionem numerorum in quadrata, presentata all’Acca-
demia di San Pietroburgo nel 1772 (ma pubblicata sola-
mente negli Acta eruditorum del 1780), Eulero annuncia
con gioia di essere finalmente in grado di produrre una di-
mostrazione completa del teorema dei quattro quadrati,
ben diversa da quella di Lagrange e certamente meno la-
boriosa. Prima di presentare il proprio lavoro, richiama bre-
vemente le fasi della dimostrazione presentata da Lagran-
ge e sottolinea il suo scopo: proporre una nuova dimostra-
zione che sia più chiara e concisa.
È innegabile che, presa da sola, è difficile capire come La-
grange abbia costruito la sua Démonstration d’un théorè-
me d’arithmétique ottenuta in effetti attraverso lunghi cal-
coli e a priori poco intuitiva. Tuttavia è possibile notare dei
legami tra alcuni passaggi di questa breve Memoria e una
serie di studi precedenti degli stessi Eulero e Lagrange.
Alcuni sono appositamente evidenziati da Lagrange,
mentre altri sembrano riflettere abituali pratiche matema-
tiche. In questa sezione, ci concentreremo solo su alcune
di questi legami.

3.1 Eulero e il teorema dei due quadrati: “Ho finalmente
trovato una dimostrazione definitiva” [22]
Come abbiamo detto in precedenza, la corrispondenza tra
Eulero e Goldbach è una ricca fonte per comprendere
l’evoluzione della ricerca di Eulero in Teoria dei numeri.
Veniamo così a sapere [23] che Eulero è stato in grado di
mostrare nel 1742 che i numeri della forma a2+b2, dove a e
b sono primi tra loro, non ammettono divisori della forma
4n-1. Diverse lettere destinate a Goldbach contengono al-
tre riflessioni di Eulero sulle somme di due quadrati. A par-
tire dal 1747, cresce invece il numero dei riferimenti alle
somme di tre o quattro quadrati. Nel 1748, Eulero dimostrò
l’identità fondamentale prima citata: il prodotto tra due
somme di quattro quadrati di numeri interi è una somma
di quattro quadrati di numeri interi.
Il 12 aprile 1749, Eulero scrisse a Goldbach per annuncia-
re che aveva ottenuto una dimostrazione del teorema dei
due quadrati ed è sempre in questa lettera che gli presen-
ta la dimostrazione di una versione debole del teorema dei
quattro quadrati: ogni numero è somma di almeno quattro
quadrati di numeri razionali. Nel caso della somma di due
quadrati, la successione dei passaggi della dimostrazione
adottata da Eulero ricorda quella che verrà utilizzato da La-
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È innegabile che, presa da sola,
è difficile capire come Lagrange abbia
costruito la sua Démonstration d’un
théorème d’arithmétique ottenuta
in effetti attraverso lunghi calcoli
e a priori poco intuitiva.
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grange per la somma di quattro quadrati. Il matematico
svizzero dimostra dapprima che il prodotto tra due somme
di due quadrati è ancora somma di due quadrati, poi che i
divisori delle somme di due quadrati primi tra loro sono a
loro volta somme di due quadrati per dedurre, infine, il teo-
rema dei due quadrati: tutti i numeri primi della forma
4n+1 sono somma di due quadrati.
Si possono notare, anche in questa occasione, due carat-
teristiche ricorrenti nei lavori aritmetici di Eulero: la ricer-
ca è illustrata a partire da esempi numerici e la prima Me-
moria di Eulero sul teorema dei due quadrati, presentata il
20 marzo 1749 all’Accademia di Berlino, non contiene al-
tro che un Tentamen demonstrationis completato in una
seconda Memoria presentata [24] il 15 ottobre 1750. In
questi due testi troviamo metodi e strumenti simili a quel-
li utilizzati da Lagrange: anche Eulero si basa sul metodo
della discesa infinita per dimostrare che i divisori delle
somme di due quadrati, primi tra loro, sono somme di due
quadrati; assume che esista una somma di due quadrati
divisibile per un numero p che non è una somma di due
quadrati e costruisce una successione decrescente di
somme di due quadrati che ammettono un divisore che
non è somma di quadrati e questo è impossibile (in quan-
to porta necessariamente a una somma di due quadrati
che è un numero primo o è l’unità).
Per dimostrare il teorema dei due quadrati, Eulero ricorre
in seguito al piccolo teorema di Fermat: il numero 4n+1 di-
vide la differenza a4n – b4n se è primo con a e b e quindi di-
vide uno dei due fattori a2n – b2n e a2n + b2n. È dunque suf-
ficiente provare che esistono due numeri a e b, primi con
4n+1 tali che 4n+1 non divida la differenza a2n – b2n: que-
sto è l’oggetto della seconda Memoria di Eulero basata sul
metodo delle differenze finite. Egli considera la successio-
ne di numeri 1, 22n, 32n, …, (4n)2n e suppone che tutte le dif-
ferenze prime 22n – 1, 32n – 22n, …, (4n)2n – (4n – 1)2n siano
divisibili per 4n+1. Le differenze seconde, terze,…, di or-
dine 2n sono quindi divisibili per 4n+1. Tuttavia, la diffe-
renza di ordine 2n è pari a (2n)! e non può essere divisibi-
le per 4n+1 che è un numero primo. Allora, almeno una dif-
ferenza prima non è divisibile per 4n +1 e ci sono pertanto
due numeri a e b tali che a2n – b2n non è divisibile per 4n +1.
La dimostrazione del teorema dei due quadrati coinvolge
dunque diversi risultati e strumenti che saranno poi ripre-
si da Lagrange: è il caso per esempio del piccolo teorema
di Fermat, del metodo di discesa infinita o delle differenze
finite. Tuttavia, questi ultimi due metodi non saranno uti-
lizzati da Lagrange nello stesso modo.

3.2 Una versione debole del teorema dei quattro quadra-
ti di Eulero: l’elaborazione della teoria dei residui
In una Memoria presentata all’Accademia di Berlino nel
1751, Eulero tratta in modo completamente differente le
somme di quadrati. Gran parte del testo è dedicata a ciò
che Eulero chiama residui che sono, in questa Memoria, i
resti dei quadrati dopo le divisioni per un numero p, primo

o composto [25]. Eulero introduce anche la nozione di com-
plemento del residuo, che è la differenza tra il residuo ot-
tenuto e il divisore p, ottenendo numerose proprietà sui re-
sidui e i loro complementi. A partire dal teorema 14, Eule-
ro trova il legame tra i residui e le somme di quadrati. Co-
sì, basandosi sulle considerazioni sui residui (distingue i
casi in cui -1 è o meno un residuo), dimostra che per ogni
numero primo p possiamo sempre trovare una somma di
tre quadrati (o meno) divisibili per p (che corrisponde alla
prima fase della dimostrazione di Lagrange prima ricorda-
ta). Deduce quindi la versione debole del teorema dei quat-
tro quadrati attraverso un ragionamento per assurdo.
Nelle dimostrazioni di questi due teoremi, troviamo gli
strumenti utilizzati successivamente da Lagrange: il pic-
colo teorema di Fermat, le differenze finite e in generale lo
schema della dimostrazione; le considerazioni sui resti di
divisioni euclidee appaiono poi progressivamente, fino al-
lo sviluppo dei risultati sui residui quadratici nel contesto
delle somme di quattro quadrati. Il metodo delle differen-
ze finite non appare altrove all’interno della dimostrazione
del teorema dei quattro quadrati data da Eulero e questo
va nella direzione di quanto Eulero aveva esplicitamente
affermato di voler fare in (Eulero 1760): cercare una dimo-
strazione diretta sulle somme di due quadrati, vale a dire
basandosi su strumenti di calcolo ed evitando l’uso di ri-
sultati “estranei” alla Teoria dei numeri.

3.3 Lagrange e i problemi indeterminati di secondo gra-
do (1768-1773)
Come abbiamo precisato nell’introduzione, Lagrange ha
pubblicato parecchie Memorie sui problemi indetermi-
nati di secondo grado. Il primo lavoro, presentato nel set-
tembre del 1768 presso l’Accademia di Berlino, riguarda
le soluzioni intere dell’equazione (detta di Pell-Fermat)
x2 – Ay2 = 1 dove A non è un quadrato. Lagrange fu il pri-
mo a dimostrare la sistematica esistenza di una soluzio-
ne particolare. In seguito ha proposto, come in prece-
denza Eulero, un metodo per determinare tutte le solu-
zioni, che sono infinite, partendo da una soluzione parti-
colare. Tra il 1769 e il 1773, pubblicò altre tre Memorie ri-
guardanti i problemi indeterminati di secondo grado che
vedono le frazioni continue al cuore del metodo che La-
grange. ????????
Ci soffermiamo in particolare sulla risoluzione dell’equa-
zione A = u2 – Bt2 in numeri interi, presentata da Lagran-
ge in Sur la solution des problèmes indéterminés du se-
cond degré. Il metodo risolutivo viene esposto in una cin-
quantina di pagine. Per collegarci con la sua dimostrazio-
ne del teorema dei quattro quadrati, noi ci concentreremo
sull’utilizzazione da parte di Lagrange dei metodi della di-
scesa infinita e delle differenze finite.
Lagrange riduce il problema al caso A = p2 – Bq2, dove p e
q e A e B sono due coppie di numeri primi tra loro, e di-
mostra che è necessario determinare dei numeri interi a,
A1, p1 e q1 tali che AA1 = a2 – B e A1 = p2

1 – Bq2
1. Questo per-
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mette di ottenere la nuova equazione A1 = p2
1 – Bq2

1 con A1

< A. L’equazione iniziale è dunque risolvibile con soluzio-
ni intere se l’equazione A1 = p2

1 – Bq2
1 ha soluzioni intere e

se le espressioni p in funzione di a, p1, q1, A e B sono inte-
re. Si ottengono quindi due sistemi di equazioni tali che le
Ai e ai formano una successione decrescente di numeri
positivi:

Lagrange dimostra poi che, se un’equazione An = p2
n – Bq2

n

è risolvibile mediante numeri interi, allora l’equazione ori-
ginale è risolvibile con numeri interi se e solo se i numeri
pn, qn, pn-1 e qn-1 sono interi. È qui che utilizza il metodo del-
la discesa infinita al fine di ottenere, passo dopo passo,
un’equazione più semplice da risolvere che gli permetta di
dedurre il metodo risolutivo per tutte le equazioni prece-
dentemente ottenute.
Un paragrafo del lavoro è dedicato alla determinazione del
numero a tale che a2 – B sia divisibile per A, quando A è
un numero primo. Tutto questo si riduce a determinare se
B è un residuo quadratico modulo A. Tuttavia, Lagrange
presenta sistematicamente queste questioni in termini di
divisibilità. Dimostra anche che a2 – B è divisibile per A se
e solo se anche

è divisibile per A. Per questo pone:

dove:

e ottiene:

La somiglianza con le espressioni usate da Lagrange nel
caso del teorema dei quattro quadrati è impressionante:

applica anche il piccolo teorema di Fermat e le differen-
ze finite per dimostrare che, se Bm – 1 è divisibile per A,
allora esiste un numero a tale che A divide a2 – B. In ef-
fetti, grazie al piccolo teorema di Fermat, aA–1 – 1 è divi-
sibile per A (se a e A sono primi tra loro) e questo impli-
ca che anche (a2 – B)P sia divisibile per A. Non rimane
che dedurre che esiste un numero a tale che P non è di-
visibile per A: in ultima analisi, Lagrange applica il me-
todo delle differenze in maniera simile a come farà per il
teorema dei quattro quadrati.

3.4 Lagrange, Eulero e il teorema dei quattro quadrati
Quanto considerato finora ci ha consentito di presentare
un insieme di metodi e strumenti utilizzati dai due studio-
si in molte loro opere, tutti poi sfruttati da Lagrange nella
dimostrazione del teorema dei quattro quadrati.
Come precisato in precedenza, la reazione di Eulero alla di-
mostrazione del teorema dei quattro quadrati da parte di
Lagrange non tardò ad arrivare. Mentre tutti si compli-
mentavano con Lagrange per aver ottenuto la dimostra-
zione completa, Eulero mise in luce la lunghezza e gli
aspetti troppo laboriosi e tecnici del testo, proponendo
una dimostrazione più breve e semplice.
Il matematico svizzero parte dalle dimostrazioni sulle som-
me di due quadrati, tutte costruite in base alla stessa trac-
cia, simile a quella utilizzata in precedenti lavori (e ripresa
da Lagrange). Fornisce in tal modo un modello unificato di
dimostrazione per questi risultati riuscendo a sottolineare
la coerenza di questo insieme di risultati aritmetici [26].
Per quanto riguarda la dimostrazione del teorema di quat-
tro quadrati, Eulero riprende la traccia sopra citata. Per ot-
tenere il passo (II) della dimostrazione, si richiama nuova-
mente al metodo della discesa infinita: per dimostrare che
un numero N (che divide una somma di quadrati, ma non
è un divisore di ciascun quadrato) è una somma di quattro
quadrati, Eulero costruisce una successione decrescente
di interi positivi n, n’, n’’… tali che Nn, Nn’, Nn’’… siano
delle somme di quadrati. È quindi necessario arrivare a ot-
tenere che N·1 sia una somma di quattro quadrati. Eulero
riprende dunque il metodo della discesa infinita “alla La-
grange”. Tuttavia i calcoli necessari per la sua dimostra-
zione, attraverso delle sostituzioni algebriche, sono molto
più brevi di quelli di Lagrange. Eulero dimostrò in un se-
condo tempo anche il passo (I) provando che, per ogni nu-
mero primo N, esiste un’infinità di somme di tre quadrati
divisibili per N. Propose poi una dimostrazione del teore-
ma basata sulla teoria dei residui.
L’analisi mostra le reciproche influenze tra Eulero e La-
grange: i due scienziati si basarono sulla stessa traccia di
dimostrazione e sui vari metodi e strumenti che già si tro-
vano nei loro testi (metodo della discesa infinita, metodo
delle differenze finite, manipolazioni mediante identità al-
gebriche, piccolo teorema di Fermat, considerazioni sulla
divisibilità). Tuttavia, nell’applicazione degli stessi stru-
menti, si trovano anche delle differenze: è il caso del me-

Il teorema dei quattro quadrati

66 88-89 Lettera Matematica



todo della discesa infinita, il cui uso si sviluppa in manie-
ra diversa nei rispettivi testi; il metodo delle differenze fi-
nite viene utilizzato da Eulero nella sua Memoria sul teo-
rema dei due quadrati mentre Lagrange lo sfrutta nelle ri-
cerche sui problemi indeterminati e, partendo da questi,
prova il teorema dei quattro quadrati.
Emergono dunque delle pratiche proprie a ciascuno dei
due matematici. Nel caso del passo (I) della dimostrazione
del teorema dei quattro quadrati, Eulero e Lagrange pro-
pongono regolarmente le proprie dimostrazioni costruite
su strumenti specifici. Il metodo delle differenze finite non
appare nella ricerca di Eulero sui quattro quadrati ma im-
piega una serie di risultati sui residui quadratici che gli
permettono di produrre una dimostrazione puramente
aritmetica. Lagrange, a sua volta, fornisce delle nuove pro-
ve dei risultati precedentemente dimostrati da Eulero a
partire dai residui, utilizzando una varietà di strumenti
analitici, algebrici e aritmetici.

4. Lagrange e la teoria dei numeri: una prospettiva
Partendo dal teorema dei quattro quadrati, abbiamo potu-
to sottolineare diversi aspetti della pratica aritmetica di
Lagrange e la circolazione di metodi e strumenti nei diffe-
renti testi considerati nella nostra analisi. Gli argomenti
presi in considerazione potrebbero essere tuttavia estesi
per cogliere anche altri aspetti delle pratiche in uso nella
Teoria dei numeri nel seconda metà del Settecento. Con-
siderando altri lavori di Lagrange, rimangono comunque
dei punti in comune: ad esempio, nella Memoria sulla ri-
soluzione numerica delle equazioni del 1769, Lagrange ri-
corre ancora alla teoria delle differenze finite.
In questo articolo ci siamo concentrati esclusivamente sui
lavori di Eulero e Lagrange ma, se considerassimo anche
l’opera di altri autori e tradizioni, potremmo ottenere valide
informazioni sulla progressiva creazione di una autonoma
Teoria dei numeri. Non a caso abbiamo citato i lavori di Lam-
bert e i suoi sforzi per rendere popolare la Teoria dei numeri.
Bullynck (in Bullynck 2009) mostra come la diffusione dei
problemi medievali sui resti abbia portato a diverse tra-

dizioni. Alcuni problemi, di origine cinese e indiana, ven-
gono infatti tramandati nel XV e XVII secolo nei testi di
Algebra italiani mentre nei volumi di calcolo francesi e
tedeschi risultano molto studiati nel XVII secolo, soprat-
tutto nei libri di Matematica ricreativa. Un esempio si-
gnificativo è fornito dalla raccolta Problèmes plaisants et
délectables qui se font par les nombres che Bachet pub-
blicò per la prima volta nel 1612 e poi rieditò nel 1624. Il
suo lavoro fu diffuso, nei secoli XVII e XVIII, in Francia e
in Inghilterra principalmente attraverso i testi di Algebra.
Poi, progressivamente, i riferimenti si ridussero all’Arit-
metica di Diofanto e alla teoria delle equazioni mentre i
problemi sui resti quasi scomparvero. La tradizione dio-
fantea e i problemi sui resti rimasero invece separati nel-
la letteratura matematica tedesca del XVII secolo e per
buona parte del XVIII secolo. I problemi dei resti trovaro-
no posto nei manuali di Aritmetica (Rechenbücher) e di
Matematica ricreativa mentre quelli diofantei e le que-
stioni sulla teoria delle equazioni si fecero sempre più ra-
ri trovando spazio solo sulle riviste accademiche. Nella
seconda metà del Settecento, la soluzione generale per
problemi dei resti (lineari) è inserita solo nei manuali di
Eulero e di Abraham Kästner. Secondo la nostra analisi,
queste due alternative – incentrate rispettivamente sul-
le equazioni indeterminate e sui resti – si ritrovano in par-
te in Lagrange e in Eulero.
Seguendo le loro dimostrazioni del teorema dei quattro
quadrati, i due grandi matematici fornirono la dimostra-
zione del teorema di Wilson finendo nuovamente in com-
petizione tra loro. Lagrange offrì due dimostrazioni basate
su diversi strumenti – algebrici e aritmetici (con il piccolo
teorema di Fermat) e analitici (tramite le differenze finite)
– mentre Eulero propose una dimostrazione basata sulla
teoria dei residui. Nei suoi successivi lavori sull’argomen-
to, Lagrange non inserì la teoria dei residui e continuò a
sviluppare i metodi non aritmetici. Così, per la risoluzione
dell’equazione z2 = 2x4 – y4, si basò sui risultati del Calcolo
differenziale. Da parte sua, Eulero scrisse altre Memorie
sui residui e preparò un progetto di trattato di Teoria dei
numeri centrato proprio su questa teoria (Eulero 1849): da
strumenti di ricerca, i residui diventarono progressiva-
mente per Eulero un oggetto di studio. La Teoria dei nu-
meri non è limita più all’analisi diofantea, come ancora in
Lagrange, e in qualche misura annuncia le Disquisitiones
Arithmeticae di Gauss [27].
Dopo il 1777 Lagrange non continuò più le ricerche in Teo-
ria dei numeri. La sua posizione ambigua nei confronti di
questo settore di ricerca si riflette nella lettera che inviò al
giovane Gauss per congratularsi con lui per la pubblica-
zione delle Disquisitiones Arithmeticae: “Vos Disquisi-
tiones vous ont mis tout de suite au rang des premiers géo-
mètres et je regarde la dernière section comme contenant
la plus belle découverte analytique qui ait été faite depuis
longtemps. Votre travail sur les planètes aura de plus le
mérite de l’importance de son objet” [28].
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Il metodo delle differenze finite
non appare nella ricerca di Eulero sui
quattro quadrati ma impiega una serie
di risultati sui residui quadratici
che gli permettono di produrre una
dimostrazione puramente aritmetica.
Lagrange, a sua volta, fornisce
delle nuove prove dei risultati
precedentemente dimostrati da Eulero
a partire dai residui, utilizzando una
varietà di strumenti analitici, algebrici
e aritmetici.

“

”



[Le vostre Disquisitiones vi elevano al rango dei migliori
geometri e io considero l’ultima sezione come la più bel-
la scoperta analitica che sia stata fatta da molto tempo a
questa parte. Il vostro lavoro sui pianeti avrà merito mag-
giore dell’importanza dell’oggetto]. Eulero e Lagrange te-

stimoniano in una certa misura quindi due pratiche arit-
metiche alternative: Eulero, con una Teoria dei numeri
che vuole rendere sempre più autonoma e con prove ba-
sate su argomentazioni aritmetiche; Lagrange con
un’Aritmetica fondata sulle equazioni indeterminate,
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Note
[1] Grazie a questo teorema, tutti i numeri interi si possono scrivere

come somma di quattro quadrati. La dimostrazione del teorema
viene riportata raramente nella storiografia matematica. La no-
stra analisi si basa sui lavori di (Buraux-Bourgeois 1990; Buraux-
Bourgeois 1993; Boucard 2011). Le ricerche di Eulero su que-
sto argomento sono trattate, per esempio, in (Pieper 1993).

[2] L’affermazione è stata ampiamente dimostrata. I lavori di Teoria
dei numeri di Lagrange e Legendre sono presentati come ap-
partenenti a un periodo di transizione in (Weil 1984).

[3] Ci affidiamo in questo caso all’analisi di (Goldstein 1989) e ri-
prendiamo alcuni brani tratti dalla corrispondenza.

[4] Questi nomi non comprendono ovviamente tutti gli amanti dei nu-
meri. Infatti, come ricorda C. Goldstein: “Questi nomi famosi ci
consentono di valutare l’evolversi dei metodi. E se Goldbach ri-
chiama in una lettera ad Eulero, ripetutamente, le ipotesi di Fer-
mat, ciò avviene perché nel corso dei secoli XVII e XVIII continua-
no a sopravvivere amanti dei numeri che trasmettono questo pa-
trimonio e impediscono che si perda completamente nell’oblio”.

[5] Gli scritti di Aritmetica di Eulero occupano però “soltanto” 4 dei
70 tomi che compongono la sua opera omnia.

[6] La vita di Lagrange si svolge principalmente in tre città: Torino
(1736-1766), Berlino (1766-1787) e Parigi (1787-1813).

[7] Si veda (Bullynck 2010).
[8] Sui problemi indeterminati di secondo grado: [Lagrange1773a,

1769b, 1770, 1773c]; sulle forme quadratiche: [Lagran-
ge1775, 1777]. Per questa panoramica sul lavoro in Teoria dei
numeri di Lagrange, ci affidiamo a varie sintesi e analisi delle
opere aritmetiche del matematico torinese: (Weil 1984, cap. IV)
e (Buraux 1990).

[9] Se n è un intero positivo, non necessariamente un quadrato,
l’equazione nx2 + 1 = y2 ammette sempre delle soluzioni intere.

[10] Questo è particolarmente vero nelle sue Additìons agli Éléments
d’algèbre di Eulero, entrate a far parte della traduzione france-
se del lavoro di Eulero.

[11] Si vedano per esempio (Aubry 1909) e (Weyl 1984).
[12] Si veda (Lagrange1772a).
[13] L’enunciato del teorema di Wilson (come lo si può trovare in La-

grange) afferma che, se n è un numero primo qualunque, il nu-
mero 1·2·3·4·5…(n-1)+1 è sempre divisibile per n.
Si veda (Lagrange1773b).

[14] Si veda (Lagrange1779).
[15] Fermat si riferisce al risultato, ora noto come ultimo teorema di

Fermat, che è annotato in una sua osservazione: “Non è possi-
bile dividere un cubo in altri due cubi o un biquadrato in altri due
biquadrati o, in generale, una potenza superiore al quadrato in
due potenze dello stesso grado“. Il teorema è stato dimostrato
da Andrew Wiles nel 1994.

[16] Per i riferimenti storici sull’uso di questo metodo, facciamo rife-
rimento a (Goldstein 1993) e (Bussotti 2006).

[17] Si vedano per esempio (Goldstein 1993) e (Goldstein 2004).
[18] Secondo il teorema di due quadrati, tutti i numeri primi della for-

ma 4n+1 possono essere scritti come somma di due quadrati.

[19] Eulero dimostra in (Eulero 1738) che il quinto numero di Fermat,
232+1, è scomponibile e dunque la congettura è falsa.

[20] Si veda (Euler1760).
[21] Le questioni relative alle somme di quattro quadrati furono di

grande attualità fino al XIX secolo. Per una panoramica sui prin-
cipali contributi su questo tema, si veda (Dickson 1919, t. II,
cap. VIII).

[22] Si scambiarono almeno cinque lettere dal dicembre 1769 al
dicembre 1770.

[23] Supponiamo che esistano dei numeri primi che non si possono
scrivere come somma di quattro quadrati: sia p il più piccolo di
questi numeri. Allora esistono dei numeri interi a, b e c tali che
a2+b2+c2=np dove np < p. Dunque, i fattori primi di n sono più
piccoli di p e scomponibili come somme di quattro quadrati; n,
e quindi p, è somma di quattro quadrati, il che contraddice l’ipo-
tesi di partenza.

[24] La teoria delle differenze finite, già conosciuta da Leibniz, vie-
ne esposta da Eulero nel primo volume delle sue Institutiones cal-
culi differentialis cum eius usu in analysi finitorum ac doctrina se-
rierum (1755). Egli considera una funzione f, un incremento fis-
sow e lavora sulla successione x, x+w, x+2w,… e f(x), f(x+w),
f(x+2w),…(usando la notazione y, yI, yII, ..). Definisce allora la
successione di differenze prime: Df(x) = f(x+w) – f(x), Df(x+w)=
f(x+2w) – f(x+w) e così via. Poi considera le differenze secon-
de D2f(x)= Df(x+w) – Df(x), D2f (x+w) = Df(x+2w) – Df(x+w) e
mostra che:

Prosegue quindi calcolando le differenze per alcune funzioni
semplici. Per f(x)=xn : Df(x) = (x+w)n – xn è un polinomio di gra-
do n – 1 avente come termine di grado massimo wnxn–1; D2f(x)
è un polinomio di grado n – 2 avente come termine di grado
massimow2n(n –1)xn–2 ; …;Dnf (x) è un polinomio costante ugua-
le a wnn(n – 1)(n – 2)…2·1. Le differenze di ordine superiore a
n sono nulle.

[25] La citazione è tratta da una lettera che Eulero scrisse a Gol-
dbach il 12 aprile 1749: “Nunmehr habe ich einen endlich bün-
digen Beweis gefunden”.

[26] Ci affidiamo qui all’analisi di (Weil 1984, pp. 177-179).
[27] Si noti che questi lavori sono stati pubblicati rispettivamente nel

1758 e 1760 dando l‘idea dei lunghi tempi che intercorrevano
in quel periodo fra l’annuncio di un risultato e la relativa pubbli-
cazione.

[28] In altre Memorie, Eulero usa il termine residua per designare per
esempio i resti delle potenze successive dello stesso numero.

[29] Prima di esaminare il teorema dei quattro quadrati, Eulero ave-
va ottenuto dei risultati sulla somma dei quadrati della forma x2

+ y2, x2 + 2y2, e x2 + 3y2.
[30] Tuttavia, Eulero pubblica un’altra Memoria di Aritmetica, non in-

centrata su residui, che coinvolge vari metodi.
[31] L’ultima sezione del libro Gauss si occupa della risoluzione del-

le equazioni binomie, che è quindi una questione algebrica.
[32] Ci riferiamo a (Boucard 2011).
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trascurando l’uso dei residui. Al contrario, Eulero sottoli-
nea l’interesse per il loro uso e studio, perché permetto-
no di sviluppare i problemi legati alla divisibilità, e apre
la strada a nuovi metodi e concetti nella Teoria della nu-
meri. Lagrange riuscì a dimostrare gli stessi risultati sen-

za ricorrere ai residui, sviluppando al contempo altre di-
rezioni di ricerca. Sono indicazioni diverse che ritrovia-
mo nei successivi lavori di Legendre e Gauss [29] e che
risultano essenziali per capire i lavori aritmetici dei ma-
tematici francesi del primo Ottocento.

Il teorema dei quattro quadrati
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