N
N

N

HAL

open science

Calculs numériques et calculs relationnels dans la
résolution de problemes d’arithmétique

Francois Conne

» To cite this version:

Frangois Conne. Calculs numériques et calculs relationnels dans la résolution de problémes
d’arithmétique. Recherches en Didactique des Mathematiques, 1985, 5 (3), pp.269- 341. halshs-

01523859

HAL Id: halshs-01523859
https://shs.hal.science/halshs-01523859
Submitted on 17 May 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://shs.hal.science/halshs-01523859
https://hal.archives-ouvertes.fr

r

RECHERCHES EN DIDACTIQUE
DES MATHEMATIQUES

COMITE SCIENTIFIQUE — SCIENTIFIC BOARD

Goéry DELACOTE — Paris, France

John DERRICK — Leeds, Grande Bretagne
Jean GIRAUD — Orsay, France

Georges GLAESER -— Strasbourg, France
Paolo GUIDONI — Rome, Italie

Francis HALBWACHS — Marseille, France
Paul-Lows HENNEQUIN — Clermont-Ferrand, France
Birbel INHELDER — Genéve, Suisse

Zofia KRYGOWSKA ~— Cracovie, Pologne
Kenneth LOWELL — Leeds, Grande-Bretagne
Bernard MALGRANGE - Grenoble, France
Gérald NOELTING — Québec, Canada
Michaél OTTE — Bielefeld, R.F.A.
Jean-Frangois RICHARD — Paris, France

Directrice de publication: Régine DOUADY.

© 1985 — La Pensée Sauvage, &ditions.
B.P. 141 38002 Grenoble Cedex France
Tous droits réservés pour tous pays.
ISSN 0246 - 9367

CALCULS NUMERIQUES ET

CALCULS RELATIONNELS

DANS LA RESOLUTION DE
PROBLEMES D’ARITHMETIQUE

Frangois Conne
FPSE, Université de Genéve

En sowvenr de G. Leresche, Janv. 1985

ABSTRACT

The purpose of this research is some arithmetical problems studied by
Vergnaud and Durand in their famous paper on additive structures. The
ongin of my work is the author’s observations : I have tested their main
hypothesis with a detailed analysis of relational calcuius, 1 have examined
the reaso: which can be infered from the pupils answers and tried 1o
build a synthetical modei of these reasonings in order to reanalyze and
compare the word problems themselves, The anguiar stone of this analy-
s1s consists to disunguish between number and operator which intervein
on different levels : the ievel of numerical operauons and the children’s
representations associated with them, the level of relational calculus and
the representations of state-transformauons or transformations and their
composition. This point is essential for the arithmetization in the word
probm resolution.

From the mathemancal point of view, my analysis shows some aspects
of the passage from N to Z . It allows also to understand the use of
algebraic notauons in the children’s answers. Then I show some observa-
tons related 1o number and word answers, I show aiso many changes of
rnq.nix:ﬁ and their effect on problem solving : how in some cases they
make the solving easier and in other cases they are obstacies for the
correct resolution. Hence it is possible for each word problem to define
where the problem lies,

RESUMEN

En esta wnvesugacién mi punto de partida ha sido las observaciones de
Vergnaud-Durand sobre los problemas de adicién. He puesto a prueba
sus hipStesis por el anilisis detallado de los cilculos reiacmmru, he
: 0 los razonamientos que se podian inferir de las respuestas
de los alumnos ; luego he intentado construir un modelo sintético de
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aquellos sobre la base del cual he comparado los enunciados, La piedra
clave de esta construccién reside en la disuncién niimero-operador ﬁ
hago funcionar en diversos planos : el del ciicuio numérico y de las
representaciones que de él se hace el sujeto, y el del cilculo relacional
sobre los enunciados para gesuonar las relaciones estado-transformacion,
o tambien transformacidn-balance. Es aqui donde se efectua la aritmen-
zacién en la resolucién de estos problemas.

Este anilisis me permite explicar en lineas generales ciertos aspectos del
paso de IN a Z asi como al ‘empleo de notaciones algebraicas en la
presentacién de la resolucion o de los cilculos numéricos.

A esto se unen cierto numero de observaciones sobre e} contenido de
las respuestas : nimero-texto. Ciertas transformaciones de sentido han
podido ser identificadas y el efecto producido de faciliacién o de estan-
camiento aclarado en los diferentes upos de enunciados eswdiados. Por
lo anto se puede definir, para un mvel de tratamiento dado, en cada
caso, lo que se vuelve « problema ».

RESUME

Dans cette recherche, je sws parti des observauons de Vergnaud et
Durand, 4 propos des problemes additifs. Jat eprouvé leurs hypothéses 4
Panalyse deuiﬁ’é‘::s des calculs relationnels, examiné les raisonnements que
I'on pouvait inférer des réponses des éléves, puis ai cherché i construire
un modéle synthétique de ceux-ci de maniére & opeérer un retour sur la
comparaison des énoncés, La clé de voite de cette construction réside
dans la disuncuon nombre/opérateur que je fais foncuonner 3 divers
plans : celui du calcul numerique et des représentations que s'en fait le
sujet, celut du calcul relanonnel sur les enonces pour gérer les rapports
état/ransformanon ou encore transformation/bilan, Clest ici que s'effec-
tue V'arithmétisation dans la résolution de ces problémes,

Mathematiquement, 'analyse dessine quelques traits sur le passage de
IN 3 Z, ainsi que sur l'usage de notanons algébriques dans la presentation
de la résoluuon ou des calculs numériques. A ceci se rattachent un
certan  nombre d’observations sur le contenu des réponses :
nombre/libellé. Des glissements de sens ont ‘pu étre reperés er leur
fonction de facilitation ou d’impasse élucidée dans les divers types
d’énoncés émdiés. On peut dés lors définir en chaque cas, pour un
maveau de waitement donné, ce qui fait problime.
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I. Introduction

« ... Cet astéroide n’a été apergu qu’une fois au télescope
en 1909, par un astronome turc.

I! avait fait alors une grande démonstration de sa décou-
verte a un Congrés International d’Astronomie. Mais per-
sonne ne l'avait cru i cause de son costume. Les grandes
personnes sont comme ¢a.

Heureusement pour la réputation de astéroide B612 un
dictateur turc imposa a son peuple, sous peine de mort, de
s’habiller 4 ’Européenne, L’astronome, refit sa démonstra-
tion en 1920, dans un habit trés élégant, Frt cette fois-ci,
tout le monde fut de son avis ».

St. Exupéry
I.1. Point de départ

La présente érude continue une recherche faite par MM.
Durand et Vergnaud et publiée dans la Revae Frangaise de
Pédagogie (N° 36 juillet-septembre) sous le titre : Structu-
res additives et Complexité Psychogénotigue. J'ai fait
cette étude en 1977-78, un premier texte avait &té, publié
dans Les Cahiers de la Section de Pédagogie de PUniversité
de Geneve (caler N° 12), Je présente ici une refonte com-
pléte et plus précise de ce premier texte.

La recherche célébre de MM. Durand et Vergnaud com-
portait I'étude de la résolution d’un ensemble de 12 proble-
mes additifs. Avant de les citer, je voudrais expliquer le
code que jutilise pour désigner les énoncés. Chacun d’eux
se référe a une situation qui d’un point de vue numérique
consiste en la donnée d’un triplet ordonné de nombres, le
triplet associé 3 chaque probléme servira donc 2 le désigner.
X indique Pinconnue dont la position varie selon le pro-
bléeme. Un nombre seul désignera la mesure d’un avoir de
bille, ou, selon la terminologie maintenant consacrée, un
état. Pour représenter une transformation, j’ai opté pour la
notation d’une majuscule G/P pour gain/perte comportant
en indice I'intensité (amplitude) de la transformation.
Ainsi, G, voudra dire gain de 4 billes, P, perte de 6 billes. Etle
probléeme Pierre ci-dessous sera désigné par 6P, X : il a 6
billes, il perd 4 billes. Combien de billes a-t-il aprés la partie ?
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Voici donc les problémes qui, dans les citations, seront
désignés par leur prénom en italique (ou I’abréviation des
prénoms) ains1 que le triplet associé :

1. Pierre 6 P, X

Pierre a 6 billes. Il joue une partie et perd 4 billes. Combien
de billes a-t-il aprés Ia parue ?

2. Bertrand X P, 3

Bertrand joue une parue de billes, il perd 7 billes. Apras la
parue, il a 3 billes. Combien de billes avait-il avant la
partie ? '

3. Claude 5X 9

Claude a 5 billes. Il joue une partie de billes. Apras Ia
parue, il a 9 billes, Que s’est-il passé au cours de Ia partie ?
4. Paul G, P, X

Paul joue deux parties de billes. A la premiére parte, il
gagne 6 billes, A la seconde partie, il perd 4 billes. Que
s’est-il passé en tout ?

5. Laurent P, P, X

Laurent joue deux parties de billes. A la premitre partie, il
perd 2 billes. A Ia seconde, il perd 5 billes. Que s'est-il
passé en tout ?

6. Michel G, Pz X

Michel joue deux parties de billes. A ia premiére partie, il
gagne 4 billes. A la seconde partie, il perd 6 billes. Que
s’est-il passé en tout ?

7. Christian Gz X G,

Christuan joue deux parties de billes. A ia premigre partie, il
gagne 5 billes. Il joue une deuxiéme partie. Aprés ces deux
parties, il a gagné en tout 9 billes. Que s’est-il passé a ia
deuxieme parne ?

8. Jacques Py X Py

Jacques joue deux parties de billes, A la premiére parue, il
perd 5 billes. Il joue une deuxiéme partie. Aprés ces deux
parties, il a perdu en tout 8 billes. Que s’est-il passé 2 Ia
deuxiéme partie ?

9. Didier P, X P,

Didier joue deux parties de billes. A la premiére partie, il
perd 7 billes. 1l joue une deuxiéme parue. Aprés ces deux
parues, il a perdu en tout 4 billes. Que s’est-il passé i ia
deuxiéme parne ?
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10. Olivier G, X P,

Olivier joue deux parues de billes. A la premiére partie, il
gagne 2 billes. Il joue une deuxiéme partie. Aprés ces deux
parties, il a perdu en tout 7 billes. Que s’est-il passé i Ia
deuxiéme partie ?

11, Vincent Gy X P,

Vincent joue deux parties de billes. A la premidre partie, il
gagne 8 billes. Il joue une deuxiéme partie. Aprés ces deux
parues, il a perdu en tout 2 billes. Que s’est-il passé i la
deuxiéme partie ?

12. Bruno X P, G,

Bruno joue deux parties de billes. Il joue une premiére
partie puis une deuxiéme. A la deuxiéme parue, il perd 7
billes. Aprés ces deux parties, il a gagné en tout 3 billes.
Que s’est-il passé a la premiére parue ?

Remarques -

1. A chacun de ces problémes, on peut associer Ila méme
relation numérique : a+b=coua—b =c.

2. Pour bien comprendre ce qui différencie ces proble-
mes, il faut reprendre la terminologie de Vergnaud. Les
différentes données numériques ont différents statuts ; ainsi
dans « Pierre perd 4 billes », 4 billes mesure une transfor-
mation, tandis que dans « Pierre a 6 billes », 6 billes mesure
un avolr, un état. Les 12 problémes se distribuent alors en
deux catégories :

E-T-E (érat initial - transformation - état final).

Le sujet a des billes, il joue une partie et son avoir s'en
troube transformé. Cette catégorie regroupe les problémes
Pierre, Bertrand et Claude ;

T-T-T (transformation - transformation - transformation
composée).

Le sujet joue deux parties de billes qui se composent entre
elles. On ne s’occupe pas des états (ex. avoir iniual).

On remarquera alors trois couples de problémes identiques
du pomnt de vue numénque mais distribués dans les deux
catégories.

3. Gérard Vergnaud proposait les diagrammes sutvants
pour représenter les structures des différents énoncés :




- -
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SCHEMAS DES PROBLEMES

PIERRE
BERTRAND B o) ETE
CLAUDE 8 (x) 3
PAUL LTJ o @ {:]
LAURENT 71X
MICHEL - ' €9 -
O
CHRISTIAN 5 @ q ®) . m
G)
JACQUES D&‘D—Qﬂ axn),
9
DIDIER @2 ~ &
. 1@) Y T
OLIVIER @ . ®
., 5 .
VINCENT - D) G - (xm,
@)
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1.2. Deux regards sur un méme objet

Jean Brun avait présenté, dans son cours, la recherche de
Durand et Vergnaud 4 nsututeurs ont voulu passer ces
problémes 3 leur propre classe. Ce qu’lls ont fait sous forme
dmterrogauon écrite. Ils ont corngé les copies pms ont
comparé les taux de réussite. Ils constatérent qu’a peu de
choses prés les résultats étalent concordants. En examinant i
mon tour les réponses des éléves, j'y ai trouvé grand intérét.
J'ai alors voulu mener une analyse aussi compléte que possi-
ble et mongrer par 1 tout le parti qu’on pouvait en tirer.

Durand et Vergnaud avaient mis dans leur article accent
sur les taux de réussite de population d’éléves. Ceci devait
illustrer et démontrer Ia pertinence de certaines hypothéses
quant aux calculs relauonnels et la différence de statut des
nombres pns comme mesure d’état ou de transformation. Ils
ont examuné entre autre a partir de quelle classe scolaire el
probléme était réussi par plus de la moitié des éleves, ou
encore par la quasx totalité des éléves. Dans le cas présent, les
instituteurs n’ont pas manque de vouloir évatuer leurs éléves.
1l ne pouvait plus s’agir de la réussite d’une population
d’éleves mais de celle d’individus précis, Pour ma part, ne
connaissant pas les éléves, ne les ayant pas vus, je me situais 3
P'opposé. Frappe par tout ce que me « dlsment » ces répon-
ses. Le probléme d’arithméuque se trouve donc englobé
dans des pratques bien distinctes, leur usage pour une
nvesugation psychologique se trouve en porte-a-faux sur la
pratique de Penseignant. Cette derniére reste d’ailleurs en
grande partie implicite — en particulier pour les enseignants
eux-meémes.

Pour leur usage dans un enseignement class1que les pro-
blémes d’arithmétque dorvent repondre i certains critéres,
La réponse doit effectivement y étre cachée de telle sorte que
I’éléve air bel et bien un travail A fournir dans la résolution,
D’un autre coté, les chances pour qu’un éléve trouve la
réponse par « devinette » doivent étre minimes. Dés lors
Penseignant. pourra comparer, sur simple coup d’ceil, la
réponse de Péleve a celle qu’il attend, Il jugera ainsi, sur
simple attribution du juste et du faux, toute ia démarche de
résolution, depuis la lecture de ’énoncé jusqu’a P'effectua-
ton du calcul. Notons alors les choses suivantes.
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1. 1l serait bon d’essayer de définir ce qu’on entend au
juste par « trouver par devinette ». Mais ceci est une préoc-
cupaton de psycholog‘ue et ne se fait pas car nécessiterait
une réelle décentration par rapport i la pratique ensei-
gnante.

2. Tout ce que je viens d’examuner est en partie implicite,
va de soi ou encore est masqué par des adaptauons de ce
schéma idéal. 11 1 importe de remarquer que tout ceci repose
sur un préjugé quant i la tiche de I'éleve qui, si on s’ex-
prime dans les termes de la psychologle du travail, consiste
en I'identification par Venseignant de la tiche effectivement
traitée par le sujet i la tiche prescrite,

3. Dans I'examen des réponses, le maitre procéde alors
par la détermination d’indices. Ceci ’'améne immanquable-
ment 3 pnvﬂcgner Paspect numérique des réponses, le libellé
de la réponse étant sous-esumé. Pourtant, sur ce libellé se
joue une grande part de la complicité (ou absence de com-
plicité) entre maitre et éléve.

4, Ces implicites se révélent avec netteté dés le moment
ou on s’intéresse aux erreurs, La finalité de cet examen ne
peut plus étre une seule appréciauon des compétences, mais

rte sur le projet de correction et de remédiation. Alors
Eoen des explications ad hoc ne résistent pas i une telle
finalité.

L’ algonthtmsanon de Penseignement est une réponse
adaptative 3 ceci. En inscrivant la tiche dans un cadre
déterminé et rigide, on aboutit 3 une codification des étapes
de la résoluuon donc i une codificauon des erreurs. Tout
ne se plie pas i ce cadre et certains faits pameuherement
« réfractaires » sont margnalisés, rapportés i une épistémo-
logie naive (de la difficulté de telle ou telle notion) voire a
une psychologle naive qui s’étend d’aptitudes différenuelles
Jusqu’aux « blocages affectifs ».

Pour ma part, il me paraissait poss1ble de comprendre au
travers des réponses des éléves les représentations i Paeuvre
dans les résolutions. C’est i cette étude que je me suis attelé

rofitant du cadre théorique et du plan d’expérience écha-
faudé par Durand et Vergnaud.
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1.3. Discussion

Revenons a la situanion des instituteurs qui avaient passé
les problémes dans leur classe. Les résultats coincident avec
ceux de la recherche. Tant mieux. Cela signifie d’une part
que leurs éléves ne sont pas en retard et que I'enseignement
prodigué est conforme. Mais d’un autre c6té cela confére
une certamne réification des analyses psychologiques. Il est
bien difficile de ne pas banaliser les résultats, et de ne pas se

dire « Mais c’est bien sir. On aurait pu s’y attendre. Ce

n’est pas la méme chose de parler d’état et de transforma-
ton ! » ou encore : « C'est bien abstrait de raisonner sur
des parties s1 on ne connait pas le nombre de billes que I'on
a au départ ». Etc. Et hop ! Voila Pinattendu (1] imprévu
parce que pas congu) banalisé et devenu vrai en méme
temps.

Pour moi, ces faits sont plutdt problemauques Voici
quelques questions que je me suis posées.

Si on me donne i résoudre les problémes Pierre et Paul,
je les trouve idenuques. A prime abord, Vergnaud est allé
chercher la petite béte. Et méme des éléves ont trouvé ces
problémes « tous les mémes ». Comment cela se fait-il ?
prégnance du nombre, prégnance des modes de résolution ?
Comment se fait-il qu’il y ait plus de décalages dans cer-
tans cas que dans d’autres ?

Mais on peu aller plus loin et pousser l’analyse théorique.
On découvre alors avec stupeur que le méme couple d’opé-
rations traduit a la fois : Paction d’une transformation sur
un état (Pierre), la recherche d’un état ininal (Bertrand), la
composition des transformanons ou bilan (Pasi, Lasurent,
Michel), la recherche d’une*transformation intermédiaire
(tous les autres).

Pour Panalyse, il faut différencier deux plans. Celui de Ia
représentation des parues de billes et de leur déroulement
(schéma ETE, ETETE, TTT) et celui des opérations numé-
riques. Mais, dans la mesure ou, pour le sujet qui résoud le
probléme, tout se résume 2 tnterpréter I'énoncé dans un
schéma calculable, cette différence va s’estompant au cours
de la résolution. Les opérations numériques se substituent
et prolongent, au niveau des relations, les actions évogquées
dans ’énoncé. Des lors les transformations des avoirs de

N
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billes se comportent comme les transformations de nom-
bres. En retour les nombres et les résultats obtenus sont
considérés dans le cadre des relations propres i I'énoncé, en
terme de billes et de bilans de parties de billes. Quand on
évoque une représentation calculable pour expliquer la réso-
lution, il faut bien s"assurer a ne pas négliger un des rermes
pour Pautre. Le sujet se raméne certes 4 une opération
numérique mais ce calcul se déroule dans un cadre interpré-
tatif qui est sa raison d’étre. Au cours de ce processus, il se
peut qu'il y an glissement de sens dans la mesure ot Ia
méme organisation d'un calcul peut étre rapportée i des
cadres représentatifs différents. Comme par exemple ici
d’un schéma TTT i un schéma ETE. Ces glissements de
sens sont la marque d’un certain niveau d’analyse engagé
dans la résolution d’un probléme. Lors de ’évaluation des
réponses, le maitre s’il comprend les glissements de sens en
fera crédit 3 I'éleve. Ainsi, il acceptera généralement la
réponse : Paul Gg P, X : « 1l lui reste 2 billes ». Alors que
la réponse est libellée en termes d’érat, et que la réponse
correcte est en fait : « En tout, Paul a gagné 2 billes ».

La quesuon que je me pose alors, c’est comment rendre
compte de ce qui se passe pour le sujet. J’en arrive alors 3
un deuxiéme point de la discussion, La recherche de Ver-
gnaud suppose au départ I'analyse de quelques situations
soustracuves. Cette analyse théonique améne Pauteur a dé-
finir les nonons d’état et de transformaton et les schémas
ETE et TTT. La recherche mer en évidence que cette
analyse est perunente et que l'éleve ne traie pas les
nombres-états comme les nombres-transformations. Mais il
ne faut pas oublier que ce sont 13 des notions d’adultes. Ce
que Vergnaud montre, c’est que I'éleve fait la différence :
reste a savoir comment il congoit et construit ces notions,
Cest ce que jai tenté de reconstituer a travers les réponses
des éleves.

Note : du point de vue de I'enseignement, il sagit avant
tout d’en retrouver la trace dans les réponses des éleves, de
voir comment il les utilise et par 13 de susciter de nouveaux
problémes en le plagant dans de nouvelles situations.
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1.4. Données

Les éléves interrogés ont entre 8 et 10 ans (de 8 ans 2
mois a 10 ans 11 mois). Leurs classes étaient des 3¢ et 4°
année primaire Genevoise (23 et 23 éléves) et des 29, 3°, 4°
primaires Valaisannes (respectivement 11, 13 et 14 éléves).
Dans ces classes valaisannes, un enseignement pilote était
donné pour les mathématiques et comportait I'usage de
notations équanonnelles. Il conviendra d’analyser les deux
groupes de réponses séparément.

Les problémes avaient été posés par écrit, donc dans un
ordre ffi)xe (Valais comme celui donné auparavant - Gengve
les problemes Paul, Laurent, Miche! puis Pierve, Bertrand,
Clande, puis les autres comme pour le Valais),

Je disposais donc des réponses écrites des éléves. De ce
point de vue, je disposais de moins d’informations que
Durant et Vergnaud, qui se basalent sur des interviews
d’éleves. De plus le temps de résolution érait plus limité,
D’emblée I’analyse d’un tel ensemble de réponses doit étre
interprétative. A premiére vue, il y a des ambiguités dans
les termes utilisés pour les réponses. On ne peut cependant
pas laisser de c6té le libellé des réponses et ne s’occuper que
du nombre calculé. A Gengve, il y a par exemple 157
réponses correctes sans ambiguité mais 51 autres réponses
petvent étre considérées correctes moyennant une interpré-
tation paruculiére des termes utilisés, Au Valais cette pro-
portion est de 71 réponses ambiglies pour 270 réponses
correctes sans ambiguité. Donc déja pour établir le taux de
réussite, il faut recourir i certaines interprétauons. En cas
d’entretien individuel, la siuation est différente dans la
mesure ol I'expérimentateur peut toujours demander i
’éleve de s’expliciter et de lever, de lui-méme, Pambiguité,
Bien sir cela peut induire ’éléeve 3 d’autres relations. En
conclusion, P'analyse doit tratter aussi les termes des répon-
ses des éléves méme si, pour leur interprétation, il y a
ambiguité. On se trouve de cette fagon devant une autre
tiche que celle de Pévaluation qui doit réduire Pambiguité
et le fait par appréciation d’indices critiques.

Voic1 pour exemple quelques réponses ambigués :
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Paul G, P, X -

il lui reste 2 billes Est-ce une réponse d’état,
état final = 2 billes ?
Ou bien une réponse juste ?
Michel jPg X :

il Iui reste 5 billes Peut-on considérer qu’il

x+4—-6=y x=7 y=5  répond i la question :

que s’est-il passé en tout ?

Christian Gg X G, :

il a gagné 4 billes de plus Est-ce a dire que ’éleve
: .considére 2 parties indépen-
dantes, ou bien veut-il dire :
« il a gagné encore 4 billes > »

Didier P, X P, :
il a perdu 3 billes de Ceci est vraiment une réponse
moins a la 2° parue presque juste,
Olivier G, X P, :
il avait 9 billes avant Quelle partie ?
la partie.

I a perdu 7 billes Réponse bizarre, I'éleve répéte
9-2=x x=7 la donnée, mais il a
calculé le 9 quu est
la réponse.
Voici comment je me propose de traiter de I'ambiguité
1. Il est clair que le type de question plus ou moins précise
a favorisé les réponses ambigués. Cependant, on ne peut
pas 1soler effer du probléme avec celui de sa formulauon,
la question étant fortement déterminée par le type de pro-
bleme. Amnsi, il y a plus de réponses ambigués pour le
probléme Paul G4 P, X que pour Christian Gg X G, (ques-
tions formulées autrement), mais il y a aussi plus de répon-

ses ambigués pour Paul que pour Laurent P, P; X (ques-
vons formulées de la méme fagon).

2. Le lecteur peut faire I'expérience suivante avec des sujets
(€éleves ou adultes). Poser le probleme Jacgues P, X P,
Dans la plupart des cas, les interlocuteurs auront peu de
peine i résoudre ce probléme. Vos interlocuteurs ne pose-
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ront en général pas de question complémentaire quant 3
I’énoncé. Poser ensuite le probleme Olivier G, X P, qui a
exactement la méme structure d’énoncé, i ceci prés que la
premiére partie est un gain et qu'il n’y a plus deux transfor-
matons de méme signe. Les questions concernant |’énoncé
(donné de préférence par oral) seront alors bien plus nom-
breuses. Certains interlocuteurs s’insurgent méme contre
Pambiguité de la donnée : « En tout il a perdu 2 billes,
qu’est-ce que ¢a veut dire : en tout ? » Les difficultés ren-
contrées par le sujet dans son traitement ’'aménent 2 recon-
sidérer les termes de la donnée dans Pespoir d’y trouver des
indications permettant la discriminaton d’interprétation
concurrentes (ici la question porte sur les deux billes ga-
gnées qui manifestement ont été reperdues, faut-il considé-
rer cette perte incluse dans la perte totale ou non ?).

3. L’ambiguité n’est en fait génante que dans une analyse
trop restremnte du rapport Probléme-Procédure. 1l faut tout
d’abord bien étre au clair sur le fait qu’on n’observe quiune
toute petute part du travail de I'éléve (méme en entretien
clinique). Secondement, il s’agit de se demander comment
les modalités de résolution engagées par le sujet ont trans-
formé son probléme.

4. Cec1 engage I'analyse i prendre les réponses au mot
(autant que possible, car le systtme de référence de celui
qui analyse les réponses s’en voit remis en cause. Il n’est pas
toujours aisé de dissocier objet-sujet) et i considérer jeur
formulation comme significatives du raisonnement qui les
sous-tend. Ainsi la réponse déja citée Paul Gy P, X « Il Iwi
reste 2 billes » formulée en terme d’états signil?ie que le sujet
se_raméne implicitement 4 un schéma ETETE : (0 G,)
6 P, 2 et donne comme réponse le bilan final de ce déroule-
ment (la question demande elle aussi un bilan). Autre
exemple frappant.

Paul GgP,X : il a perdu 4 billes et gagné 6 biiles,

il lu1 reste 6 billes,

Ce qu m’a surpris le plus dans cette réponse, c’est que
Iéleve ne restitue pas Pordre des données, mais parle de la
perte avant le gain (contraire de la donnée). Jinterpréte Ia
réponse en tenant compte de cette inversion : elle permet 2




282 Recherches en Didactigue des Mathématigues

I'éleve de ne pas composer les données grice au raisonne-
ment swivant : « il perd 4 billes, n’a pius de billes puis en
gagne 6. En wut il lui reste 6 billes ».

Ce n’est pas vout de proposer une interprétation, il faur
essayer de la confirmer. C’est ce que jai chaque fois essayé
de faire. Dans I'exemple précédent, linterprétation est
confirmée non seulement par le fait que le méme éleve
recourt i la méme inversion au probleme Michel, mais
encore parce que jai retrouvé des réponses analogues chez
d’autres éléves. Exemple :

Michel Gy PyX : il reste 4 billes, 6—6+4=4.

3. Cette fagon de faire nécessite des contréles. Il sagit
avant tout de renvoyer les productions les unes aux autres,
donc de les situer sur deux axes. D’une part I’ensemble des
réponses recueillies et d’autre part la série des réponses d’un
méme sujet. Pour ceci il est wrés udle de disposer d’un
ensemble d'items aussi structuré que ces 12 problémes de
billes.

6. Il s’agit de décrire les réponses des éléves. Pour les
comparaisons, j’ai alors établi pour chaque probléme un
éventail des réponses (cf. un exemple en appendice I) les
comparaisons se feront sur divers aspects i la faveur de ce
que révéle chacun des énoncés.

II. Modtles

. Avant d’analyser les réponses des éléves, je vais présenter
11 un certain nombre de considérations théoriques.

1L.1. Mathémanguement

A. Ici, on considére 2 objets mathématiques pour les
nombres :
(N, + X =z)ea(Z ,+, =)

1. Soit N = {0, 1, 2, 3, ... } ensemble des nombres
enuers naturels. Sur cet ensemble on considére la relation
d’ordre =, et 2 opérauons : addition et soustraction.

Les nombres sont des entités ordonnées, et cest cet
ordre qui définit les opérations d’additon et de soustraction
(vision Peaniste). Cet ordre est le plus contraignant qui
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soit, puisque tout élément est comparable i tout autre
(ordre total) et qu'il y a toujours un plus petit élément (bien
ordonné).

L-addition est une opération toujours effectuable (partout
définie) qui, en outre, jouit de propriétés importantes telles
que l'associanvité, la commutatvité...

La soustraction n’est pas une opération toujours effectua-
ble, elle est condinonnée par ordre des nombres i sous-
traire : a2 — b n’est défini que si a = b. Ceue opération
n’est ni associative, ni commutative.

Addiuon et soustraction sont des opérations inverses
I'une de I’autre.

2, Z est 'ensemble des nombres entiers naturels auxquels
on a associé un opposé : -a est associé i a; -0=0,

Le fait de se donner un opposé permet de considérer que
addition et soustraction sont les deux volets d’une seale
opération, notée abusivement + parce qu’elle jouit toujours
de bonnes propriétés d’associauvité et de commutativité :

Laddition garde sa définition,

La soustraction s’exprime en termes d’addition par le
passage a l'opposé : a — b = a + (— b). Elle devient alors
toujours possible a — b = — (b — a).

On considére alors sur Z un ordre qui « prolonge » celui
de N. Deux points importants i noter i ce propos :

a) Pordre est redéfini de la fagon suivante. Si a = b (dans
N) alors =b<Z a (dans Z). - bx <o

b) l'ordre de /Z différe de F'ordre de IN par le fait que Z n’a
pas de premier élément (Z n’est pas bien ordonné),

B. Calcul

1. Dans N, le calcul de I'addition et de la soustraction se
fait sur 'ordre des nombres. Ainsi le (a + b)® nombre c’est
le b® nombre aprés a. 1l en est de méme pour la soustrac-
uon. Notons cependant que la soustraction renvoie 3 une
situation de tout a partie (Volet cardinal).

2. Dans Z il faut disunguer calcul numénque et calcul
sur les signes (ou algébrique). Pour ce qui est du calcul
numénque, aucun changement. Le calcul algébrique permet
en outre de ramener tout calcul de Z i une opération
numéngque de IN. Le calcul algébrique est un calcul d’oppo-
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sitons (amis des amis = ami, etc.). La distorsion de I'ordre
provoque des difficultés bien connues.

C. Modéles de représentation
Quantstés, transformation, modéles intermédiasres
1. (N, =, +, ~) est bien évidemment le modéle des
guqntités (états). Les deux opérations renvoient aux actions
"ajouter ou enlever des éléments. Ajouter et enlever sont
des opéranons inverses, etc., etc,

2. (Z, =, +) est un bon modéle pour les transforma-
tions. Dés qu’on raisonne uniquement sur les actions ou les
transformations (ajouter, enlever, gagner, perdre, ...) il de-
vient clarr qu’il n'y a plus qu'une opération : la composi-
ton des acuons. (Une swite d’actions se combine en une
résultante et ceci d’une seule fagon). Il n’y a pas de trans-
formanon de transformations.

Donc une seule opératon,

A chaque acuon ou transformation correspond une ac-
tion ou transformation inverse.

Le modéle (Z, =, +) s‘applique donc parfaitement.
L'opération + n’a plus comme support les transformations
elles-mémes, mais bien I'effectuation d’un bilan. Ainsi par
exemple : le bilan des deux transformations : perdre 7 billes
pws perdre 5 billes se fait par une addition bien qu’on ait
affaire 2 des pertes !

Pour ce qui est de 'ordre, on peut ordonner les transfor-
mations en fonction des quantités auxquelles elles se rappor-
tent, Cependant, la distorsion se fait lorsque perdre 7 billes
c’est perdre plus (de billes) que perdre 5 billes (pertes ordon-
nées selon les quantités), alors que le modéle Z voudrait que
perdre 7 billes soit moms (bien) que perdre 5 billes.

3. Modéles mtermédiaires
H se peut cependant que, dans certaines conditions, e
modéle (N, =, +, —) s’applique aux transformations. C’est
ce que j"appelle des procédures de registre, Dans le registre
des pertes, par exemple, les pertes sont considérées comme
des quantités i part entidres, ordonnées de la fagon nawu-
relle. Faire une perte puis une perte devient alors ajouter a
la perte ; faire une perte puis un gain devient enlever & la
perte (ou diminuer f: perte).
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Une telle procédure repose sur (N, =, +, —) et sur un
systéme d’opposition (perte/gain) ainsi que des régles qu
permettent de chosir le regisire approprié voire méme de
changer de registre en cours de route (en remettant le
compteur i zéro). Les régles de choix d’un registre sont
dictées par des considérations sur les ordres de grandeur des
transformations ainsi que l'ordre temporel des transforma-
tions.

D. Indices du calcul

Trouver une réponse i un probléme, c’est le rendre cal-
culable (qu’importe le juste ou le faux). Or on I'a vu, le
calcul repose avant tout sur des considérations relatives aux
ordres de grandeurs. 1l s’agit donc, pour le sujet qui résoud
le probleme, de repérer des indices au calcul.

Les recherches sur la résolution de problémes et en paru-
culier celles de Durand Vergnaud ou la présente, montrent
que toute relation numérique entre les données ne prend
pas forcément de signification dans P’énoncé, et ne sera pas
considérée. Ce couplage prend des formes trés subtiles.

Exemple de la soustraction

Remarquons que la soustraction/calcul peut renvoyer a
trois situations distinctes :

a) elle renvole 2 une transformanon négative : enlever,
perdre, gagner puis perdre...

b) elle renvoie a I'inverse d’une transformation posiuve :
on veut savoir ce qu’il y avait avant que la transformanon
ait eu lieu (oppositon des transformations).

¢} elle renvoie 3 une situation de tout i partie : A est une
partie de B et on veut savoir ce qu'il y a enwe deux.
Exemple : il y a 12 enfants dont 5 gargons... combien de
filles ? ou, il y avait 5 billes apreés la parve, il y en a 8, que
s'est-il passé ?

Or, tant qu’on raisonne dans [N, cette derniére significa-
tion est exclusive 3 [a soustraction. La soustraction est
opération appropriée 2 une situation de tout a parne.

Mais quand on travaille avec des transformatons (ou
plutdt avec des nombres relatifs), cette situation peut ame-
ner une additon ! Exemple : le probléeme Obvier. Olivier
joue 2 parties de billes. A la premiére, il a gagné 2 billes ;
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en tout il a perdu 7 billes. Que s'est-il passé a la seconde
parue ?

L'y ali un sérieux obstacle que tout le monde connait bien
€t qui trés certainement force le passage des modeles N 3 Z.

Autre exemple : soit le probléme Michel. Michel joue 2
parues de billes. A la premiére il gagne 4 billes, a Ia se-
conde, il perd 6 billes. Que s’est-il passé en tout ?

Eh bien Michel et Olivier sont certainement des proble-
mes de difficulté comparable. Cependant Michel est plus
facxlt;; ccl:xphquer que Olivier, car le calcul dans Michel est
« Ng »,

11.2. Image intuitive

Avant de poursuivre, une image qu m’a accompagné
tout au long de I'écriture de ces pages. Il s'agit de I'image
d’une structure d’arbre (graphe) que I’on parcourerait des
feuilles Jusqu’au tronc. Ici, le tronc est le calcul numérique
dans N qui fournit le résultat du probleme.

(;Jel_mﬂ:i se double, dés le moment o la notation de Z est
assimilée, d’un calcul sur les signes.

Ce\mouve{nem ne se renverse pas dans la résolution du
problgme. L’exemple le plus évident est la résolution de
probléemes anthméuques par la méthode algébrique. Les
relations de I'énoncé sont traitées et exprimées par une
premiére équation (ou systéme d’équations). Ensuite des
traitements algébriques spécifiques sont opérés en vue de la
resolunon' sans qu'il soit nécessaire de considérer chaque
nouvelle équation comme exprimant des relations du pro-
bléme. 1l en sera de méme ici car ce fait est général et ne
t}cpend pas d’un systéme de notations seulement mais doit
€tre rapporté au traitement lui-méme. De toute la chaine de
résolutions qui peut étre fort complexe et que je ne saurais en
faic décrire, je me référerai i wois sommets : Pénoncé, les
relatons de I'histoire évoquée et les relations numériques.
11.3. Transformations

La donnée d’une wransformation correspond i celle d’un
Opérateur numénque et infére i un schéma
E — T >E;. Une wtansformauon augmente ou
diminue une quantté initale, Une transformation com-
porte donc deux indications : une quantité (ici des billes) et
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un mode opératoire. Et ce, de fagon univoque :
gain «—> addition ; perte «— soustraction.

11.4. Trois types d’énoncés ETE

Les énoncés ETE fourmssent exactement ce schéma. Le
déroulement de la partie (ordre chronologique : avani-
pendant-aprés) est bien exprimé et les nombres sont des
quanttés bien différenciées. Selon la place de la donnée
manquante (inconnue) on abouut i trois types de proble-
mes. Pour chacun d’eux la question s’exprime différem-
ment :

ETX Cormbien de billes a-t-il aprés la partie ?

EXE Que s’est-il passé durant la parue ?

XTE Combien de billes avait-il avant de jouer ?

ETX : Ce schéma est le plus simple puisque la queston

porte sur le résultat d’'une opérauon connue avec des fac-
teurs connus. Cect une fois compris, il suffit d’effectuer et
on obuent la réponse. Les relanons numériques entre les
données n’entrent pas en jeu dans le raisonnement sauf,
bien siir, dans le cas d’une perte supérieure i ’avoir iniual.

EXE : Ce schéma est plus complexe car il est déja un
schéma inverse 3 ETX. 1l suppose en effet que ’on remonte
de la considération de la transformation comme achevée
vers sa déterminanion. Cect se fait par Pintermédiaire de la
muse en relation des données numériques prises dans 'ordre
chronologique. Ainsi EE<E=T= (G, E-E) e
E>E =T-= (P, E —E). (Bien siir, on soustrait tou-
jours et toujours la plus peute donnée de la plus grande).

XTE : Les énoncés XTE supposent eux aussi la considé-
ration de la transformation comme achevée. Ceci permet de
situer ordinalement I’inconnue par rapport i I'état donné :
en dega (gain) ou au-dela (perte). Ceci est encore une fois
univoquement déterminé par la nature (le signe) de la trans-
formauon.

Aussi machinale que puisse paraitre cette inversion (perte
«— addition, gain «—> soustraction) elle n’est pas immé-
diate, C’est ce que montre le net écart de réussite entre
problemes ETX et XTE observé mantes fois (cf. Durand
Vergnaud par ex.). Une fois encore on tombe sur la pré-
séance des relatons de I’énoncé sur les opérations effec-
tuees.,
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_L’inversion se passe au niveau des relations et non pas au
mveau de P’énoncé lur-méme. Lorsqu’on résoud Bertrand
X P, 3 en effectuant I'additon 3 + 7 = 10, on n'a pas idée
qu’on est en tran de résoudre un énoncé du type 3 G, X.
L'inversion ne se situe pas eatre gain et perte. Elle est
dénivée de Pénoncé. Ainsi on retrouve l'idée de graphe en
arbre et le calcul 3 + 7 = 10 est situé ainsi :

3GX ~
Xp3—"

Mettre en relation des énoncés est tout autre chose, cette
compétence est équivalente i celle de construire des énon-
cés. A ceci e rattache en outre le phénoméne maintes fois
observé : la réticence des éléves i vérifier leur résultat.
11.5. Composition des transformations et registre

Comme dit (au point mathémauque) il n’y a qu’une
composition des transformations, c’est ’enchainement des
parties ou des opérateurs. Cette composition peut étre re-
présentée de maniéres diverses selon le contexte et selon les
outils dont dispose Ie sujet.

Par exemple une représentation trés concréte dans e cas
oit deux gains (deux pertes) se succédent. Gagner n billes et
encore m billes (le frangais ne répéte méme pas « gagner »)
revient i une adjonction de billes.

Un peu plus élaboré et adapté i un éventail de situation
nettement plus large, la représentation de la composition
comme le fait d’un opérateur. Augmentation ou diminution
de Dintensité de ia transformation initiale sous Paction
d’une transformation qui lui succede. Je gagne m billes (jai

3+7=10.

bien joué) je perds n billes (dommage), finalement, ya.

quand méme gagné m-n billes (si m > n). Mon gain initial
s’est rédut, _

_ Plus élaborées encore sont ies représentations d’annula-
tion d’une premiére transformation ou d’inversion du bilan.
Ex. : I gagne m billes, puis en perd n. Il reperd les m billes
et encore n - m (si m < n),

Ces représentations s'élaborent dans la mesure o est
prise en compte [altération de la transformation et de son
signe et non pas seulement de son intensité. Ici, idée de

Calculs numéniques et calculs relationnels 289

registre est trés importante. Se placer dans un registre de gain
ou de perte permet de ramener ses calculs et les relanons
numénques dans le cadre de N. Dés lors les choses se passent
de la méme fagon dans le registre des gains et des pertes.

La détermination du registre peut &tre faite de trois ma-
niéres qui dénotent du travail d’adéquation (homomor-
phisme) entre les relations de P'histoire évoquée et des reia-
uons numénques, La maniére la pius naturelle est de se
situer dans la chronologie énoncée et de se fixer le registre
de la premidre partie. On se trouve de cette fagon trés
proche du schéma ETE (cf. suite). Mais cela est inapproprié
dans les cas ol le bilan et la premiére partie ne sont pas liés
dans un méme registre. (c. 4 d. PG, X G,P, X n<m,
XP, P, et XG G, n>m et PXG ou GXP.
Dans les cas XTT on considére Ia relation réciproque).

On peut alors adapter la détermination du registre : soit
prendre celm exprimé par le bilan (le signe du bilan) quand
il est donné, soit prendre celui de Ia transformation’ d’am-
plitude maximum (mais ceci ne devrait pas concerner le cas
ol le bilan est donné).

Toutes ces considérations deviennent formellement su-
perflues si on utilise les nombres négatifs et les équations
pour résoudre ces problémes.

11.6. Groupe
L’ensemble des transformauons et leur compositon a
une structure de groupe commutatif, Que la composinon
soit une loi mterne dénve de P'associauvité de I'addition
dans N. Avec une petite nuance i propos de la soustraction
(registre). Prenons une notation de type opérateur :
Gy (E) = E +n =
P, (B)=E-n=FK
G, (Gi(E)) = (E+n) +m = E + (n+m) = G, (E)
Py (Pa(B)) = E—n) —m = F ~ (n+m) = P, (E)
Le signe — indique I'action de la transformaton sur
I’état, non la composition des transformations (perdu deux
fois augmente Ia perte).
m<n P (GE)) = (E;+n)~m=E +(n-m)=G__(E)
m=nP_(G(E)) = (E,+n)—m=E —(m—n)=P_ . (E)
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On retrouve le registre mais défini comme celui de la
transformation d’intensité maximum.,

L’associauvité de la composition des transformations est
équivalente a celle de la composition des opérateurs. De
méme la commutativité de la compositon. Notons cepen-
dant que cette commutativité nest pas celle des états, En
effet pour P, (G, (F;)) n<m, E peut ére quelconque
dans IN, tandis que pour G, (P, (E) ), E doit étre plus
grand que n (¥ n et m).

Un groupe est défini par la propriété qui veut que I'équa-
ton TeX=T" ait toujours une solution (je me situe dans le
cadre commutatif). Ceci montre le rapport qu’il y a entre les
énoncés TTX et TXT (auxquels sont associés les énoncés
XTT). Ceci est important i noter et i ne pas confandre avec
la relation gain/perte. Ne pas confondre donc mode d’action
d’un opérateur et le calcul numérique qui en découle.

11.7. Schémas TTT et ETE

Il y a une certaine dissociation entre les deux aspects
d’une wansformation : signe/intensité. Dans les réponses
les moins élaborées, la transformation représente une sorte
de constat : perdu/gagné. Dans les énoncés TTT, le bilan
s’exprime comme une transformation (comme si ¢’était une
partie de billes et non pas la composée de deux parties).
Cea ne semble pas poser de probléme et je me explique
par cette conotation de constat,

La mesure de Pintensité (amplitude) de la transformation
est donnée en termes de billes. Elles peuvent éwe considé-
rées comme des billes « concrétes », celles que 'on échange
ou encore celles qu « circulent » au cours du jeu. Ainsi
Eour Gg Py X il est assez naturel de penser que 4 des 6

illes gagnées ont été reperdues er donc restituées a 'adver-
saire. Deés lors la quanuté de billes qui exprime 'amplitude
de la ransformaton est modifiée, tout comme P’est un état,
par lacuon d’une wansformation ultérieure. Les transfor-
manons deviennent leur propre opérateur (quant i P'ampli-
tude),

Une autre maniére de se rapporter au schéma ETE est de
considérer un état ininal (on se le donne) et d’y enchainer
les opérations de maniére 3 reconstituer les parties :
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T, T,

- Ejpp. ——— g
L——— T, ou Bilan ———?
~ Pour obtenir la réponse au probléme TTT, il ne suffit pas
de calculet les états, une comparaison est encore nécessaire
pour avoir la transformauon. -
51 la résoluuon des problémes se situait au niveau des
énoncés, on verrait alors que la résolution d’un probléme
I'TT correspond i Penchainement de trois problemes

ETE :
T,T.X : E,T\E;, — E,T,E, — E,XE,
TXT, : BTiEs EXE,
E,T,E,
XT,T; : E, T,T; — E,T,E, —> EXE,
Cas ot E1 est donné, E, E; puis X sont calculés (gras).
- De beaux problémes 3 tiroir ! Mais la remarque sur les
intensités des transformations indique comment on peut
obtenir des calculs plus directs.
11.8. Problemes TTX et TXT
1. Dans les énoncés TTT, le bilan est exprimé comme
une transformation. Elle est annoncée par 'expression « en
tout » dans : « En tout, il a gagné n billes » ou « Que
s’est-1l passé en tout ? ». En outre ’ordre de déroulement

du jeu y est scrupuleusement indiqué. Les questions se
distinguent alors par la place de inconnue,

en tout ? » TTX
« Que s’est-il passéé ala2®parte?» TXT
alal1®partie 2» XIT
Formellement il 0’y a que deux structures ‘de problémes
TTT. Vu que la composition est commutative il y a :
‘ composition
,)I(XT? }  décomposition
Dans les énoncés TTX, les transformations sont données
sur un méme plan, seul 'ordre les différencie. « En tout »
veut dire « tout compté » et exprime réellement un bilan,
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La significaton de ce terme bien sir peut couvrir une
gamme de représentations. Trés souvent les réponses i ces
problémes sont formulées en termes d’état : « Il a, il reste,
il manque, etc. ». J’appelle cela un « glissement de sens ».
Ceci est un indicateur des relations mises en jeu dans la
résoluton mais ne signifie pas une traduction de I'énoncé
en termes d’état. Le sujet (car bien des adultes répondent de
méme) aura pu raisonner sur |'intensité d’une des transfor-
mations comme décrit au paragraphe précédent. Il s’avére

ue ce type de traitement n’est pas sans poser des difficuités
ﬂzns le cas de G,P,X avec m<n. Clest articulation des
transformations qui consttue le probléme dans ces énoncés.

2. Pour les énoncés TXT le tratement des intensités

comme on le ferait d’états permet aussi un glissement de
sens et de se ramener 3 un schéma EXE. Par exemple :
Jacques PXP, « Il a perdu ses 5 billes et encore 3 ».
Cependant un tel « glissement de sens » ne s'idenufie pas
aussi aisément que dans le cas TTX.
_ Revenons aux problémes ETX, et EXE. Dans le pro-
bleme ETX, le sujet se voit donner les deux facteurs et
I'opération selon laquelle les combiner, il n'a qu’a effectuer.
Dans le schéma EXE, le sujet doit partir de la considération
selon laquelle la transformation est achevée. Clest plus
complexe. Mais ceai libére le sujet de la réalisaton de cette
transformation.

Dans le cas TTX, le sujet dispose bien sir des facteurs
mais il est 3 sa charge de trouver les relations qui indique-
ront comment les combiner. I doit subvenir au manque de
donnée sur les états.

Le cas TXT est plus proche de EXE — via glissement de
sens, Une fois le registre déterminé, Ia considération de la
transformaton comme achevée dispense ie sujet de se faire
une idée de la combinaison des transformations. De grandes
difficultés se révélent alors dans le cas PXG ou GXP.

11.9. Soustraction et signes

En regard des états, gains et pertes indiquent un mode
d’action. Un gain augmente un avoir comme une addition
augmente un nombre. Une perte diminue un avoir comme
une soustraction diminue un nombre,
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Par rapport 4 un bilan de parues, le mode d’action d’un
gain ou d’une perte se situe dans un registre. Un gain
augmente un gain anténieur mais diminue (compense) une
perte anténeure, Et analoguement pour les pertes. Clest
donc dans le cadre d’un registre que 'opération i effectuer
doit étre déterminée. Le registre a trois conotations :
I’adaptation a Pordre chronologique (1" partie = registre
qu se modifie au cours de la partie successive), ’adaptation
a la relation composante/composée (Bilan = registre),
adaptation 3 Ia relation numérique des amplitudes. La
déterminaton de Popération numérique adéquate est sou-
mise au registre. Dans le schéma TTX, la soustraction
dénote Popposition des deux transformations. Et non pas
Pacuon absolue de la perte puisqu’un gain diminue une
perte ! Elle ne prend donc de sens que relativement au
registre. Pour qu’elle soit effectuable dans N il se peut que
par rapport i la chronologie un « changement » de registre
intervienne comme dans Michel G,P.X. Ce jen entre chro-
nologie et intensité des transformations correspond en no-
tavon formelle i : (b-a)T=(a-b). Je dirais alors que dans
-(a-b} le premier signe « moins » recouvre le registre, tandis
que le second recouvre la compensation des transforma-
tions.

Mais la soustraction ne s’applique pas seulement 2 la
composiuon de deux transformations de signes opposés.
Elle renvote aussi i la décomposition d’un bilan dans un
registre donné.

Javais noté pour les problémes EXE; -

E <E—X=(G,n=F-E)
E>E—»X=(F,n=FE-EF) _
On retrouve ici (dans le registre des pertes) Pexpression :

(K - ) = P (B - E;) c’est-a-dire (b-a) = -(a-b)

‘chronologie ' ‘ordre numénque’

ou le premier signe « moins » est le signe de la transforma-
ton (P) tandis que le second exprime la diminuton des
états et non pas, comme auparavant (I'TX) Popposition
entre les transformations.

Il en est de méme pour les problémes (TXT), (GXG et
PXP) avec une nuance qui montre bien ce que permet la
donnée d’un registre.




294 Recherches en Didactique des Mathématigues

Prenons la comparaison de Jacques PyXPy et Didier
P.XP, :

5<8—->X=(P, 85)

7>4- X =(G, 74).

On trouve donc dans le 2° cas une inversion entre ordre
numénique des intensités et chronologie et donc une inver-
sion du résultat par rapport au registre. On est dans le
registre des pertes et la perte de 7 billes s’est réduite parce
que 3 billes ont été récupérées. Ceci revient i (b-a) = -{a-b).
Lci le premier signe « moins » indique Popposition par rap-
port au registre, tandis que le second est celui de I'ordre des
amplitudes des pertes (diminution des intensités). Ceci sup-
pose déja un type élaboré de représentations.

Le cas (TXT), (GXP et PXG) est le plus complexe. Dans
ce cas, la relation induite par lordre des intensités est
trompeuse. Celle-ci n’a en effet aucune signification si les
transtormations ne sont pas de méme signe. Formellement
on tombe sur :

PLXG, X = (G, m + n)

G, X P, X = (P, m + n). Ce qui revient i :

(b - - a) = (b + a). Ou le premier signe « moins » ex-
prime la décomposinion du bilan et le second Popposition
des deux transformations données. Encore faut-il compren-
dre que cela se combine ! Le modéle du regisre et des
augmentatons/diminutions s’avére insuffisant. Il faut pas-
ser par 'annulation (c. a d. considérer gains et pertes
comme opposées).

Ja1 appelé ceci la surcompensation. Revenons au schéma
direct TTX : P,G,X (G,P,X) n <m. Un raisonnement
sur les intensités est encore possible. Il consiste 3 dire :
« les n billes sont regagnées (récupérées) et encore m - n ».
(« les n billes sont reperdues et encore m - n »), H y a donc
mise i zéro de la premiére transformation et de ce fait elle
disparait du bilan. Un sujet qui maitriserait bien certe der-
niére reladon (mais qus relatsvement au probléme TTX est
ultérienwre a la solution) pourrait s’y appuyer pour résou-
dre PXG (GXP). Amsi ia muse en relation des énoncés
suppose un point de vue supérieur i ceux-ci de la structure

es événements évoqués. Tout comme [’est la vérification.
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Un second raisonnement possible pour surmonter la dif-
ficulté serait de se fixer dans le registre du bilan et de
considérer la donnée de Pautre transformation comme un
opérateur sur les quanutés. Ex. : XP,G,. Registre des
Gains. La perte de 7 billes a réduit un gain iminal i n'étre
plus qu'un gain de 3 billes, donc le gain iniual est de 10
billes. En quelque sorte le report du probléme XTE sur les
intensités des parties via la considération d’un registre.

Un troisiéme raisonnement consisterait i se ramener au
schéma ETETE. Avec deux variantes.

a) Se donner un érat initial arbitraire (suffisamment
grand) puis calculer les autres états.

f P -
Ex.: G,XP, 10 2 7 3
: — (G2
1 Ga L
XP,,G3 10 20 13
[ N P.,...---.l

lc1, cela demande une bonne maitnse de la structure
chronologique, et la compétence de « remonter » une
transformation (inversion). Pour le reste les transformations
s’appliquent aux états données,
b} Coordonner les intensités des relations en les dédou-
blant. Cecl revient a peu prés au méme que ci-dessus, s1 ce
n’est que cet effort de coordination n’est pas faible. Par contre
la réponse prend un caractére de nécessité plus marqué.

R ey R

Ex. : G,XP, 7 9 T
G, G,
XP,G,  © ) 3
Lo meam e e P7 ——

Ill. Analyse des réponses

Une réponse a un des problémes donnés doit comporter
nécessarement deux types d’informations.

1° Un élément numénque. Le résultat du calcul relauf au
probléme,

2¢ Un libellé qui indique ce que ce nombre représente :
état-transformation et dans ce cas gain ou perte. £n outre le
libellé indique en quoi le sujet a répondu 3 la question
posée.
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Les éléves valaisans avaient en outre comme consigne de
mettre leur résolution en equanon ‘L’élément numénque se
trouve alors soit dans la réponse en texte, soit dans I'équa-
uon, soit dans les deux. De plus une méme réponse peut
comporter différents nombres dont, en paruculier, les don-
nées. Je vais commencer par examiner globalement les re-
ronses produites en distinguant leur élément numérique et

eur libellé,
II1.1. Nombres

Pour ce qu est de I'élément numénque, j’al examiné
avant tout I'usage que I’éléve a fait des données de I’énoncé
et ce que cela lu1 a amené 3 produire. Les cas vont donc du
non-usage des données, ce qui recouvre les catégories sui-
vantes :
1. non-reponse
2. réponses qualitatives pures
3. les réponses se basant sur une conotation des pertes
selon laquelle on n'a plus de billes aprés avoir perdu.
Ainsi : « I1 2 0 bille », « 1l a tout perdu ». « Il n’a pas assez
de billes »... Ces réponses comportent toutes un minimum
de numensauon Je les rassemblera: sous I'appellation 0.
4, un usage des données sans les combiner réside dans la
répéation de celle-ct en tant que réponse. Peuvent étre
repetees la premiére donnée (R,) la seconde (R,) ou les
deux i la fois (R,,).
La qu&cnon des répénnions de données est plus subtile
u’il n'y parmt Je montrerai ceci plus lom. La répéution de
onnée n’entre pas dans le cadre du.« contrat-didactique »
propre aux problcmes d'arithmétique. Celui-ci veut en effet

w'une seule réponse soit donnée et quelle soit le produnt
ﬂune combinaison des données. Si un sujet répéte une ou
les deux données c’est que son interprération de la tiche est
plus forte que ces clauses implicites.

5. 6. et 7. Dans le calcul sur les données, Je disungerai
les addinons (5) les soustracuons (6) ainsi que les combinai-
sons autres des données (7) avec éventuellement des nom-
bres auxiliaires que se donne le sujet. Notons qu’il n'est pas
rare de voir un éléve fournir dans sa réponse une addition
Stl une soustraction des données, leur faisant jouer des roles

vers,
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8. Enfin une catégorie marginale de réponses numériques
autres qui résultent soit d’erreurs de calcul soit de combi-
naisons difficilement accessibles a I’ analyse.

Ceci donne les tableaux I et II des réponses numernques
recueillies 3 Genéve et au Valas.

Tableaux I et 1I. Description des réponses numériques i
Genéve et au Valas.

WR|@|o|R|t|~]|ca]lan wel @lo |RE+] - |ca
4 4 Y] Z | Penne 6%x kY
13 RBerrann K %4 34
b 1112 3 CLAVDE 5X9 2% [3¢
3 5 3512 Thue GRK 4 {21331
5145] 31221 ¢ laveeny B EX 514 1 %3 |25|514
4| T3 W3 A tmewer  GEX LS 515 142]9
4|2 £lé|2s chnistian G, X 6, 413 4|34
418 jdo] 3119 2| uneaees KKT 313 134f2
ek R XR 112112 (3614
Fi2|6]/5 % A| owvier G KH A 612 2| 2
§ 1314 |19 1| veweenr G KR |4 5|8 {24}4
1 AFAFEE arowo  XBG |1 54 |12]4
Tableau I - Genéve 46 E Tableass I Vaiais 38 E

Distribuuon des réponses : élément numénque

Les résultats de Genéve sont un peu motins bons « scolai-
rement parlant » que ceux du Valais. Ceci nent aux condi-
tons d’enseignement. La consigne d’utilisation des équa-
tions aura amené les éléves valaisans A calculer avec les
données numériques. Ces comparaisons permettent de si-
tuer les réponses. On notera donc que :
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1* A Genéve, il y a un taux de réponses qualitatives et
nulles plus grand.

2¢ De méme il y a plus de répéutions de données i
Geneve.

3% A Genéve, un taux de réponses assez grand aux trois
derniers problemes (Olivier, Vincent, Bruno), tandis
qu'au Valais ce sont les problémes Laurent et Michel qui
ont obtenu un taux de non-réponses. Les problémes étaient
respectivemnent les 5° et 6° de la donnée, Dans ce cas les non
réponses traduisent certainement un certain « désarroi »,

4° Au Valas, il y a eu des tentauves de combinaisons

articuliéres (C.A.) des données numériques. Surtout pour

ﬁ: probléeme Michel. Cela tient aussi  'usage des équations.

5° Les éventails de réponses montrent trés clairement
qu’au Valais les catégories de problémes ETE, TTYX, TXT
sont différentes. De plus on observe des distributions de
réponses distinctes aux problémes (TXT) (Christian, Jac-
ques, Didier) er (TXT) (Olivier, Vincent, Bruno).

A Genéve, ceci est moins apparent. Tous les problemes
TTT ont produit un large éventail de réponses. Mais les
distributions des réponses ne sont pas les mémes.

Avec cette derniére remarque on en arrive i comparer les
énoncés entre eux. Je ferai cec1 plus loin. Pour Pinstant je
veux examiner la fagon dont les éléves se sont trompés,
numeériquement parlé. On remarque qu’il y a peu de fautes
de calcul (cela nent aux données et c’est voulu par le plan
d’expérience).

1° Hésitation entre + et —

Ceci n’apparait que dans un, cas Bruno XP,G, (auquel.

on associera Olivier G,XP, au Valais mais pas 2 Genéve).
Donc dans la quasi totalité des cas les éléves ont peu d’hési-
tation au moment du calcul numérique et les difficultés se
situent en amont dans la résolution. Amenant a d’autres
traitements numériques : non-réponse, réponse qualitative,
réponse nulle, répéution de la donnée et combinaisons au-
tres (originales).

2° Dans les trois cas (TXT) Olivier G,XP,, Vincent
GgXP, et Bruno XP,G, il y a erreur sur Popération enga-
gée. Cect se note par le recours i la soustracuon,

-
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3¢ Les taux de « réponses calculées » sont différents et
du fait des remarques précédentes, sont significatfs. On
remarquera au Valais le wés fort taux de réponses calculées
(et calculées correctement) aux problémes (TXT) (Chris-
tian, Jacques, Didier).

WVRya o & + — Ca foent
N o | {f ¢
e —T 0w l o |¢f ¢
A M :
e tf ¢
ce ‘E i 0
PA n > |t
3 » 2’{ ff ;
3
A < 7 Z
Sl s
¥ 4
\a S m|m | # ¢
e . €
D4 *§ 44 ™
s o | £f e
oL £ ® m f - ;f .
- e
ve [F13 f H "
. Il ’ e
gogEnul Br g l { ,:\ mm "~
m = moyeéen
f = fort
ff = tres fort
I = large

eroit

Résumé des tableanx I et 11
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I11.2. Libellés

La recherche de Durand/Vergnaud a mis en évidence la
perunence de la distinction état-transformation, Ce que nous
venons de voir concernant les opérations numétiques vient
confirmer I'importance des calculs relationnels dans la résolu-
tion de problémes arithméuques. J’ai donc été particuliere-
ment sensible aux libellés des réponses. A quel titre se
référent-elles aux états, et état final, inttial ? ou au contraire
aux transformations ? Donc une distinction double sera
faite, D*une part si le libellé est exprimé en termes d’état ou de
transformation, d’autre part dans quel « registre » ce libellé
situe la réponse : gain ou perte. A ce registre des gains ja
associé les réponses E; (état final) car cela dénote des billes qui
restent (restent en possession, restent gagnées) au joueur et les
réponses E (état in1ual) au registre des pertes car cela dénote
des billes qu’il fallait avoir (pour pouvoir les perdre).

Si les réponses du registre des gains sont en gros de trois

gain quantifié, ‘G, . Ex. : Paul a gagné 2 billes.

gain, G . Ex. : Paul a gagné.
état final, E . Ex. : Paul : il lui reste 2 hilles
(il a 2 bill

le registre des pertes est un peu plus riche. Les expréssions de
la perte sont plus variées, et 51 pour le gain ininaltombe dans
P'implicite, la perte s’exprime beaucoup par son résultat « il
n’a plus de billes », ou en comparaison d’un état imtial et d’un
état final. « Il a moins de billes » « Il avait 7 billes, il n’en a
plus ». D’autres réponses ont été classés et expriment la perte,
ce sont presque des réponses de transformation : « Il manque
des billes » « I1lui manque 2 billes » « Hatrouvé 2 billes » « Ii
doit donner 2 billes » « Il me manque des billes, je te ies
donnerai demain ». Je désigne en vrac toutes ces réponses par
le terme mangue (abréviauon M).
Code des tableaux IV et V.
Réponse transformation quantifiéee : G,, P, (gain/perte)
Réponse transformation non quantifiées: G, P
Réponse : 1l a, il reste : By (état final)
Réponse : 1l avait ; E (érat imual)
Réponse : Hl a 0 bille. Il a tout perdu
Il n’a plus de bille
Réponse manque

z o
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Voict donc les tableaux III et IV de distribution des
réponses selon les deux regstres, cec1 pour les deux cantons.

Gay G\ Eg TP |Eqo A MR
Tewae 6T X 42 z ?
Benranns KR3 AR 5 241 4 i
GETES iz ] g
a0l G glalul |4 L 316
cronent BEK i 15|85 He 114

menee | G R X 3 5 sl lo |42 _’Li
exaunnu GsXGy |24t 9 . &
Sheaves Py ;T’; 4 Li21s 5 213
roen Axh || -
ovnen G KT 4 2| 2 & 2
vineewr G X | b | qz] 4 4j4]¢2 9
anwwe KB &G L1 4 fof 2 23 |
Gain Perte Autre

Tableau I1I : Distribution des réponses : libellés, Genéve 46 E

G, G & P, M P Ec o A MR

Freane  ERx 35

Baaraano £P3 34

cavoe %3 33 |5

Prve ¢, % F 13 ’ 9 913
tavmenr BB 1 2o 2l 17
nerec Gy B R A q [ 14 [Ho
Crenman S5 K ‘; 29 4 114 514
YAcaves Ty K 3 2 21 2 34
0w H KR gy 5 5 JE 312
oumer B AW 2 4 21 ) e
vweenT Gy KB 3 lo If 3
arows ARG, 13 A F 3 49

T ’ _Gam Perte Autre

Tableau IV : Distribution des réponses : libellés, Valais 38 E
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1° A priori, la déterminauon de la nature de la réponse
(état ou transformation) ne semblait pas devoir poser de

Aba/sTRE probléme. Pourtant, il y a bien « confusion » entre état et
T8 le el p . transformation. Les problémes Pawl G P X et Vincent
i G4XP, s’y prétent particuliérement. Dans une moindre me-
GE — P, £f £ . sure Lasrent P,P.X et Michel G,PX, le bilan de perte
vy — §Z; s ; amenant les elcves a wnfléchir le raisonnement. Et comme
BE ff 1A ] dans le cas des réponses numériques, on remarque les adap-
¢F Ff ] tations différentes selon les cantons.
ce | FF £t Mas pour les probiémes de structure TXT et XTT, il n y
£f Ff a que trés peu de confusions. Excepté Vincent GgXP,.
ra | ? Ff £ semble donc que dans ces cas, les éléves cherchent autre
£ y; ‘? ££ chose que dans le cas TTX. La difficulté du probleme des
LA 1t { i; signes ne produit pas le méme type d’adaptauon non plus.
: 212 7 C’est ainsi surtout au probleme Michel G PsX qu'on ob-
Ml p] e 27 serve des réponses Manque.
o |2 7t 2° A priori, pour celui qui est habitué au calcul dans Z, il
£ Y, n’aurait pas été étonnant d’observer des confusions dans la
6 | #f £ détermination du signe des transformations. Un simple
£t 2t coup d’ceil sur la colonne des registres montre que cela
?"f}“: DI : n’est pas le cas'! Il n'y a pas confusion sur la nature de la
b = ons fort #f 71 transformation. Et les réponses état semblent cohérentes i
o, | #f FE cette vection.
£E£ £f Deux cas d’hésitavon. Vincent GgXP, et Bruno XP,G;.
v | Ff - PE [ ¢ ; Pour Vincent GSXPZ, les réponses éats sont toutes Ey
Fé £ Pt | £/ ! tandis que les réponses transformation sont toutes des per-
8R f_,’; ;; ‘ff ¢ tes. Il semble donc que ces réponses proviennent d’inter-
t prétatons divergentes qui abouussent cependant au méme
‘\ calcul : une soustraction. Pour Bruno XP,G, nous avions
Ees & Toewp ' déja noté I'hésitation entre deux operanons *Cette hésita-
EensG Teo P et G tion parait étre générale puisque ce probléme (cf. suite) se
dlsungue de tous les autres problemes TXT dans la mesure
ou il y a presqu’autant de répéuunon de la prezmere donnée
que de la seconde (aux problémes TXT c’est majoritaire-
i ment — et nettement — la seconde donnée qui est répétée).
Résumé Tableaux 111 et IV Goi Gy ] Ge} Go| P ) M| Py [ R| Pi Rl Ece
i GE 5 3 5 2 5 1 2
i Vs 1[4t 2 1},5 UL 1] 4
| a9 B e B +
{
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~On note donc que fa somme correspond i la réponse
dans le registre de gain et dans 6 cas 3 une réponse E
comme pour Bertrand XP_3,

Que la différence correspond 2 la réponse dans le regis-
tre des pertes (Perdu 4 ou Manque 4).

Et que les répéutions de données sont conformes i
Pénoncé (pour le libell) : G, et P,.

La aussi il semble qu’il y ait 2 interprétations distinctes.

3° Enfin une remarque concernant I'éventail des répon-
ses : A Geneve, on trouve, dans le registre des pertes des
éventails de réponses larges pour les problémes Lawrent
PP X et Michel G PgX (éventail large et distribution non
négfigeablc dans chaque catégorie).

Au Valais ceci-se marque, pour le probleme Michel
G,PgX, dans la catégorie de libellés autres (qui consste
essentiellement en réponses de restitution du déroulement
du jeu et qui correspond i des combinaisons numériques ou
autres). Elles reuendront notre attention,

De ce point de vue il y a convergence des analyses des
réponses selon les deux aspects retenus numériques et
libellé,

111.3. Conclusions

1. 8l peut paraitre artificiel de faire cette coupure dans
les aspects des réponses, il me semble que cela est néan-
moins une bonne précaution méthodologique. Surtout 3
cause de I'interprétation inéluctable des réponses.

2. Certe abstraction de la réponse de Iénoncé qui I'a
suscité a fait apparaitre des faits qu’on a généralement ten-
dance i négliger :

a) une opératon numérique privilégiée, En général cor-
recte sauf pour les problémes (TXT) — seuls problémes ot
apparaissent les hésitations.

b) pas de confusion de registre.

Remarquons que ce second fait est plus général. En effet,
il y a des réponses qui ne reviennent pas i additionner les
données ni a les soustraire, et pour ces réponses aussi, le
registre est correct (méme dans les formulations autres du
probléeme Michel au Valais). Ainsi donc, c’est dans ce cadre
perte/gain, état final/état initial, réponses 0 (zéro) ou
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manque que s'inscrivent les combinaisons numénques des
données. Dans la mesure ou la détermination du registre ne
saurait étre identifié au calcul proprement dit, il y a donc
un systéme double, convergent. Les -calculs numériques
sont donc sous contréle des calculs relauonnels. On re-
trouve ’analyse de Durand Vergnaud. _ N

Ceci est confirmé par les réponses des éléves valaisans,
Rappelons que ceux-c1 ont accompagné leur répon:se’d’un:e
équation exprimant pour la plupart le calcul opéré mais
pour un nombre non négligeable resutuant le déroulement
des parties évoquées dans I’énoncé (cf. suite). Il apparait
alors que a de trés rares exceptions prés, ces équations sont
exprimées dans N, en particulier les soustractions sont de
type-a-b avec a>b. (quelques exceptions d’mdmdu‘s). Cea
n'a créé aucune ambiguité quant au libellé de la réponse.

Aunsi'les réponses suivantes sont trés fréquentes, eton les
trouve conjointes (toutes ou en partie seulement) chez les
sujets.

Pierre Il lui reste 2 billes

Bertrand Il avait 10 billes
Claude Il a gagné 4 billes

oo N o
|+
.nmu.h;
Il
MoM b op MW
Mo
Il i

b
-h”h)
i
o

Paul Il a gagné 2 billes ~4=x x=2
Laurent Il a perdu 7 billes 245=x x=7
Michel 1l a perdu 2 billes 6—4=x x=2
Christian I a gagné 4 billes 9—5=x x=4
Jacques Il a perdu 3 billes g§—5=x x=3
Didier Il a gagné 3 billes 4+x=7 x=3
Olivier Il a perdu 9 billes 2+7=x x=9
Vincent Il a perdu 10 billes 8+2=x x=10
Bruno Il a gagné 10 billes 7+3=x x=10

'De méme pour des réponses moins correctes.

IV. Résolution des problémes :
arithmétisation et calculs relationnels

Trouver une réponse 2 un probléeme d’anthméuque, c’est
I’avoir rendu calculable, c’est-a-dire avoir trouvé un enchai-
nement de relations partant de I'énoncé et abouussant 2 une
opération numérique. Le sujet va s'appuyer sur des indices
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au calcul mais, comme nous I'avons vu avec les registres,
ces indices dotvent avoir un sens relauvement i I'énoncé.
(Is s’inscrivent dans le cadre général d’interprétation sur
lequel le sujet se branche dans sa saisie de I’énoncé). Ainsi
certaines structures d’énoncés, les éléments mis en jeu et le
type de quesuons qui en résulte favonisent chez le sujet Ia
mobilisation d’un schéma représentatif. Mais, en retour, ces
schémas ne sont pas toujours aussi efficaces. Par exemple
s'll est aisé de se représenter en termes d’états et de trans-
formations le probléme Paul GgP,X, cela est moms facile
pour Didier P,XP, et encore mowns pour Ofivier G XP,,
car dans ces cas il faut soit coordiner les états intiaux
hypothéuques par combinaison des deux données numéri-
gues, ce qui revient quasiment i calculer la réponse (ce qui

onne par exemple 7 — 0— 3 pour Didier et 7 — 9 -3 0
pour Oltuzer) sout se donner au départ un nombre de billes
suffisant pour opérer (mais ceci est une opération hétéro-
géne a P’énoncé).

Mais revenons aux réponses observées, et commengons
par réexaminer plus en détail la différence des structures
d’énoncés.

Reitour donc aux tableaux I 2 IV, examinons-les plus en
détail.

IV.1. Problémes ETE et TIT

1° Tous les éleves interrogés disposent des représenta-
tions qui leur permettent de concevoir et d’opérer une
transformation sur un état, addiuvement et soustractive-
ment. Ils sont pour la majeure partie d’entre eux capables
de remonter la relation d’un énornicé EXG et XPE. Si on
examine les réponses de type : non-réponse, réponse quali-
tauve et réponse nulle, on constate que les énoncés ETE
n’en ont pas suscitées. Pour Bertrand XP,3, 3 Genéve, il y
a eu 14 répéuuons de données (8 réponses « perdu 7
billes », 2 réponses « gagné 3 billes » et 4 réponses « a 3
billes »).

Ceci uent au fait qu’un énoncé ETE est structuré comme
le serait un calcul numénque, et que les deux données y
sont bien différenciées comme nombre et opérateur ou
comme départ et arntvée d’une transformation.
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2¢ Certaines réponses aux problémes TTT (en paruculier
Paul G PX, xrent PP X, Michel G.PeX, Vmg:er;t
G XP,) sont libellées en termes d’état et témoignent de fa
mobilisanon d’un méme schéma de représentauons.

3¢ Ce ne sont donc que les problémes TTT qui ont
suscité des réponses sans combinaison numénque des don-
nées. Ceci témoigne soit d’une interprétanon de la donnce
(plus généralement un traitement des données) qui « évite »
cette combinaison. Comme dans I'exemple de la réponse
Pasl GP X : Il a perdu 4 billes, il n’en a plus, il gagne 6
billes, il iui reste 6 billes ». Soit 'impossibilité 3 déboucher
sur une combinaison numérique.

4° Si, dans le cas de problemes ETE, les pertes ne sem-
blent pas avoir soulevé de difficultés, on note que ce n'est
plus le cas avec les problemes TTT. Je laisse le lecteur
comparer ; Paul GgPX, et Laurent P,PX, va;smn
GSX((;},, et aussi peut-éme Vincent GgXP, et Bruno
Xli}ou:: certains cas comme Michel GPX ou Laurent
P,P,X le souci de quelques éléves aura été de « rechercher
ia provenance » des billes perdues ou de savoir combien de
billes vont finalement rester au joueur. Ce qui ?ertu.rbe le
plus les sujets est la présence dans la donnée d’un gam et
d’une perte surtout si cette derniére est supémeure (cect
différencic Olivier G,XP, et Vincent GgXP,). Plusieurs
chercheurs ont déja fait cette remarque.

IV.2. Problémes TTX (TXT), et (TXT), ‘

1. Tout d’abord une explication. Les énoncés (TXT),
sont ceux pour lesquels les deux transformations données
sont de méme « signe ». Les énoncés (TXT), sont ceux
pour lesquels les deux transformations données sont de
« signe » contraire. Exemples : Didier P;XP, est un
énoncé (TXT), (Méme si la réponse G, est de signe
contraire aux dornées) tandis que Bruno XP,G, sera cons:-
déré (via la commutauvité de la composiuon des transfor-
mations) comme énonc% (TXT), en compagnic de Olivier

XP, et Vincent GXP,. o
G'z).ﬁj,’é me référe au.l)z( t:blegu-l_-ll, IV et V ainsi qu'au
tableau VII suivant qui analyse le type de répéution des
données.
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Tablean V :

Répétition de données et restitution des parties
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Explication des en-téte :

R, veut dire que la 1™ donnée numénque (quel que soit
son libellé) a é1é répétée comme réponse.

R, veut dire que la 2° donnée a été reprise.

R,, vent dire que les 2 données sont répétées.

Restitution : Dans la réponse, I’éléve donne une réponse
calculée ainsi que I'une ou les deux données. Ii expnme le
déroulement de la parue.

Restitution éq. : Ceci concerne les équanons donc les
éleves Valaisans. L’équation restitue un schéma ETETE et
on ne se contente pas de noter un calcul avec 2 données
numériques. Ex. Lawrent PP X : x-2-5=x x=7.

3. Probléemes TTX. L’examen de ces tableaux montre
que les problémes TTX ont suscité :

En Valais : A Genéve :
Toutes les non-réponses
La plupart des réponses ¢ (Laurent) | Les réponses 0
Les combinaisons autres (Michel) Les caiculs autres
La majorité des reponses état
Les reponses manque
Les réponses pertes non quantifiées

La majonté des réponses état

Les libellés des réponscs autres que
simplement érat/transformanon
Quant 4 la répé&ition des donnecs :
Les répétitions des 2 donnees

Les restitutions de 'énoncé

Les équations de resttution

4. Problémes (TXT),
Valais Genéve
Des réponses soustraction en Des réponses soustractives ou de
grande majorite répénition des données. Et dans ce cas
Ia répédtion de la 2° donnée.
Des réponses en terme de
| transformation.

Les restitutions de l'énoncé

Des réponses en terme de
transformation seulement,
Ainsi, dans les 2 cas les éventails de réponses sont tout-3-
fait comparables pour les 2 ou 3 problemes (TXT),.

Notons que dans le cas de la répétition de la 2° donnée,
la réponse est libellée en termes de transformation.

Nous verrons en outre que ce sont les problémes Lau-
rent P,PgX et Michel GPeX qui sewls ont suscité des
réponses avec état initial hypothétigue.
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5. Problémes (TXT),

Pour ce qu concerne les probléemes (TXT), on a noté
que ceux-ci ont suscité des réponses qualitaivement diffé-
rentes sclon Pénoncé. Ce qui permet de les compter ensem-
ble, c’est la producnon de réponses soustracuves énoncées.
Mais la proportion des soustractions et additons est diffé-
rente dans chaque cas.

) a) Vincent G XP, a suscité en grande majorité des
reponses soustracuves,
Pob) a ‘Geneve, Olivier G,XP, a lui aussi suscité des ré-
nses soustracuves et pas de réponses addin
b : Ive épor uves.
GAly  Au V:}lms, Olivier G3XP, a suscité un nombre apprécia-
ble de réponses addiuves.

c) Bruno XP,G,. Il y a un nombre comparable de répon-

ses additives et soustractives dans chacune des deux régions.

s

Pour ce qui est de la répétition des donné
ur onnées :

Ohvm GzXP,v } i 4 :

Vincent G XP, des réponses R, umquement.
R'Jemarquox‘ls ‘(!l{’ll y a un nombre un peu plus grand de
rcp;nses ;{cpetxp tion i ces problémes.

.y 7G3 une proportion équilibrée de réponses R,
dc:- Ceci montre que les différences d’énoncés ont suscité
des traitements divers. Comme si, dans chacun des cas, les
éléves cherchaient autre chose. Les réponses éut, E;, E;, 0,
manque et lles fro;stit_utions du déroulement des parnes évo-
quées sont le fait des problemes TTX (Laurent P
Michel G P,X surtout). ( e <

Pour les réponses aux énoncés TXT elles sont libellées en
termes de n‘ms‘foirr:n:auoq, elles sont consttuées de sous-
&ct?cuog et de répéution de la seconde donnée. Il n'y a pas

restitution des parties dans le libellé des réponses et les
combinaisons numénques s’y limitent 4 des addinons et des
soustractions.

_ Cect est treés net pour les énoncés (TXT), ol le parallé-
lisme entre les énoncés est frappant. Pour les énoncés
(TXT),, il y a des varations notables entre les problemes,
€t cecl apparait un peu moins nettement (sauf en ce qui
qonccrne’l_z\ répénnon d’une seule donnée — et non pas
deux et I'absence de restitunon des parues).
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Notes 1. Les seules réponses R, trouvées aux problémes
TXT sont :
Christian = 11 a gagné 5 billes pws 9 billes,
Olivier : 1} gagne 2 billes puis en perd 7.
Il a perdu 7 billes (dont les 2).

Dans chacun des cas, 'éléve interpréte I'énoncé comme
érant de structure TTX.

2. Ce qui différencie les réponses qualitanvement n’a pas
toujours une répercussion sur les taux de réussite. Amst
dans Particle Durand/Vergnaud les courbes de réussite aux
problemes Claude 5 X 9 Christian GXG, Laurent PP X
Jacques PgX Py sont comparables,

IV.3. Arithmétisation des transformations

1¢ Je considére le schéma nombre/opérateur comme un
analyseur, pour le sujet, des relatons évoquées dans les
énoncés. 1l concerne 3 un premier plan les calculs numéri-
ques et les représentations que s’en fait le sujpet. A un
second plan, il peut ére appliqué aux relatons
état/transformation mais ensuite aussi aux relauons entre
transformations sans qu’il soit nécessaire de passer par une
reconstitution réaliste du jeu de billes (ETETE). Ainst on

eut penser que, dans la situation Gy + G = G, G, trans-
orme le gain ininal G4 en l'augmentant tout comme un
gain augmente un avoir. Le schéma nombre/opérateur est
pris 3 un second niveau et, via les amplitudes, mesurées
« en billes », les transformations deviennent ie modele de
leurs propres vanations. Il n’y a pas de transformation de
transformauons !

1l semble que dans les énoncés TTX, une part des éléves
sont amenés 2 appliquer le modéle nombre/opérateur au
déroulement des parues, Cherchant alors un résultat final
ou cherchant 3 déduire un point de départ (Etat mual) du
jeu, ils en arnvent 3 une ormulation de leur réponse en
terme d’états. Ceci les porte 3 articuler et coordiner les
parties entre elles. Le traitement porte sur les billes que I’on
gagne ou perd ou encore sur la « circulavion » des billes
entre les joueurs.

Par contre, dans les énoncés TXT, en cherchant ce qui
fait passer d’une premiére donnée i la seconde, les éleves
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viennent 3 appliquer le modgle au second niveau et 3 expri-
mer forcément leur réponse en terme de transformation. Ils
cherchent en effet un opérateur. Les billes sont traitées
comnme mesure de I'intensité des transformations,

2° Voyons plus en détails comment cette arithmétisation
est diversement envisagée.

a) Lorsqu'on pense un nombre il s’agit en fait déja d’une
opération. Ceci se manifeste bien lorsquon interroge des
enfants de 6 3 8 ans. Une éape clé de la résolution de
problémes numériques est de pouvoir associer aux éléments
évoqués dans énoncé ces opérations mentales et de les
coordonner entre elles. Ainsi est-il trés connu que dans
I'écriture 6 — 4 = 6 Péléve ait annulé tautologiquement le
nombre 4, la pose du 4 étant identifiée 3 se donner 4. Le
signe « moins » est alors référé a cette opéravion d’écriture.
~ Remarquons que : « Il perd 7 billes, donc il avait 7
billes » n’est pas wrés différent. Si ce n’est que relationnelle-
ment le mowvement de la perte est inversé.

b) Dans certaines réponses le sujet ne garde des transfor-
mations que I'aspect de constat. Ces réponses sont qualita-
aves. Et la dissociation des deux aspects des transforma-
uons, analysée au paragraphe I1.7. page 290 procéde d’une
méme représentation.

Quelquefois un libellé qualitatif est accompagné d’une
équanions-calcul. Par ex. Lawrent P,P,X « Laurent a perdu
toutes les billes. 5 ~2 =xx = 3 ».
~ ¢) Les transformations peuvent étre considérées comme
le signal d’une opéranon i effectuer, Concrétement, les
billes qu’on va recevoir ou encore les billes qu’il faudra
céder ou qui auraient été perdues. Ia 'idée de transforma-
uon se référe i une partie de billes et en particulier i ce que
le joueur dont faire ou encore ce qui lui arnve.

Dénivent de ces représentations les réponses Manque.
Ex. : Claude 5 X 9 « 1l a regu 4 billes »

Jacques P XP, « 11 doit Iui donner 3 billes ».
_Ces représentations ont été suscitées surtout par les pro-
bléemes ETE et les problemes TTX.

d) La donnée des problémes TTT n’indique pas combien
de billes le joueur possédait au départ, mi ce qui arrivera aux
différents autres moments. Le sujet peut alors combler ceci

Calculs numéngues et calculs relationnels 313

sur une sorte de « dédoublement » des transformanons en
érat. Etat final pour gamn, état initial pour perte. On peut
schématiser cect par : A +6
gagner 6 billes, Gg => a 6 billes = @‘7
perdre 7 billes, P, => n’a plus de billes —
) ou avait 7 billes [Z] —
Exemples :

Laurent P,P X « Il n'a plus de billes »
Michel G PgX « Il n'a pas assez de billes »
Olivier G,XP « Il n’a que 2 billes »
(aprés la 1ére parue sans doute)
Bertrand XP.,3 « 11 a 3 billes ». 7 _
Ces relations sont produites par les éléves dans certains
raisonnements servant en quelque sorte d’amorce. Trés sou-
vent elles sont faites pour une transformaton isolée. Cer-
tains problémes de coordination et notamment d’ordre sont
le fait des pertes. : o
¢) Pertes et gamns deviennent une notion en soi dés le
moment o ils sont considérés comme modifiant un sys-
téme susceptible de passer par des états disuncts. Ce sys-
téme peut étre un capital de billes ou dans une acceptanon
plus élaborée encore, le bilan d’une succession de partes.
La transformation exprnime alors la reiation entre €tats suc-
cessifs du systeme. C’est a ce utre qu'elles pourront &ure
considérées comme des nombres 4 part entiére. o
Aucune de ces représentations n’a été observée isolée,
pour elle-méme, mais toutes sont apparues en cours de
résolution. Donc, S
a) Les représentations ont une fonction fie résolunon.
b) J'ai inféré certamnes d’entre ellc§ des équations écrtes
et non pas seulement des libellés de réponses. Les équanons
fournissent un support réel 2 la résolution et engagent le
sujet 3 des combinaisons qu’il naurait peut-étre pas faites
en un raisonnement de téte, _
¢) Elles apparaissent selon le probléme. Par exemple Paul
GgP X : il peut subsister pour ce probléme, méme chez des
sujets relativement savants, des traitements en terme d‘ct‘at,
alors que ces représentations devront forcément étre affinées
pour résoudre Michel G ,PX (par exemple).
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,d)_ En conséquence de quoi ce n'est pas sur la seule
résoluton de ces problémes que 'on pourra hiérarchiser les
représentauons produites. La maturanon se marque plus
par les capacités de coordonner et d’intégrer ces points de
vue et de les contréler mutuellement.

e) Si on allonge le temps passé sur un énoncé (pour
autant que notre interlocuteur s’y préte), on va accroitre le
nombre de relatons entrevues et celw des pomnts de vue
adoptés. Cect va diminuer I'impact de P'énoncé et de sa
structure pour privilégier les représentauons mobilisées
Mais alors le sujet pourra étre confronté i la coordination
de ces points de vue, au rejet de certanes relations. En un
mot le sujet pourra s’embrouiller. Par exemple, il n’est pas
si_simple de se représenter clairement certa;ns énonl():és
(Olivier G,XP,) en termes d’états :

G,
7——9 - 50
1 P, )

IV.4. Calculs relationnels dans la résol
des 9 probiomes 11 : ns la résolution

Nous sommes maintenant préts pour la revue !

IV.4.1. Laurent PP X (cf. annexe)

BonAnor’nbre de réponses « zéro » ou de réponses impli-
quant le zéro, comme par exemple la réponse : « 1l a perdu
7 billes reste 0 bille », ou encore plus implicitement : « Il a
perdu 7 billes x-2-5=x x=7 . Ceci dénote le registre
Fenc. On peut aussi dire que c’est ce qu « autorise »

additon des données numén 1 1
‘ u
Déear final), ques (centration aussi sur

Par contre on n’observe le ré

) o e que peu de réponses 3. Ces
réponses semblent provemir du prélévement des 2 billes
perdues sur 5 billes hypothéuques relatives a Py :

P,
5———3 a

I ()
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Rappelons que les réponses comportant le nombre 7
peuvent étre libellées en termes d’état ou de t_mnsformation.
Le calcul se rapporte a un comptage sur les billes perdues :
2 billes et encore 5 billes, soit par I'intermédiaire des états
initiaux, soit au travers du registre perte. L’articulation des
parties n’a pas i &we forcément restituée. Elle n’est en ouure
pas tout  fait évidente dans la mesure ou il faut « remon-
ter » la chronologie. o )

Au Valais, 4 réponses intéressantes (effet de la consigne
d’utiliser les équanons).

x-2-5=x x=7 et x-2-5=x x==0 avec comme libellés : « I
a perdu 7 billes », « Il avait 7 billes », sans libellé, et « 12 0
bille », (Dome 2 ejqw akiou, b & (.'Le((e.;r.)

On note :

1¢ La lettre x est une indéterminée qui recouvre les
états : tant initial que final. Bien sir algébriquement c’est
une maladresse. Mais de peu de conséquence car implicite-
ment ou explicitement le résultat final est nul, A

2¢ 1’équation restitue a sa maniére le déroulement du
jeu.

IV.4. Paul GgP X et Michel G PX.

a) Paul. Comme noté précédemment, ce qui frappe sont
les réponses libellées en terme d'état (B): « 1l reste 2
billes ». Ces réponses sont quelquefois accompagnées de
toute une restitution du jeu : « Il gagne 6 billes et perd 4, il
lui reste 2 » ou encore « 11 perd 4 billes restent 2 ». Dans
tous ces cas, ce qui frappe est que les billes perdues sem-
blent étre prélevées sur les billes gagnées et qu'en consé-
quence le gain devient implicite et se réduit 3 un état miual
3 la perte (« Il gagne 6 billes » réduit a « 1l a eu 6 billés »).
Aucun éléve n'a alors restitué Pentier du déroulement
ETETE mas la premiére parue reste implicite : (ET) ETE.

Quelques rares réponses distinctes qui restituent articu-
jation de deux parties ont été données. Je les érudieral avec
celles du probléme Michel.

'b) Michel (articulation des parues).

Le probleme Michel est 'un des plus intéressants a exa-
miner. D’une part c’est au probléeme qui résulte en une
perte mais le registre des pertes n’est pas simplement appli-
cable comme pour Laurent P,PX ou Jacques P XPyg.
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Dans ce probleme Michel G,P X, les billes perdues ne
vent pas étre toutes prélevées sur les billes gagnées. De
un certain nombre de réponses nulles (GE) et de non-
réponses (VS). Tout comme pour Lawrent. On note une
conotation en plus dans : « Il n’a pas assez de billes » (GE)
et cect débouche sur les réponses Manque (12 réponses de
ce type 3 GE). Le sujet va chercher les billes ailleurs,

Ce type d’adaptation est le fait des éléves genevois seule-
ment. Aucun éléve du Valais n’a procédé de la sorte, les
équauons y sont sans doute pour queique chose. Les réso-
lunons en termes d’états montrent une graduation fine dans
Particulation des deux parties,

1° Les parties sont simplement répétées dans l'ordre
chronologique. Exemple : « Il a gagné 4 billes et perdu 6 ».

2° Un éléve de Geneve a fourm: les réponses déja men-
tionnées d’inversion des transformations :

Paul : 1l perd 4 et a gagné 6 billes, restent 6 billes.
Michel ; 11 perd 6 b. et gagne 4 billes, restent 4 billes.

On trouve aussi au Valais :

Michel : 11 a 4 billes en tout. 6-6+4=x x=4.

Implicitement, P'articulation est constituée par un état
intermédiaire nul 6 — 0 — 4. Ainsi bien qu’articulées, les

arties sont encore indépendantes numériquement. Les bil-
es perdues proviennent d’ailleurs que les billes gagnées. Ce
type de réponse a été plusieurs fois trouvé dans d’autres
interviews sur la donnée P G X.

3° Proche de cette fagon de faire, il est une fagon d’inver-
ser localement — c.a.d. au moment ou elle intervient — la
perte en la dédoublant par un état initial. On abouut de Ia
sorte i une tautologie numérique, perte et gains s'ils se
combinent ne le font qu’apparemment :

Michel : 11 a 4 billes en tout 6-6+4=x x=4 (déja

~

citée)

4+6-6=x x=4
Michel : 1l a perdu 6 billes 10-6=x x=4
Michel : 1 reste 4 billes (10=4+6)

Le méme éléve répond :
Paul : 1l n’a nen perdu et rien gagné 6+4=x x=10

) 10-4=x x=6
Michel : il perd 4 billes en tout  4+6=x x=10

10-6=x x=4
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On notera dans ce dernier cas le fait que 'ordre de calcul
est :

. 6+4-4 et 4+6-6. ,,

On notera les libellés des réponses : comparaison E;, F
dans Pasxl, 1a tautologie ressonjt.AlnterRrétgnon dans le re-
gistre des’ pertes pour Michel (la resutution correcte des
états devait donner :

Paul 4+6-4=% x=6 et comparaison
ou Michel 6+4-6=x x=4 et comparason. ‘

4¢ Une derniére maniére de réaliser 'arnculation est alors
de se donner un état initial au jeu (et plus localement 2 une
partie seulement). Dans ce cas cest tout le deroulefnent
ETETE qu -est resutué. Dans tous les cas o:bsen:vcs —
Valais seulement ! — hypothése mitiale est faite 3 parur
des données numériques, soit telles quelles, soit autour dc
ces valeurs (avec 1 bille de marge. Pour pouvoir continuer
muser ?).

Michel :  « Il reste 5 billes

x+4-6=w x=7w=5 » (7=6+1)
« 34+4-6=x x=1 » (3=2+1)
« If lui reste 8 billes
10+4-6=x x=8 » ‘ (10=4-+6)
* « 1l avait 4 billes avant de commencer
x+4-6=x x=8§ »
* « Il a perdu 10 billes 11-4-6=x x=1 »

et 3 Geneve : . . .

Michel + « 11 a 6 billes en gagne 4, il 2 10 billes, il en
perd 6, il a 4 billes ».

o 1 (*) signihi les mémes éléves avalent

— Une asténsque (*) signihe que ¢

répondu par I’équation : x-2-5=x x=7 a Lawrent P,PX.

— On méditera sur la réponse : « 1l avait 4‘bnllas,avant de

commercer x+4-6=x x =8 ». Les billes perdues s annulent

d’elles-mémes. o : )

— Ces réponses ont été produutes au Valais et en réponse

au seul probleme Michel. Un seul cas d’une éleve qu

reproduit systématiquement le procédé sur les autres pro-

blemes :
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Michel G P,X 1l a4 billes en tour  6-6+4=x

Jacques PXPy  Ala2®partie il perd 8 b. 8-8-5= 3;4
Didier P,XP, 1Ila 0 'tfille d gjj:i §=g
Olivier G,XP, 8-8-2=x x=2
Bruno XP,G, 7-7+3=x x=3
mais pas

Vincent G XP, 8-2=x  x=6

m pour Paul, Laurent, qui précédent Michel, ni
Christian qui est dans le registre des gains. P
Elm tous ces cas, les relations passent par les états qui en
:is (ll":a soﬁx;:l \élcennept do:;bler les transformations., Une
o1s I'éta éterming, i n” 4
le point de dipare Y & pas ae comparaison avec
1y a auss: bien sir des réponses dénotant d'un calcul
¢ ect sur les transformations. Avec, tant 3 Genéve qu'au
alais, quelques réponses -2. Dont une équation : Michel :
« Il a perdu 2 billes 4-6=x x=-2 ».

IV.4.3. Christian G XG,, P
et Didier P,XP,. = Jeoques FXPy

a) Pour ces wois problémes comme pour les suivants
(Olivier, Vincent, Bruno), les équationls)o produites sont
standard de type : n+x=m ou n-m=x ou encore n+m=x
:De’ ce pomnt de vue, les réponses sont beaucoup moins
intéressantes. En ce qui concerne la déterminanon de I'opé-
rauon numérique cela nous indique que pour tous ces pro-
bléemes (TXT), les sujets repérent mieux un calcul 2 appli-
quer que pour les problémes précédents (TTX).

J'al déja mentionné le fait que ces problemes recevaient
une distribution identique des réponses selon les catégories
retenues. Ceci est trés frappant. La similitude entre les
problémes gain (Christian) et perte (Jacques, Didier) mon-
tre bien que le raisonnement se siue dans un registre,
Tandis que la similitude entre (Christian, Jacques) ex (Di-
d:er) montre que les éleves (VS puisque Didier n'a pas été
posé¢ 3 GE) raisonnent au sen du registre en terme de
augmentaton-diminution. Ceci indique que ces représenta-
uons sont bien effectuées et que les éleves interrogés se
situatent 3 un tel niveau d’élaboration,
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b) Jacques P X P,

Beaucoup de réponses nulles 3 GE, Ainsi les éléves sont
centrés sur l’aspect perte. Beaucoup de répéutions de la 2°
donnée 3 Genéve tout comme pour Christian (cf. tableau
I1) montre une incompréhension de I'énoncé. Comme déja
noté, quasiment pas de sommes.

Dans certaines réponses correctes, des raisonnements fai-
sant implicitement intervenir des états. Ainsi GE : « Ila
perdu ses 5 billes et encore 3 ». Ce qui est intéressant c’est
que la réponse ne nécessite pas la restitution de 'arocula-
uon des parties sur des états : § —— 3 —— 0

1] suffit de décomposer I'intensité des bilans : 8 billes, la
quantité 8 billes, en 5 et encore 3.

¢) Didier P,XP,.

(Suite 3 une erreur, ce probleme n'a éé posé qu'aux
éleves du Valais). Ce qui frappe avec ce probleme, c’est la
trés bonne réussite quil a eu, comparable exactement i
Jacques. On pouvait sattendre 3 plus de difficultés vu que

Pordre composante (P,)/Bilan (P,) ne correspond plus 3
Pordre numérique des intensités. La résolution passe par la
prise en compte de la comparaison des parties, finalement la
perte a dinunué. Ainsi aboutit-on 2 l'idée que la perte a été
partiellement compensée par un gain. Ce qui nécessite de
penser plus que pour Jacques 'articulaton des parties. Un
raisonnement sur les intensités décomposant 7 billes en les 4
perdues et encore 3 qui sont récupérées est bien plus subtil
que celui décrit 3 Jacgues. D’une part, de ce pomnt de vue
c'est Iintensité de la premiére partie qui fait le tout, et de
P'autre, P, se décompose en P, et P qui n’est pas pris pour
lui-méme puisque annulé par la récupération G;.
PXP, —» (Py + Py) +G3 =P,
| SESSUE—

P,

Les libellés des réponses sont des types suivants :

21 réponses 11 a gagné 3 billes a la 2° parue
Il a perdu 7 billes et gagné 3

réponses particuliéeres 1l a gagné 3 et il y en a plus
que 4 de perdues
D. a perdu 3 de moms 2 la 2°
partie. A la 2° partie, il lui res-
tait plus que 3 billes.
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=Ce:l:lt:;;: derniére réponse pourrait étre la conclusion d’un
eralson e:lnent sur les états : il avait 7 billes avant de jouer,
tout i en a perdu 4, donc il en reste 3. '

Femn Py ooy
7 0 3

7
1V.4.4. Olivier G,XP,, Vincent G,XP, et Bruno XP,G,.
i:ma) Ces Pl’Ob}?I{les sont difficiles. J'a déja montréqu:e
| n nombre d’éléves y répondait par soustraction assimi-
ant ains1 ces cas au schéma TXT. Jai aussi montré Phésia-
Fon provoquée par Bruno t I'existence de réponses formu-
de:ﬂ en termes c‘i'etat a Vincent. Avant de réexaminer en
&« ces problémes, comparons les trois réponses d’un

eve valaisan qui, par ailleurs, a répondu correctement aux
neuf autres probiémes ;

Olivier G, XP, Nl a perdu 7 b. 3 la 2° part. 9-2=x x=7

gmcent Gy XP, Il a perdu 2 b. i la 2° part. 10-8=x x=2

Cr;ma XP;G; 1l a gagné 3 b. 1 la 2° part. 10-7=x x=3

. Ces réponses sont identuques : une répérition de Ia 2°

onnées. Mais dans Péquation apparait l?i‘éponse numérzi—

H?ffi::ltﬂ}dpe £ 9, 10, 10. Ceci ne peut pas étre fortuit car la
Qe t€ de ces problémes tient justement i ce qu'il s'agit

:urle une addition pour trouver la réponse ! D’autre part
pour T’s 9 autres pro’bl:émw cet éléve a raisonné juste,
mEnﬁn: » 1 Opéranon numeénque reproduite dans I"équation est

u ujours une soustraction. On a-9-2 et 10-8 mais ces nom-
de et 8 sont des gamns ! Tandis que dans 10-7, 7 corres-
pﬂn _effectivement 3 une perte. La seule interprétation

p lusnb_le me semble donc étre celle qui inclut Iidée que
« les billes gagnées et reperdues ne comptent pas ». d

mé’Rnc;n?é'?ue 1l sgm\blf.-‘ que par assimilation, ce soit cette
me 1dee qu soit 2 'aeuvre pour Bruno XP,G,. Cette
assimilation consistant 3 négliger P,. Mais au fait se pose
une question d ordre, Car 2 précisément parler, les 7 billes

ucs n'ont pas été regagnées. Bruno a gagné 10 billes et
Ce gam a &té réduit 3 3 par une perte de 7 billes. 1l y a donc
un petit probléme d’ordre. Celui-ci se manifesterait dans un
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entretien individuel si on faisait remarquer a Péléve que la
question est ; «Que s’est-il passé 2 la premiére partie ? » et
que sa réponse parle de la 2° partie « Il a gagné 3 billes 4 Ja
2° partie ». Cette question sonderait de maniére efficace le

raisonnement de I'éléve. Car celui-ci ne pourra pas répon-
dre : « Ah non, 1 la premiére partie, il a gagné 3 billes ».

Ceci aménerait alors 2 des contradicuons. La seule adapta-
tion possible serait : « Il a perdu 7 billes 2 la premiére
partie » ce qui consommerait lassimilation au schéma
PXG. Mais tout ceci peut aussi amener I'éléve i trouver la
réponse correcte.

b) Olinier G XP,

On note 3 Genéve un certain nombre de réponses nulles
ainsi que deux réponses manque. Tous ces éléves ont ré-
pondu de la méme fagon & Michel G,PgX. 1l y a donc eu
pour eux analogie entre les dedx énoncés.

Mais le gros des réponses est :

perdu 5 billes (a la 2° parte)
perdu 7 billes (a la 2° partie ou en tout)
perdu 9 billes dont certaines réponses exprimées
en termes d’états :
1) Examinons les réponses suivantes :
Olivier G,XP, :  O. perd les 2 billes plus encore 5.(GE)
Q. perd 2 billes et encore 5.
O. perd ses 2 billes et ses 5 billes.
O. perd 7 billes (dont les 2).(GE)
O. perd 7 billes en tout.
O. a perdu 7 billes 7-5=x x=2 *
O. a perdu 7 billes 7-2=x x=5.
* dans ces deux cas, 5 est calculé !

Toutes ces réponses sont intéfessantes car elles englobent
la perte des 2 billes gagnées précédemment dans Ja perte
totale : en tout perd 7. Il y a Ia derriére un raisonnement
trés prenant qui rend la réponse 5 trés résistante. Celui-a1 se
cristalliserait sur I'idée suivante : « En tout il a reperdu les 2
billes gagnées ». S’ensuit « En tout il a perdu 7 billes, ies 2
billes gagnées et encore 5 ». Dés lors le probleme G,XP; a
été transformé implicitement (et subrepucement) en P, XPy
(ou (G,) P,XP,). Notons que V'idée de départ est correcte.
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« I a reperdu les 2 billes ». Mais tout le probléme consiste
4 savolr « comment compter cette perte ». De 1A trois possi-
bilités numériques de répondre :

) «eIl a reperdu les 2 billes, ¢a ne compte pas pour la

2% parue, et encore 5, ce qui fait en tout 7 ».
P;: Soww: « 1l a perdu 7 billes dont les 2 qu'il avait
gagneées ».
Soit ; « gl a reperdu les 2 billes, ¢a ne compte pas, et
encore 7, ce qu fait en tout 7 ». (comme :
Michel GPPg. 4127 ( po
P, : Sout > « Il a perdu 9 billes dont les 2 qu'il avait
o s >
es réponses couvrent la diversité des ré fui
par le probleme Olivier. ponses produltes
es raisonnements ci-dessus ne sont pas uniques. Ainsi
par exemple, on peut imaginer des combinaisons sur les
ctats pour aboutir i la réponse 5. En terme de manque par
exemple : 0—— 2 M 7 — 0.

Il peut en oure y avorr différents moments pour le
Sujet : une premiere tentative 'améne a la réponse 5, puis le
raisonnement « prend » autour de celle-ci. Cependant, je
voulais montrer en quoi il y avait vériablement attraction
:iur le 5, d’une part, et d’autre part comment la répétition

e donnée est un qatennedxai_re entre 5 et 9. J’a1 pu observer
ce meme phénoméne avec les calculs lacunaires pour des
éléves de 7 ans, avec la question 7=2+... .

2} Les réponses libellées en termes d’état sont plus diffi-
ciles i interpréter :

Au début il avait 9 billes, il en perd 2,

ce qu fait 7 247=x x=

Olivier avait 9 billes au départ Zi;;; :xg
Il avait 9 billes avant de jouer X-2=7 x=9
It reste 9 billes x-2=7 x=9
Il y a9 billes x-7=2 x=9

Dans la premitre réponse on trouve implicitement la
déduction que les billes gagnées ont été perdues, 1l sembie
que dans wous les cas, éléve travaille sur le bilan P,. « 11 2

gf;df‘:u Z ;niles donc il en avait 7 et il en a encore gagné 2, Ce

-
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¢) Vincent G XP,

1) La comparaison de ce probleme a Olvier est res
instructive. Voici deux énoncés identiques et a réponse
identique. Seul Pordre numérique change. Et dés lors, Pidée
que les 8 billes gagnées ont toutes été reperdues ne prend
pas ! Lci I'idée qui s'impose est que « 2 des 8 billes sont
reperdues ». De ce fait, le gan de 8 billes est décomposé en
2 billes reperdues et 6 billes qui restent. (Tout comme
Didier P,XP, cf. pg. 34).

Ainsi beaucoup de réponses traitent ce probleme comme
Pierre 6P, X ici 8P,X, ou encore Paul GgP X.

2) On note aussi quelques réponses Pg. Ceci peut éure
interprété dans le cadre d’un raisonnement par registre. 11
peut y avoir conflit entre le bilan P, et I'idée qu’il reste 6
billes. Ceci pourra aussi étre compns dans un schéma
d’états :

Gy P, ‘
>3 2 ——— analogue aux
\P_/ réponses « manque »
6

pour Olivier.

3) Enfin un taux assez élevé de répéution de la 2° donnée
qui peut étre interpréié de deux maniéres : difficultés de
compréhension de la chronologie, idée que les billes ga-
gnées et reperdues ne comptent pas, comme dans |'exemple
CIté.

d) Bruno XP,G, | |

1) La question porte sur la premiére partie. Les éleves

wi’ confondraient premiére partie et premiéres données

evraient répéter la premiére dopnée P,, comme ils auront
répété la deuxiéme partie pour les autres problémes TXT.
Effectivement, le probléeme Bruno voit un taux un peu plus
élevé de répéution de la premiére donnée. Mais par la
majorité des cas puisque 7 répétent la premiére donnée et 10
répetent la seconde ! La contusion entre ordre des parues et
ordre des données n’est pas la seule source des réponses de
répétition, Plus généralement, il ne faut pas interpréter
comme confusion entre ces deux ordres la difficulté de les
coordonner ! .

2) Nous avons vu (page 303) que ce probléme se caractén-

sait par une hésitation assez générale : addition/soustraction,
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gain/perte et méme dans les répétivons comme ci-dessus.

3) Mais nous avons vu auss1 que la somme correspond en
majeure partie au registre des gains, 16 réponses G, et 6
r;ponses de type E dénotant un traitement analc;gue a

ertrand XP,3. Ce taux de réponses correctes ou quast
correctes est surprenant comparé i Olivier G, XP, et Vin-
cent GoXP,. Il s’agat de trouver une explication qui entre
dans le cadre des hypothases. !

4) Cette explicauon fait jouer un réle prépondérant 3 la
place de I'inconnue. La seconde partie (1ére donnée : D)
est considérée comme un opérateur dont Iaction résulte o
G, le bilan, On se trouve alors dans le registre des ajnsn
qui umit X i ce bilan. En effet : « En tour il a gagné 3
billes » exclut que ces 3 billes alent été reperdues — e jeu
est termuné, De plus P, sa position et son intensité (7 > 3)
c’?ch!t aussi que ces billes alent été regagnées. Plutét P, est
Pindication d*un gain anténeur. Ceci aboutit 3 la répon;e et
correspond, dans le registre des gains, au schéma de Ber-
lh)‘t:zd }%P,s. Mais cela est aussi proche de la résolution de
donsg;ve,rziPaeq;;“ c:; ((t;(alr)ls cl;e registre des pertes) la situa-
on Gob) 7(3, aura 2 inversions : G, XG,

es recherches ultériesre dev
confirmer ce type d’analyse.
Rem. - la représentation par opérateurs n'est pas com-
mutatve car les 2 nombres ont des statuts différents,
5) La ('l}fferem,:e des données correspond au registre des
pertes. L'interprétation serait alors une confusion avec le

schéma P,XG; ou encore un raisonnement sur la chronolo-
gie et les états associés :

@ , N
4

[ P4

1V.4.5. Comparaison des 3 énoncés (TXT),.
_ Rappelons que le noyau de toute mon analyse repose sur
Ia dlsn_n:cuon : nombre/opérateur. Cette distinction se rap-
porte bien sir i celle d’état/transformation et jai montPr)é
comment via la considération des registres cette distinction
pouvait &we adaptée 2 la composiuon des transformations
;dt permettre de raisonner dans N (modéle intermédiaire).
ais cette distinction se rapporte aussi au calcul lui-méme !

ront étre mendées pour
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J'insiste beaucoup Ja-dessus car c’est la clé de I’arithméusa-
tion de ces énoncés et de leur traitement numérique. Un
calcul d’addition ou de soustraction est essentiellement une
opération ordinale. Des 3 nombres impliqués, un seul est
vraiment une quantité : c’est le nombre d’itérations (de pas
dans la compune, c’est l'intervalle) qui nous méne d’une
borne i lYautre du caicul. C’est le seul qu'on est amené a
compter avec ses doigts (3 parur d’un miumum de mai-
trise).

Retenons cette image borne/intervalle qu recouvre entié-
rement celle de nombre/opérateur. J'ai dit que dans les
problémes TXT le sujet est amené i chercher un opérateur.
C’est-3-dire prendre les données numériques comme les
bornes de Vintervalle cherché. Ceci suppose que T, et T,
puissent étre liées par un méme registre, et est en échec
pour GXP ou PXG. Dans ce cas il faut auss1 tenir compte
de la borne Q.

Nous avons vu que dans Ofivier G,XP, et Vincent
G4XP, I'addition était difficilement pensable pour les éle-
ves. Mais qu’elle I’était déja bien plus a Bruno XP,G,. Cela
sexplique par I'hypothése qu'un certain nombre déleves
considérent P, comme un opérateur se ramenant alors, dans
le registre des gains 3 un schéma analogue 2 Bertrand
XP,3. Cela tient 2 ce que X et G peuvent &ure liés par un
registre commun, Gageons que XP;Pz0u X GyG,, bien que
présentant deux transformations de méme signe, susciteront
des difficultés. Combien de sujets vont-ils « opérer » une
commutation {consciemment Ou non) et se ramener

GgXG, ou PXP, ?

V. Conclusion

1l est intéressant d’examiner comparauvement des systé-
mes symboliques permettant de traiter les mémes problé-
mes. Ceci permet de bien résumer, en les retrouvant, tous
les éléments de notre analyse.

V.1. Droste graduée (borne et intervalies orientés)

A la distinction nombre/opérateur correspond celle de
borne et intervalle orientés. Comment ces énoncés se
représentent-ils lorsqu’on les traite dans ce symbolisme ?
Quelques exemples, le lecteur compl2tera.
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On voit combien il s’agit de contréler la chronologie des
parties, le sens de parcours pour F'ajuster sur 'ordre linéaire
de la graduation. On voit se dessiner deux classes de pro-
blémes, ceux qui restent dans le méme registre 2 droite ou
gauche de la borne imitnale et ceux qui chevauchent. Clest
ceux-1a qui sont les plus complexes et appellent le plus Ia
notation Z et équauonnelle. Notons aussi comment les
nombres se doublent en intervalles (intensités) et bornes, ce
que nous avions notés pour le probléme Michel G,P.X
dans les équanons de certains éléves, ve

V.2. Egquations

Les calculs relauonnels viennent a ce que jappellerai un
calcul de compatibilité entre les différents ordres de rela-
uons suscitées par un énoncé donné. Le traitement n’est
engagé que sur des relatuons significatives, c’est-a-dire qu
permettent de concorder avec des relauons d’un autre ordre
ou de les rendre prévisibles. Dans ce qu’on appelle classi-
quement le raisonnement ou dans le traitement intuitdif, le
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jeu de ces relations est trés complexe aussi subtil que non
linéaire, les relations étant traitées dans tous les sens, par-
tiellement ou complétement, en une ou plusieurs fois. On
peut dégager, pour ces problémes relanvement stmples, au
moins 4 ordres de relations en jeu dans les raisonnements.

1¢ L’ordre chronologique des événements.

2° La relation entre composantes et composée.

3¢ La relation entre gains et pertes relativement aux
registres.

4° Les relations numériques engagées dans le calcul.

Toute automatique qu’elle soit, une résolution formelle
algébrique pourvoit au traitement de ces relatons. A sa
maniére. Comment ? Prenons deux exemples de résolution :

Didier P,XP, et faisons une équation dans Z :

la pose de I’équation écrit la chronologie : - (-7)+x=(-4)

Le bilan est décomposé : x=(-4)-(-7)

Le jeu des signes dérermine la relation

gain/perte dans un registre donné =-(4-7)
(ou +{7-4))

Le calcul numérique peut suivre (et engager
les relanons numériques) x=+(7-4).
1l est alors intéressant de noter : les relatons sont enga-

gées une 3 une et « inscrites dans le tratement ». Il n’y a
pas d’antiacﬁation d faire d’un ordre relationnel & Vautre.
(Clest fondamental pour saisir le contraste). Et d’ailleurs
dans la conscience de Palgébriste (ou dans le commentaire
de lenseiguant) les traitements équationnels sont auto-
reférés (poser éq, isoler le x, régler les signes, calculer) et
c’est ce qui rend ma correspondance si surprenante. Et quel
dégagement par rapport aux raisonnements anthmétiques !
On voit donc comment lalgébre se construit contre
Parithmétique. Dans P’exemple ci-dessus, la notation rela-
tive n'est pourtant pas nécessaire (les données sont des
pertes, on peut rester dans N via le registre méme pour les
équations). Cela s'impose déja plus pour Olivier G,XP,

(+2) + x=(-7)

x=(7)-(+2)

x=-(7+2)

x=-9

Fxaminons encore le raisonnement « en tout, il a perdu,

donc il a du reperdre les 2 billes gagnées ». J'a montré

!
1
!
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qu’en arithméuque, on a beau avoir tenu ce raisonnement
parfaitement correct, le probléme n’en est pas pour autant
réglé, car comment situer cette perte postulée P, avec la perte
du bilan P, ? Du point de vue du calcul relationnel, cette
postulauion revient i une annulation : les billes gagnées sont
reperdues, et ceci devient alors occulte dans le bilan. Alge-
briquement, le correspondant sera bien siir le suivant :

(+2)+x=(-7)

(-2)+(+2)+x=(-2)+(-7)
dont il reste la régle du « passage de (+2) de I'autre c6té de
’équation en l'inversant ». L'inversion de G, 4 P, a un
statut algébrique bien précis, c’est une « opération algébri-

ue » sur I’équation dans son entier. L'annuiation d’un cété

gu égal a sa correspondante notée dans P'autre. I/ ne s’agut
plus simplement de relation mais d’opération.

Rem. : Le raisonnement P, — (G, => P,) est tenu dans
un regstre donné. Ceci nécessiterait, pour étre tout i fan
cohérent par rapport 4 la chronologie, que I’on différencie
dans l'inconnue le signe, dont le calcul est réglé par le
registre, et I'intensité. Ce qui donne :

+2)+(-x)=(-7)
§+2§+§-2)+E-(x-2>1=(~7> = % of deougic e
x-2)=(-7) L2+ (-rx-21)]
V.3. Benost, un éléve sans problémes

Pour conclure, examinons justement les équauons pro-
duites par un sujet particuliérement brillant : Benoit, 9 ans.

Pierre il reste 2 billes 6-4=x x=2
Bertrand  B. avait 10 billes 7+3=x x=10
Claude  C. a gagné 4 billes 5+x=9 x=4
Paul P. a gagné 2 billes 6-4=x x=2
Laurent L. a perdu 7 billes 2+5=x x=7

Michel M. a perdu 2 billes 4-6=x x=-2
Christian Ch, a gagné 4 billes 5+x=9 9-5=x x=4

Jacques  ]. a perdu 3 billes 5+x=8 x=3
Didier D. a gagné 3 billes a
la 2° partie 4=7-x x=3
Olivier Il a perdu 9 billes +2--x=-7 2+7=x x=9
Vincent Il a perdu 10 billes 8-x=-2 8+2=x x=10

Bruno Il a gagné 10 billes x-7=3 7+3=x x=10
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Un sujet n’est pas une machine formelle et Benoit ne fair
pas_excepuion 2 la régle. On notera la réponse i Didier.
Mais aussi une bizzareté, algébriquement éronée, dans le
wraitement de Olivier. Avez-vous remarqué ? +2--x=-7
2+7=x ? Mais sans conséquence sur le libelié de la réponse.
Comme tout sujet, Benoit a des systémes paralléles de
contrdle. (Dit en passant ces systémes sont bien plus im-
portants, dans |'apprenussage, que I'acquisiton de mécanis-
mes. C’est leur fiabilité qui différencie les experts des novi-
ces, pas le mécanisme des régles formelles). Mais examinons
a la lumiere de ce qui a été dit ci-dessus les réponses de
Benoit.

~a) Chronologie : Pour tous les problémes TTT, I'équa-
uon innale restitue le déroulement des parties. Une seule
version pour Didier ol le résultat est annoncé en
premier : 4=7-x {dans le libellé Benoit nsiste sur «  la 2¢
partje »).

b) Regustre : les problemes.de perte : Lawrent, Jacques
et Didier sont exprimés dans le registre des pertes, Numéni-
quement, le résuitat du calcul de Benoit est exprimé dans
N, sauf pour Michel (-2). Mais la nature de la transforma-
tion est déja déterminée. De méme (cf. plus loin) c’est le
registre qui fournit le contrdle pour I'équation Olivrer.

c) Caleul numénque : Toutes les équations abouussent
a I’écriture d’une équation-calcul dans N.

d) Usage des relatifs : pour Michel, Olivier et Vin-
cent, Benoit utilise les nombres relatifs. Cela note e résul-
tat : ,..=-2, ...=-7, ...=-2. Mais aussi dans Olivier +2.

Cependant x n’a pas de signe en lui. C’est un nombre,
Son signe est marqué dans la manidre dont il se combine
aux données (il réagit dans le milieu piongé). Donc en
terme d’opposition G/P dans le cadre d’un registre donné.

e) Equation Olivier G,XP,. +2--x27 247=x x=9,
Dans sa résolution, Benoit commence par se situer dans Z
mass il finit dans le registre des pertes (de méme pour toutes
les équations sauf Michel). J'interpréte le double signe
« moins » comme une surnotation, un pléonasme. Un signe
« moins » se rapporte i la combinaison de +2 et x l'autre

indique que x est une perte.(Ceci est cohérent avec Pécriture
Daus la pese /’&}Mafibn &, signe, sob Serupo busrement el
! v e5F ! o
o le, fiwﬁrmaﬁ% 2 (+ Z)/ (—x%), (- M.M;_p@, Aue Tc}tf‘céu,
- larepuweix=3 (pom pude 3 bik ). Tualank /&5 oo dopad o baskie

Commd, F+ 2 =¥ z=-F
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surprenante de +2 pour G,. La seule fois). Cependant,
le signe de la combinaison des données est un opérateur
numérique pas un opérateur de signes. (formellement
$2--Xx=-7 => 2+x=-7 => x=-9.}Ce qui peut paraitre aussi
correct. S1 ce n'est que la pose de : «--» n'a alors aucun
sens si x est considéré comme un nombre reianf avec signe.
Au vu des traitements des autres énoncés, du réle de x et
du rdle des signes d’opérations ceci resterait mystérieux.
Mon exphcanon est plus cohérente. On ne saura bien sir
jamais la vénté de ce cas. Retenons que I'on a une explica-
ton globale de toutes les productions et que I'adaptauon

que je propose pour la singularite «--» ne sort pas de ce
cadre).

V.4. Perspectives de recherches.

1%) Je conclurai sur cette ouverture. Mais auparavant, je
dois expliciter une chose. Perspecuves de recherches, le mot
perspecuve est a rapporter au présent texte, perspective par
rapport au cadre général fixé 1c1. Mais les chercheurs n’ont

as attendu ceci. Et bien des travaux ont été engagés dans
rune ou Vautre des direcuons que jenvisage. Il faudran
consacrer un article entier aux nombreuses recherches que
Durand/Vergnaut ont suscité dans le domawe des structu-
res addiuves et leurs développements — on attend 2 ce
propos la publicaton des résultats des recherches sur les
échelles de G. Vergnaud et son équipe. De plus, ce courant
de recherche a rencontré celut mené aux U.S.A. depuis de
longues années de;a J'a1 opté pour une synthése des résul-
tats d’une premiére recherche. Que tous les chercheurs non
cités 1ci me pardonnent cet égocentrisme. Je suggérerai a la
Revue qu’ .:3].{D mandate un chercheur (V ergnaud par exem-
ple) ou une équipe de faire un artcle de synthése la-dessus,

2°) Dans cette recherche, je sws parti des observauons de
Durand/Vergnaud et j'a1 éprouvé leurs hypothcses a l'ana-
lyse détaillée des calculs relationneis. Jai examing les trai-
sonnements cLue Pon pouvait inférer des réponses des élé-
ves, puis a1 cherché i construire un modéle synthéuque de
ceux-ci de maniére 3 opérer un retour sur la comparaison
des énoncés. La clé de voute de cette construction réside
dans la distincion nombre/opérateur que je fais fonction-
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ner i divers plans celul du calcul numérique et des repré-
sentauons que s ‘en fait le sujet, celw du calcul relationnel
sur les énoncés pour gérer les rapports état/transformauon
ou encore transformauon/bilan. Clest 1ci que s’effectue
Parithméusation dans la résoluuon de ces probléemes:

A cea se rattachent un certain nombre d’observations sur
le contenu des réponses : nombre/libellé. Des glissements
de sens ont pu étre repérés et leur foncuon de facilitauon
ou d’impasse €lucidée dans les divers types d’énoncés éru-
diés. On peut dés lors définir, relauvement 3 un niveau de
traitement donné, en chaque cas ce qui fait probléme,

Il est dés lors possible de fawre un certain nombre de
prévisions sur les structurs d’énoncés et de proceder aux
recherches de vérificanon. Je me suis engagé dans cette
vole.

De plus, dans ce texte, je me swis centré sur un niveau de
representauon correspondant au degré de réussite des €éléves
interrogés. Le champ était assez large pour vour ce qui se
passait en amont et en aval de ce niveau — correspondant
en gros a la résolution du probléeme Didier P,XP . Mass
une recherche plus fine sur I'évolution des representanons
au cours des 4ges s’avérerait utile. Pour ma part, j'ai déja
mené quelques sondages dans les deux directions. Des in-
terviews oraux d’éléves de 2° primaire (CE,) ne démentent
pas les ana.lyses faites ic1. En parnculier pour les raisonne-
ments par inversion locale des pertes. J’ai paruculiérement
centré les interrogatoires sur Michel G,P X et Didier
P,XP,. Une autre chose apparait nettement avec les éléves
de cet age, ce sont les tentatives de nouer les deux bouts de
la chaine de résolution : raisonnement — et réponse, calcul
écrt correspondant De 1a ressortent des éléments trés inté-
ressants a propos de l’usage des signes algebnques Pour ce
qu est des éléves plus ages et des adultes, j’ai pu constater
combten certains énoncés sont difficiles 3 traiter, en part-
culier s1 on ne dispose pas de I'outil équationnel (sur Z). Ce
qui frappe trés nettement ¢’ ‘est de retrouver tel quel, mais
combien plus explicites et mieux maitrisés, les raisonne-
ments a l'ceuvre chez les plus petits — et en général, que
partiellement explicités. Comme si la maturation se mar-
quait par une plus grande prise de conscience, une thémati-
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sauon’ possible. Pour vérifier cette observation, il semble
que le moyen expérimental adéquat serait de faire prodwre
aux sujets intéressés des énoncés variés sur le theme des
billes. Ce type de recherche est mené actuellement par
M.C. Escarabajal au Laboratoire de Psychologie 4 Univer-
sité Pans VIII.

De toutes maniéres, une érude longnmdmale et plus dé-
taillée des diverses représentations a l'ceuvre et de leurs
rapports s’avére nécessaire. Car si un raisonnement par état
interposé (inversion locale des pertes par exemple) est Inté-
grable, dans un systeme de représentauon élaboré, A un
raisonnement par opérateurs, cecl ne se passe sans doute
pas tout seul, et on peut umaginer quelques conflits entre
ces types de traitements. Il convient aussi d’examiner les
décalages entre pertes et gains, Cette question doit &tre
étudiée en rapport direct avec les modes de représentaton
utilisés, Il conviendrait en outre de mieux étudier cette
hypothése centrale sur les opérateurs.

Tout ce qui a été évoqué ici souligne 'importance des
moyens symboliques servant de support aux résolutions et

ermettant de confronter différents calcuis relationnels et
es intégrer. A ce propos le lecteur trouvera des complé-
ments dans une recherche que j'ai menée i propos des
calculs lacunaires en lére primaire (CP.). 1l devient envisa-
geable de construire une séquence didacuque pour I’ensei-
gnement de Z sur Poutil équationnel en uulisant une tech-
mque proche de celle des sauts informationnels, mais au
préalable, il faut mieux exphcuer les idées sur la dualité
operauon/relauon, avoir examiné les rapports entre divers
systemes de représentanon et,avoir analysé les recherches

déja engagées sur ce théme par mes collégues.
Rolle, Janvier 1985.
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APPENDICE

A} EVENTAIL DES REPONSES AU PROBLEME LAURENT {GENEVE)

3a 4

T
T | LAURENT a perdu 7 billes é 4
T I perdu 7 i
D} 7 billes, il a pardu i
T -7 i
€ l il await 7 billes i i
E I il avoir 7 billes, & la fin il n'en a plus, il a pacdu H
M '. il me manqua 7 billes, je te les donnerai demdain i
T it a toul perdu, 8 billes i
T il @ perdu 6 billes reste plus de billes i
T il a pacdu ? biltes reste 0 billa 1
E il @ 0 bille 1 3
£ l 0 bille 2 i
D 1 0, pordy 3
3 Ji il n‘a plus de billes i
3 il perd toutes les billes !
Q ‘ il ne les a pas i
Q | perdu 3
Q ’ un autre les a gagnées i
M }r il lui monque 3 billes 3
M | il doit lui donner 3 billes i
R i} @ perdu 5 billes i
R i teste 5 billes i
|

R I il perd 2 billes, ot encore 5 biiles i

23 23

T - téponses en termes de transformation. E = réponses en termes d'états. M - réponses
"manqua”, intermédiaires antre T at E. Q = rdponses qualitatives, D - doubles réponse
qualitotives el quontitatives. R ~ répétition d'une ou das deux données,
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B) EVENTAIL DES REPONSES AU PROBLEME LAURENT (VALALS)

20 3s | 4
T LAURENT a pordu 7 billes 2+5%x =7 5 7
H LAURENT a perdu 7 billas 2axm? x-5=a7
2-5=7 i
T LAURENT a perdyu 7 billes 2-5=x x=7 i
T LAURENT o perdu 7 billm,
&lafin il rene 3 2-5ax x=3 i
T LAURENT a perdu 7 billes I0=7ux x=u3 I
T LAURENT a perdu 7 bilies 3 !
T LAURENT o pardy 7 billes xX=2<-5ax x=7 i
£ LAURENT avait 7 billes K=2<-5=x ym7 I
Eq X=2-5uyx yu? 1
E LAURENT o 0 bille Aw2=52x xu( i
E LAURENT o 0 bille 2-5ax xu) 1
E LAURENT o pardu toutes los
bllles Je2mx x=3 1
E LAURENT n'e plus de billes i
E LAURENT a J billes Se2mx =y i
Eq S5-2mx xx3 1
R2 LAURENT o pordu 2 billes
puis S bille S5+2wx xu7 2
RE LAURENT a pardu 2 billes
puis 3 billm i
A LAURENT a perdu dans les deux parties i
A et ——— . ——— non fépondy ====ueveous moemune  §
M3 [ 4

T~ féponies en termes de tronsformations, E - réponses on tamaes d*diots,
Eq - dquation toule seule, Rz = répérition des deux donnder. A - aulres réponses,
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APPENDICE I

DEGRE DE REUSSITE

Note : les chiffies sont approximatifs vu le nombro de réponses ambiguds,
Al Gendve
- 3¢ annde : B3 réponses [ustes sur un total de 253 réponses, soit & peu prés 329%,

- 4a onnée : 97 réponses justes sur un total de 253 réponses, solt & peu pris 38%,

On peui s*dtonner du Faible écart do reussite dans les deux closies, ¢! jo n'en
oi oucune explication, Cependant il ressort de I*analysa (Appendice 11I) que
les ditves do 4o disposent d'une meilleuro représentation que ceux de le.

8) Valais
- 2e année : 49 raponses justes sur un total de 132 réponses, soil & pou pris 37%,
~ 35 année : 92 réponses jusies sur un total de 1536 réponses, soit & peu prés 59%,

- 4o année . 105 réponses justes sur un total do 168 réponses, soit & peu prds 43%,

{ct, grond &cort entre 26 of le, faible &cart entre Jo ot 4o.

C) Remarques

i. Yu les différents systdmed en vigueur, |'dge d'un éléve de Je & GENEVE
correspond & |'Gge d'un éléva de 2o au VALAIS,

2. On ne peut pas comparer les deux groupes cor Il n'y o pas eu les mémes
conditions de passation. Les éldves valaisans devaient écrire une équation pour
occompagnar laur, pas fes éldves genevols,

3, Les non-réponses ont &té comptées comene réponses fausses.
4. Le problame DIDIER n'a pas &té posé aux Genevois,
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QUELQUES PROTOCOLES

NOTE :

- entre porenthdses -

une premidre réponse bifféa;

- les problames ont &té posés dans cet ordre.

Gendye e

XAVIER

FABIENMNE
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LORELLA

PAUL

LAURENT

MICHEL

PIERRE
BERTRAND
CLAUDE

CHRISTIAN

JACQUES

OLIVIER

VINCENT

BRUNO

il a perdu 4 billes

il @ pardu 5 billes

il lui en reste
4 billes

1 bille
7 billes
il a gagné 7 billes
il a gagné 2 billes
il @ perdu B billes

ii a perdu en tout
7 billes

il o perdu en tout
2 billes

il ne s'est rien passé

il o perdu 4 billes
et gagné & billes,
il raste & bitles

il a perdu & billes,
it ne lui reste plus
de billes

pardy 6 billes ot
gogné 4 billes, alors
il lui reste 4 billes

2 bliles

10 billes

10 billes:

il o gagné 9 billes
il a perdu B billes

il a perdu {deux
billes)

il o perdu (il n'a plus
de billes)

il a perdy [n'a plus
de billes)

ita 2 billes

il o gagné (7 billes)
il @ gagné 4 billes
il o gagné 4 billes

t a pardy ses 5 billes
ot plus 3 billes

il a perdy les 2 billes
et plus 5 bitles

14 lui reste & billes

a la premidre portie,
il avait 10 billes, &
la deuxidme partie,
il a pardu 7 billes
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Gendve 4o SERGE LAURENCE RENE
PAUL 2 billes it lui reste 2 billes il en a pardy 4 et il
on raste 2
LAURENT il na las a pos il o pardu 7billes il me monqua 7 billes,
jo te donnemi demain
la bilie qui manque
MICHEL 0 H n'en manque 2 il me monque 2 biites,
je n’al pos assez de
billes, je te los donna
PIERRE 2 bitles 2 il lui raste 2
BERTRAND 3 billes 10 H avair 10 billes
CLAUDE il garde las billas il a gagné 4 billes il en a gagné 4
CHRISTIAN | il gagne 4 billes it o gagnd 2 billes il an a gagné 4
4 la deuxidme
portie
JACQUES il n*en a plus perdu 3 billes il en a encore pardu 3
OLIVIER il a perdu 7 billes Tt en reste rien
VINCENT e & la douxidme partie, [il lui reste &
il pord 2 billes
BRUNO 3 il a perdu 4 billes il gagna 10 billes
(il o perdu 4 billes)
Yolaiy 29 BRIGITTE VERONIGUE PATRICK
PIERRE il a2billes ila 2 billes & la Pierre a 2 billes
b-4=x x=2 partie b-4=x x=2
b-d=x x=2
BERTRAND il avait 10 billes il avait 10 billes B. ovoit 10 billes
x=7=3 x=10 7+3=x x=10 7+3=x x=10
CLAUDE il @ 4 bilies de plus | il o gogné 4 billes C. a gagné 4 billes
5+4x=9 n=4 S+x=9 x=4 P=5=x n=4
PAUL il roste 2 billes il o gogné 2 billes Paul a 2 billes
b=d=y x=2 b-4=x x=2 b=4=x x=2
LAURENT il a0billes il a 3 billes & la fin [L, pard 7 billes et
2~5=nx x=0 5-2ax x=3 il lui en reste 3

2-5=x x=1
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MICHEL

CHRISTIAN

JACQUES

DIDIER

OLIVIER

VINCENT

BRUNO

Yolois 3¢

ila 0 bille
bz Xx=O

il o 4 billes de plus
S+x=9 x=4

il y o 3 billes de plus
S+x=8 x=3

J 1ont restées
7od=y nuj

3 reste
x=2=7 x=10

& resté
B-2=x x=4

CHRISTOPHE

il @ 4 billes en tout
b-b+4=x x=4

il @ ?billes
S+x=9 x=4

3 la deuxidme partie
il perd 8 billes
8-8-5=0 x=3

it a O billes
B-B-4=x x=0
B-B+2=x x=2

B-2=x x=46

7=-7+Jax x=3

CHRISTIAN

Ch. a gogné 4 billes
4 lo deuxidme partie
P-S=x x=4

il o pardu 3 biltes
4 lo deuxidme partie
10-5=x x=3

il o gagné 3 billes

& lo deuxidme partie
7od=y x=3

O. o pordu 7 billes
& la deuxidme partie
Felax x=7

il a pardu 7 billes

3 la deuxidme portie
10=-8=x x=2

B. o gagné I billes
4 la deuxidme partie
10-7=x x=3

BENOIT

P1ERRE

BERTRAND

CLAUDE

PAUL

LAURENT

MICHEL

il reste 2 billes
brdz=x x=2

B. avait 10 billes
I+7=x x=10

C. o ? billes apras
la partie
S5+4=x x=9

I lui reste 2 billes
beoday x=2

L. o pardy 7 billes
2-5=x x=7

M. a perdu 2 billes
4-bd=x x=10

Pierre 0 encore 2
bll{es
b-d=x x=2

B. avait 10 billes
I+7=x x=10

C. a gagné 4 billes
S4+x=9 x=4

il a plus qua 2 billes
gagndes dons les
deux parties
b-d=x x=2

L. a perdu 7 billes
avant la partie, il

devdit avair 2 oy
plus de billes

1l reste 2 billes
b-d=x x=2

B. avalt 10 billes
3+7=x x=10

C. o gagné 4 billes
54x=9 9-5=x
x =4

P. o gagnéd 2 bllles
b-d=x x=12

L. o perdu 7 biiles
2+5=x x=7

|M. o pardu 2 bllles

4-fmx x=-2
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CHRISTIAN | il gogne 4 billes il o gagné 4 billes Ch. a gagné 4 billes
5+44=x x=9 S54+4x=9 x=4 S+x=9 x=4
JACQUES J. a perdu 13 billes |il a perdu 3 billes d  |il & perdu 3 billes
an tout la deuxibme partie S5+x=8 x=3
5-B=x x=13 S5+x=8 x=13
DIDIER D. o perdu 4 billes 13 la deuxidme partie, | il o gagné 3 billes &
en tout D, a gagné 3 billes |lo deuxidme partie
7-4d=x x=3 7-4=x x=3 4=7-x 4+u=?
x=3
OLIVIER O. a pordu 5 billes |8 lo deuxitmae portie, |1l a perdu ? billes
en lout O, aperdu 7 billes |42 ~ -x = -7
2-Tan x=9 2+7=2x x=9
VINCENT V., a gogné b billes |4 la deuxidme partie, |1l a pordu 10 billes
en fout il o perdu 2 billes Bex=-2 B+2=x
B-2=x x=é x= 10
BRUNO B. o perdu 4 billes a |a premigre partie, [il a gagné 10 billes
on tout il o gagné 3 bllles x=-7=3 x=10
7-3=x x=4 7-4=x x=3
Valais 4s TONY MONIQUE CAROLE
PIERRE il o 2 billes aprés il avait 2 billes il a 2 billes apris cette
cette partie 6-4=2 partie
b-4=x x=6-4 bud=x x=2
x=2
BERTRAND B, avait 10 billes il avoit 10 billes il avait 10 billes avant
7+3=x x=74+3 |en lout lo partie
x= 10 7+3=10 743=x x=10
CLAUDE & la premidre il o il avall 5 billes puis |il o gagné 4 billes au
gagné 5 billes, 4 la  |en o gagné 4 cours de la partie
deuxidme il o gogné {9 - 5= 4 f-S5=x x=4
? billes, ce qui fait
14 billes
x=9+5 x=14
PAUL il s'est passé que P, [il o gagne 6 billes, P. gagne la premitre

o gagné & billes et en

a perdu 4
budax x=nd-4
x=2

puis perdu 4
b-4=2

pariie, il regoit 6 billes
mais perd lo deuxidme
partie. On lui enldve
4 billes. Maintenant il
lui reste 2 billes
6-d=x x=2
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LAURENT

MICHEL

CHRISTIAN

JACQUES

DIDIER

OLIVIER

VINCENT

BRUNO

il s'est passé que L,
o perdu 2 billes et
5billes

il sest pasié qua M,
a gagné 4 billes et
pordy & billes

il s'est passé que Ch.
a gagné 5 billes et

a regagné ? billes
S549=x x=5+9
x=14

it s'est possé que 3 la
premidre il a perdu 5
bitlas ot apris cesdeux
parties il o perdu §;
donc d la deuxidmae il
a perdu J billes
x+5=8 B=5+x
x=3

il a perdu 7 billesd o
premidre of apriy cet
deux partiesaperdu 4
billes en toul; done &

la deuxidme il o perdu

3 billes
Jonxmd 4ua7-x

x =]

au débul il avait ?
billes, il an a perdu
2 ce qui fait 7
247=2x x=%

4 lo deuxidmae portie,
il o gagné & billes
B-xm2 x=mB8.2

a=mé

3 la premidre partle
il o pardy 4 billas
7=x=3 JuZa-n
nm 4

il a perdy 2 billes
puis 5 billes
2+5=7

M. gagne 4 billes
puis perd 4 billes

il a gagné 4 billes
puis 5 billes
¢~5=4

il a perdu 5 billes
puis J billes
§-5=3

il a perdu 7 billes
puis en a gagné 3
7-4=3

il gagne 2 billes puis
en perd 7

il a gogné & billes
§-2=4

& la premidre partie
il o gagné 10 billes
7+3=10

il n'a jomais gogné mais
a toujours perdy, il o
perdu 7 billes

245=x x=7

il a pardy 4 billes ot
xigné 4 billes
44 xnd x=2

3 la deuxidme partie

il a gagné 4 bilies
54x=29 x=4

il a pardy 5 bitles et &
la deuxidme 3 pour faire
8 on tout

5+x=8 x=3

4 la deyxitma partie

il o gagné 3 billes

et il roste 4 de perdues
Fad=yg x=3

4 la deuxidme partia il
a perdu sas 2 billes ot
encore 5

T=2+x x=5

23 |a deuxidma partia

il a gogné 10 bliles
B8+2=x x=10

4 la promidre partie
il a gagné 10 billes
7+3=x u= 0
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