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Euler a Cramer, 20 octobre 1744
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Gabriel Cramer : quelques jalons biographiques

Les échanges avec Euler dans la correspondance de Cramer
Panorama de la correspondance de Cramer
Présentation de la correspondance Euler-Cramer

Recherches épineuses sur les courbes algébriques
De I'existence des points de rebroussement de la seconde

espece
Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et
de I'élimination des inconnues entre équations

En conclusion : deux "Introductions" aux destins liés
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Gabriel Cramer, citoyen de la République de Geneve

» né en 1704 dans une famille
patricienne de Geneve, fils et
petit-fils de médecins;

=
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Gabriel Cramer, citoyen de la République de Geneve

» né en 1704 dans une famille
patricienne de Geneéve, fils et
petit-fils de médecins;

» professeur de mathématiques
(1724-1750), puis de philosophie
(1750-1752), a I'Académie de
Genéve;

» membre du Conseil des Deux

Cents (a partir de 1734), du
Conseil des Soixante (1751).
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... et citoyen de la République des lettres

» voyages et séjours : Grand tour de formation
1727-1729, Paris 1747-1748 ;
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... et citoyen de la République des lettres

» voyages et séjours : Grand tour de formation
1727-1729, Paris 1747-1748 ;

» journaux : Philosophical Transactions (Londres), Journal
littéraire (La Haye), Bibliothéque italique (Genéve);

» affiliations académiques : Montpellier, Bologne (1743),
Berlin (1746), Londres (1749), Lyon (1750); plusieurs
candidatures a |I'Académie royale des sciences de Paris
(1748, 1750);

» correspondances : Mairan, Buffon, Clairaut, les
Bernoulli, D'Alembert, Euler ...
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Le séjour balois : mai-octobre 1727
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Le séjour balois : mai-octobre 1727
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Jean Bernoulli a Daniel Le Clerc, 13 mai 1727, UBB L [a 50 Nr 7 :

n . . . .

Je suis bien aise de connoitre personellement Monsr. le Prof.
Cramer; il me fait I'honneur de frequenter mes lecons sur la Geometrie
des infinis, j'ai déja pii entrevoir qu'il a du savoir et du merite, tout jeune
qu'il est; J'augure de Lui qu’'il deviendra grand et excellent
Mathematicien, I'heureuse disposition et les beaux commencements que
je remarque en Lui m’en sont un seul garant."
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Activité et production savante

» actif sur les champs des mathématiques pures (géométrie,
algébre et analyse, probabilités) et des mathématiques
mixtes (mécanique — forces vives —, astronomie,
hydrodynamique, propagation du son, dioptrique);
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Activité et production savante

» actif sur les champs des mathématiques pures (géométrie,
algébre et analyse, probabilités) et des mathématiques
mixtes (mécanique — forces vives —, astronomie,
hydrodynamique, propagation du son, dioptrique);

» manuscrits de cours (logique, géométrie), quelques
dissertations, articles et mémoires épars;

» éditeur scientifique des Opera de Jean | Bernoulli (1743)
et de son frere Jacques (1744), de la correspondance de
Leibniz et de Jean | Bernoulli (1745). Supervise |'édition
du Methodus inveniendi d'Euler (1744);
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Activité et production savante

» actif sur les champs des mathématiques pures (géométrie,
algébre et analyse, probabilités) et des mathématiques
mixtes (mécanique — forces vives —, astronomie,
hydrodynamique, propagation du son, dioptrique);

» manuscrits de cours (logique, géométrie), quelques
dissertations, articles et mémoires épars;

» éditeur scientifique des Opera de Jean | Bernoulli (1743)
et de son frere Jacques (1744), de la correspondance de
Leibniz et de Jean | Bernoulli (1745). Supervise |'édition
du Methodus inveniendi d'Euler (1744);

» mais surtout ...
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Correspondance

| 'ceuvre d'une vie

INTRODUCTION

L’ANAALYSE

DES

LIGNES COURBES
ALGEBRIQUES.
Par
GABRIEL CRAMER,
Lrofeffeur de Philofiphic & de Mathématiquess
des Académies & Socicrés Royales de Londres,

de Berlin , de Monpellier , de Lyon > & de LA~
cadémic do Dlnflitur de Bologne.

A GENEVE,

Chez les FRerEs CrameRr & Cr. PHILIBERT.
\\\ b

M D CC L

Courbes algébriques Conclusion

: I'Analyse des courbes

» classification des courbes
algébriques (définies par une
équation algébrique f(x,y) = 0)
des cing premiers ordres ;
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A
EANALYSE algébriques (définies par une
RIS i équation algébrique f(x,y) = 0)
ALGEBfIQUES. des cinq premierS OrdreS;
GABRIEL CRAMER,
Profeffaur de. Philofophic & de Mathématiquess

» étude des branches infinies,
if?im”fzj?sﬂi‘;‘iz’[ AR asymptotes, points singuliers,
tangentes, extrema, courbure
...sans aucun recours au calcul
différentiel ;
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1740-1745 : Edition des Opera des fréres Ber-
noulli, avec Bousquet a Lausanne (pour Jean)
et les freres Cramer a Genéve (pour Jacques).
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1700

Cramer Euler

[ 31 juillet 1704 : Naissance 1705

de Gabriel Cramer a Genéve.

1710 \—[ 15 avril 1707 : Naissance de Leonhard Euler 3 Bile. |

1717 : Entre a |'académie de Genéve, apprend

les mathématiques auprés d’Etienne Jallabert. 1715

1720 1720 : Entre a l'université de Bale, apprend
les mathématiques auprés de Jean Bernoulli.

aolit 1722 : Dissertatio physico-mathematica de sono.

tiques a I'Académie de Genéve. 1725 /—[ février 1727 : Dissertatio physica de sono. ]

l 1724 : Professeur de mathéma-

mai 1727-mai 1729 : Grand Tour de for- avril 1727 : Départ pour I'académie
mation (Bale, Londres, Leyde, Paris). 1730 des sciences de Saint-Petersbourg.
1740-1745 : Edition des Opera des fréres Ber- 1735

juillet 1741 : Arrivée a Berlin a I'invita-
tion de Frédéric Il ; directeur de la classe
1740 de mathématiques de |I'’Académie en 1746.

noulli, avec Bousquet a Lausanne (pour Jean)
et les freres Cramer a Genéve (pour Jacques).
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les mathématiques auprés d'Etienne Jallabert.

aolit 1722 : Dissertatio physico-mathematica de sono
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tiques a I'Académie de Genéve.
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1740-1745 : Edition des Opera des fréres Ber-
noulli, avec Bousquet a Lausanne (pour Jean)
et les freres Cramer a Genéve (pour Jacques).
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\—[ 15 avril 1707 : Naissance de Leonhard Euler a Bile.
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1720 : Entre a l'université de Bale, apprend
les mathématiques auprés de Jean Bernoulli.

février 1727 : Dissertatio physica de sono.

avril 1727 : Départ pour I'académie
des sciences de Saint-Petersbourg.

juillet 1741 : Arrivée a Berlin a I'invita-
tion de Frédéric Il ; directeur de la classe
de mathématiques de |I'’Académie en 1746.

21 mai 1743 : premiére lettre de Leonhard Euler a Gabriel Cramer.
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1720 : Entre a l'université de Bale, apprend
les mathématiques auprés de Jean Bernoulli.

février 1727 : Dissertatio physica de sono.

avril 1727 : Départ pour I'académie
des sciences de Saint-Petersbourg.

juillet 1741 : Arrivée a Berlin a I'invita-
tion de Frédéric Il ; directeur de la classe
de mathématiques de |I'’Académie en 1746.
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"Recherches épineuses" sur les courbes algébriques dans la correspondance entre Leonhard Euler et Gabriel Cramer

174D

1750

1748 : Parution de I'Introductio
ad analysin infinitorum.

4

10/43



Jalons Correspondance

Jalons

Cramer

31 juillet 1704 : Naissance
de Gabriel Cramer a Genéve.

”
A

aolit 1722 : Dissertatio physico-mathematica de sono. j—\

3’
X

1717 : Entre a |'académie de Genéve, apprend
les mathématiques auprés d'Etienne Jallabert.

1724 : Professeur de mathéma-
tiques a I'Académie de Genéve.

mai 1727-mai 1729 : Grand Tour de for-
mation (Bale, Londres, Leyde, Paris).

1740-1745 : Edition des Opera des fréres Ber-
noulli, avec Bousquet a Lausanne (pour Jean)
et les freres Cramer a Genéve (pour Jacques).

|
(
|
|
|

1700

1705

1710

1715

1720

1725

1730

1735

1740

Courbes algébriques Conclusion

Euler

\—[ 15 avril 1707 : Naissance de Leonhard Euler 3 Bile. |

-
—

\_(
a

1720 : Entre a l'université de Bale, apprend
les mathématiques auprés de Jean Bernoulli.

février 1727 : Dissertatio physica de sono.

avril 1727 : Départ pour I'académie
des sciences de Saint-Petersbourg.

juillet 1741 : Arrivée a Berlin a I'invita-
tion de Frédéric Il ; directeur de la classe
de mathématiques de |I'’Académie en 1746.

[

21 mai 1743 : premiére lettre de Leonhard Euler a Gabriel Cramer.

aolit 1750 : Parution de I'Introduction a
I'analyse des lignes courbes algébriques.

| a

"Recherches épineuses" sur les courbes algébriques dans la correspondance entre Leonhard Euler et Gabriel Cramer

174D

1750

1748 : Parution de I'Introductio
ad analysin infinitorum.

4

10/43



Jalons Correspondance

Jalons

Cramer

31 juillet 1704 : Naissance
de Gabriel Cramer a Genéve.

”
A

aolit 1722 : Dissertatio physico-mathematica de sono. j—\

3’
X

1717 : Entre a |'académie de Genéve, apprend
les mathématiques auprés d'Etienne Jallabert.

1724 : Professeur de mathéma-
tiques a I'Académie de Genéve.

mai 1727-mai 1729 : Grand Tour de for-
mation (Bale, Londres, Leyde, Paris).

1740-1745 : Edition des Opera des fréres Ber-
noulli, avec Bousquet a Lausanne (pour Jean)
et les freres Cramer a Genéve (pour Jacques).

|
(
|
|
|

1700

1705

1710

1715

1720

1725

1730

1735

1740

Courbes algébriques Conclusion

Euler

\—[ 15 avril 1707 : Naissance de Leonhard Euler 3 Bile. |

-
—

\_(
a

1720 : Entre a l'université de Bale, apprend
les mathématiques auprés de Jean Bernoulli.

février 1727 : Dissertatio physica de sono.

avril 1727 : Départ pour I'académie
des sciences de Saint-Petersbourg.

juillet 1741 : Arrivée a Berlin a I'invita-
tion de Frédéric Il ; directeur de la classe
de mathématiques de |I'’Académie en 1746.

[

21 mai 1743 : premiére lettre de Leonhard Euler a Gabriel Cramer.

aolit 1750 : Parution de I'Introduction a
I'analyse des lignes courbes algébriques.

|

[

B

]_

4 janvier 1752 : Déces de Gabriel Cramer.
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Panorama de la correspondance de Cramer

» Aujourd’hui, 547 lettres inventoriées : correspondance
active 249 (dont brouillons, minutes), correspondance
passive 298 ;

» datées entre le 24 mai 1727 et le 1°" janvier 1752;

» 80 correspondants différents identifiés (dont 14 avec plus
de 10 lettres conservées);
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Panorama de la correspondance de Cramer

» Aujourd’hui, 547 lettres inventoriées : correspondance

active 249 (dont brouillons, minutes), correspondance
passive 298 ;

datées entre le 24 mai 1727 et le 1°" janvier 1752

80 correspondants différents identifiés (dont 14 avec plus
de 10 lettres conservées);

principaux fonds d'archives ou ces lettres sont

conservées : Bibliotheque de Genéve (BGE Ms Suppl 384,
Ms Fr 652, 656 et 657, Ms 242, Ms Bonnet 43),
Bibliotheque de I'université de Bale (UBB Ms L la 655,
Ms L la 21 et 22, Ms L la 686), British Library a Londres
(BL Add Ms 23899), Archives de I'académie des sciences
de Saint-Petersbourg (AAN, f. 136. op. 2, n°13);
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Panorama de la correspondance de Cramer

Principaux correspondants
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Panorama de la correspondance de Cramer

Principaux correspondants

Correspondances (1741-1752)
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Présentation de la correspondance Euler-Cramer

Les échanges avec Euler dans la correspondance de Cramer
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Présentation de la correspondance Euler-Cramer

Les lettres Euler-Cramer

» Aujourd’hui, 19 lettres
inventoriées : 10 d'Euler, 9 de
Cramer (originaux et brouillons,
minutes) ;
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Présentation de la correspondance Euler-Cramer

Les lettres Euler-Cramer

» Aujourd’hui, 19 lettres
inventoriées : 10 d'Euler, 9 de
Cramer (originaux et brouillons,
minutes) ;

» datées entre le 21 juin 1743 et le
2 novembre 1751 ;

» pour la plupart conservées a la
Bibliotheque de Geneéve et
Académie des sciences de
Saint-Petersbourg (mais aussi
Londres, Béle, Washington DC).
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Présentation de la correspondance Euler-Cramer

Premiere lettre : Euler a Cramer 21 mai 1743

Quelques semaines apreés la s ////W >
parution des Opera Omnia
de Jean Bernoulli, Euler
demande a Cramer de
corriger les épreuves et de
rédiger une préface a son
traité des isopérimetres
(Methodus Inveniendi lineas
curvas maximi minimive
proprietate gaudentes) qui
va étre imprimé par
Marc-Michel Bousquet a
Lausanne.

2 sen pa TP
2 /a_//m/.«,ﬁ,/, Aon

Locondle

<
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Présentation de la correspondance Euler-Cramer

Themes abordés dans la correspondance

» édition scientifique : sollicitations d'Euler (déclinées par
Cramer) pour deux autres ouvrages :
» Introductio in analysin infinitorum (1748);
» Institutiones calculi differentialis (1754).
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» mathématiques mixtes : quelques passages et allusions
a la dioptrique, propagation de la lumiere et du son,
mécanique (forces vives), astronomie (aurores boréales et
cometes), hydrodynamique (expérience des rameurs) . ..
» mathématiques pures : logarithmes imaginaires,
courbes algébriques (points singuliers, intersections entre
deux courbes, élimination).
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Recherches épineuses sur les courbes algébriques
De I'existence des points de rebroussement de la seconde
espece
Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et
de I'élimination des inconnues entre équations
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Recherches communes

Dans sa lettre du 30 septembre 1744, Cramer décline la
sollicitation d'Euler sur I'édition de son Introductio :

"La prémiére, c'est le grand nombre d’autres occupations, qui quoi
que minces chacune a part, font toutes ensemble une grande charge. La
seconde un peu plus délicate, c'est que j'ai aussi composé, il y a deja 4
ou 5 ans, un petit Essai qui roule a peu prés sur la méme matiére, que la
seconde partie de votre traité. Je l'intitulois Introduction a I'’Analyse des
lignes courbes.”

Euler répond le 20 octobre :

"yai appris avec bien du plaisir, que Vous ayes composé un ouvrage
sur la méme matiére, et comme je suis extremement curieux de le voir, je
joins mes sollicitations a celles de M" Bousquet, pour Vous en demander
la publication. Ce sont a mon avis de telles matiéres, qui pour la pluspart
ne sont pas encore mises dans tout leur jour, et je ne doute nullement,
que Vous n'en ayes eclairci quantité de circonstances, qui me sont
echappées aussi bien qu’'a d’autres, qui ont ecrit sur cela."
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Recherches épineuses sur les courbes algébriques
De I'existence des points de rebroussement de la seconde
espece
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Euler a Cramer, 20 octobre 1744

Euler reconnait une erreur dans son Introductio a propos d'une
espéce de point singulier :

"Il s’y trouve méme des recherches si épineuses, ou il faut apporter
toute |'attention possible pour ne s’y tromper pas, ce qui m’est arrivé en
developpant la nature du point de rebroussement de la seconde espece.
Mr le Marquis de I'Hopital avoit fait voir qu’il y avoit en effet des
courbes douées d'un tel point, mais Mr Gua de Malves pretend, que les
deux branches de la courbe, qui forment ce point, s’etendent tousjours de
I'autre coté, de sorte que selon lui ce point n’est autre chose, qu’une
intersection de deux branches, qui se croisent a un angle infiniment petit.
Les raisons qu'il en apport[e] me sembloient asses fortes, et j'en ai encore
trouvé d’autres, qui m’'ont determiné a croire, qu'il avoit raison, comme
Vous aures sans doute remarqué en parcourant mon ouvrage. Mais
depuis j’ai reconnu trés clairement, que je m’étois trompé sur ce point,
et qu'il y a effectivement des courbes, qui ont un tel point de
rebroussement tout net, sans qu’'on le puisse regarder comme une
intersection infiniment proche de deux branches."
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Euler a Cramer, 20 octobre 1744

Dans cette lettre, Euler fournit le premier exemple connu
d'équation d'une courbe (du quatriéme ordre) présentant un
tel rebroussement :

y* = 2xy? + xx = x> + 4yxx
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Cramer a Euler, 11 novembre 1744

"Le point de rebroussement de la seconde espéce est un véritable
Paradoxe. Il est bien vrai que les raisons de Mr de Gua ne m’avoient pas
paru tout a fait demonstratives : c'est pourquoi je n'en avois rien dit, me
contentant de passer cette espéce de point sous silence dans
I'énumeration des diverses sortes de points doubles. Mais je vous avouerai
pourtant que, comme vous, j'etois fort prévenu contre I'éxistence de ces
points-1a, n'en aiant jamais trouvé avant celui que Vous m'indiquez. J’ai
fait tout mon possible pour chicaner votre Courbe. Mais il n'y a point
moien de resister & I'evidence. D’abord j'ai voulu croire qu’elle se
terminoit en une sorte de petit sac fort allongé, en cette forme :"

"Recherches épineuses" sur les courbes algébriques dans la correspondance entre Leonhard Euler et Gabriel Cramer 25/43



Jalons Correspondance Courbes algébriques Conclusion

De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Cramer a Euler, 11 novembre 1744

"Ensuite j’ai éxaminé, si ce point du sommet ne seroit pas un
point de rebroussement ordinaire, dont une branche par une inflexion
fort proche du sommet retourne sa concavité vers I'autre branche,
comme cela arrive a des courbes que je connois, et dont le sommet a
cette figure. Ce qui donnoit quelque apparence a ce soupcon, c’est qu’on
peut concevoir ce point, comme formé par I’évanouissement d’une
fueille. Car si au lieu de I'égfuation] y = 4/ax + v/ax3, on prend

y = vax £ {/ax(x — b)2, la Courbe aura cette forme a peu prés et b

diminuant a l'infini, la fueille s'évanouit.

Or il est ordinaire qu'un foliolum evanescens produise un point de
rebroussement de le premf[iére] espéce. Mais il a falu encore renoncer a
cette conjecture.”
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Cramer a Euler, 11 novembre 1744

"En un mot, quelque Construction qu’on imagine, il est constant
que la Courbe y* — 2xy? — 4x2y — x3 + x2 = 0 a au sommet un point de
rebroussement de la 2e espéce, desquels par conseq[uent] I'existence est
mainten[ant] incontestable."

Avant de convenir de I'existence du rebroussement de seconde
espéce exhibé par Euler, Cramer cherche a lui opposer des
configurations géométriques alternatives, sans le secours de
I'analyse (qu'il mettra toutefois en ceuvre dans son traité).

La discussion se poursuit dans les trois lettres suivantes (15
déc. 1744, 26 avr. 1745 et 6 juil. 1745) qui achéveront de
convaincre le Genevois.
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Euler a Cramer, 6 juillet 1745

Euler conclut I'échange en faisant le constat de la difficulté de
concilier I'approche géométrique et |'approche analytique
(c'est-a-dire algébrique) sur cette question des courbes :

"L e doute que Vous aves encore sur la courbe dont I'equation est
y=+x=* V/x3 est fort bien fondé, et en considerant la chose selon la
geometrie, I'axe de cette courbe devroit étre en meme tems un diametre.
la geometrie n’est pas toujours d’accord avec I'analyse, et il y a aussi

bien des cas ou la geometrie donne par ses constructions des courbes
defectueuses qu’abondantes."

Cet échange avec Euler a tres clairement renforcé la confiance
de Cramer dans la capacité de I'analyse a rendre compte de
I'existence de singularités dans le cours des courbes
algébriques, parfois en opposition avec |'intuition géométrique.
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

D’'Alembert a Euler, 24 mars 1747

”Je me suis appercu comme vous, Monsieur, de I'erreur de M. de
Gua sur le point de rebroussement de la 2% Espece. J'en ay parlé, mais
avec beaucoup de menagemens, dans le memoire sur le calcul integral
que j'ay envoyé a vétre academie le 6 Dec. dernier. J'y parle d’'une
courbe y = x?> + Vx5, qui a un point de cette Espece a son origine, &
j'y refute en passant le raisonnement de M. de Gua, qui consiste a
negliger le terme x> & a ne prendre que y = x? lorsque x = 0."

D’Alembert entre ici dans une dispute de priorité avec Euler sur
la découverte des rebroussements de 2de espéce, a |'occasion
d'échanges assez confus entre les trois hommes en 1748-1749,
qui ne s'achévera qu’'avec une généreuse reconnaissance
publique par Euler de I'antériorité de D'Alembert, en 1752.
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Dispute Euler-D’Alembert

Courbes algébriques Conclusion
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SUR LE POINT DE REBROUSSEMENT

DE LA SECONDE ESPECE
de Mr. le Marquis de PHOrITAL,
erax M. EULER
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AVERTISSEMENT

au fujet des Recherches fur la Préceffion des Equinoxes
' ran M.EULER.

uoique ce Mémoire foit inferé dans le Volume des Mémoires
de I'Académie pour I'Année 1749, Auteur déclare, qu'ilne
Ta compofé qu'aprés avoir li Vexcellent ouvrage de M. D'Avem-
BERT fur cette matitre; & qu'il ne fait pas la moindre préeentiond I
gloire, qui eft dile & celui quia le premier réfolu cetce importante
queftion. Comme il s'eft borné & expofer umquemenr la routs,
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vable de la difcuffion de cette importante matiére, Dailleurs Tou-
vrage de Mr. D'ALEMBERT fut requ dabord avec un applaudiffe-
ment fi général, qu'il a paru fuperflu alors d'informer le public d'un
fait aufli bien conftacé & reconnu de tout le monde.  Mais puisque
ces circonftances pourroient romber dans Foubli avec le tems , on 2
jugé néceffaire d’en inftruire le Public par cet avertiflement : comme
ceft aufli Mr. D’AvenBERT, quia le premier donné le denoilement
fur la nature des courbes, qui ont un point de rebrouflement de It
feconde efpece ou & bec doifeau.
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Cramer, Introduction p. 590 sq

Dans son Analyse des courbes, Cramer proposera pour premier

' : 4 2 2.1 _
exemple la courbe d'équation x* — ax“y — axy” + yaayy =0
pour laquelle il établit, a I'aide de développements en série,
qu'elle présente un rebroussement en bec a |'origine.

e
SE
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De I'existence des points de rebroussement de la seconde espéce

Cramer a Euler, 25 septembre 1750

Dans la lettre accompagnant I'envoi a Berlin d'un exemplaire
de son Introduction adressé a Euler :

"Aprés la publication de vétre bel Ouvrage, je n'aurois pas balancé
a condamner le mien a I'obscurité qui le cachoit dés longtems, si
quelques amis, trop prevenus en ma faveur, ne m’avoient fait des
instances pour le publier, croiant qu’une autre maniére de présenter les
choses, et peutétre la diversité du langage feroient recevoir ce que j'avois
écrit. La vie ambulante que j'ai menée depuis environ 3 ans, et surtout
un voiage de plus d’une année a Paris, ou j'ai vecu dans toute la
dissipation qu'emporte le séjour dans une Capitale et la frequentation du
grand monde, ne m’a point permis de retoucher mon Ouvrage et de
I'enrichir de plusieurs bonnes idées que la Lecture du vétre m'auroit pi
faire naitre. [...] J'en avois dés 4 ou 5 ans changé quelques endroits du
dernier Chaplitre] sur les Rebroussemens, que j'apelle en Bec, au sujet
des éclaircissemens que vous aviez eu la bonté de me donner, dans les
Lettres que nous échangions en ce tems-1a."
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Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Recherches épineuses sur les courbes algébriques

Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et
de I'élimination des inconnues entre équations
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Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Cramer a Euler, 30 septembre 1744

Apres avoir rappelé qu'une courbe est complétement
déterminée par la donnée de ” "+3) points, et ayant a I'esprit
que deux courbes d'ordres m et n se coupent généralement en
mn points, Cramer soumet a Euler un paradoxe sur le nombre
de points d'intersection de deux courbes algébriques d'ordre 3 :

"Cependant, voici qui favorise la pensée de cet Anglois. Deux lignes
du 3¢ ordre se peuvent couper en 9 points. Ainsi une ligne du 3¢ ordre
n'est pas suffisamment déterminée en la faisant passer par 9 points, et de
méme pour les ordres supérieurs. Auriez vous, Monsieur, vous qui savez
si bien approfondir les matiéres, quelque bonne explication de cette
Difficulté."

Comment est-il possible que deux courbes d'ordre 3, distinctes
I'une de I'autre, se coupent en neuf points, alors méme que ces
neuf points devraient définir une unique courbe d'ordre 37
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Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Euler a Cramer, 20 octobre 1744

Euler propose effectivement une solution a ce paradoxe dans
sa réponse du 20 octobre, invoquant la possibilité d'une
dépendance entre les @ équations permettant de
déterminer les coefficients de I'équation de la courbe :

u . . N
Toutes ces reflexions ne [m’ont] servi au commencement qu’a

relever les difficultes du cas, que Vous m’aves bien voulu proposer, mais
enfin j'ai pourtant trouvé la solution de ce doute, dont j'espere que Vous
seres satisfait. Je dis donc, qu'encore qu'il soit vrai, qu’'une ligne de
I'ordre n soit determinée par ”"453" points, cette regle est pourtant
assujettie a quelques exceptions : car I'equation generale des lignes de
I'ordre n ayant "";3” coefficiens a determiner, il peut arriver qu'un pareil
nombre d’equations, qu’on tire d’autant de points donnés, ne soit pas
suffisant pour cet effet : ce qui est evident, lorsque deux ou plusieurs de

ces équations deviennent identiques, ou equivalentes."
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Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Cramer a Euler, 11 novembre 1744

"Souffrés que je vous propose le
Theoréme que j'ai trouvé sur cette
matiére, et que I'amour propre me fait
trouver assés élégant. Soient plusieurs
inconnues z, Y, X, v, etc. et autant
d’equations
Al = Z1z4 Yy + XIx 4+ Viv + etc,
A2 =727 4+ Y2y+X2X + V2v + etc,
A3 =2Z324+ Y3y 4+ X3x+ V3v+ etc,
At =Z%2+ Y4y+X4X + VA4 + etc,,
ol les lettres Al, A2, A3, A%, etc. ne
marquent pas, comme a l'ordinaire,
des puissances de A, mais le premier
membre, supposé connu, de la
premiére, 2e, 3e, 4e etc. equation.
[...] S'il y a deux equations et deux

inconnués, on trouvera
Aly?2_pa2y! zia2_z2A'

z= Zily2_72y1 ety: Zily2_Z72y1-
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Courbes algébriques

Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Cramer a Euler, 11 novembre 1744

"Souffrés que je vous propose le
Theoréme que j'ai trouvé sur cette
matiére, et que I'amour propre me fait
trouver assés élégant. Soient plusieurs
inconnues z, Y, X, v, etc. et autant
d’equations
Al = Z1z 4+ Yly 4+ XIx+ VIv + etc,
A2 =727 4+ Y2y+X2x + V2v + etc,
A3 =2Z324+ Y3y 4+ X3x+ V3v+ etc,
At =Z%2+ Y4y+X4X + VA4 + etc,,
ol les lettres Al, A2, A3, A%, etc. ne
marquent pas, comme a l'ordinaire,
des puissances de A, mais le premier
membre, supposé connu, de la
premiére, 2e, 3e, 4e etc. equation.
[...] S'il y a deux equations et deux

inconnués, on trouvera
_ Aly2_a?y!? _ Z'A2_Z2A
z = Zily2_72y1 ety— Zily2_Z72y1-

APPENDICE 657
ORI
Veyer, pag. 59 6 Go.
Soient pluficurs inconnuesz, y, &, @, ée. & autant d'équations
5 Ty o Xk o s G
2b Xy X ok Vo - G,

ok Ty o X ok V70 ot G,
4ok Ty X Vo o+ e,
.,

ol les letres A, A, A, 4%, Gr e mar

quent pas, comme & Fordinaire, les puiffances d'4, mais

Je prémier membre,, fuppofé connu, de

conde, troifiéme, quatricme &c. ¢quation,
*, . font los coeficients de =; T, I

s I, & ceux
73 e, ceny VY, v coux de vy
Bc. dans la ‘prémiére, feconde, & dquation.
Cette Notation fuppolie, sl n'y a quiune dquatic

qu'une inconnue z; on aura z = 7 Sllya deux dqua-
tions & deux inconnues z & y ; on trouvera z ——
—ATr A —zr 4

A
T — s M=y e Sily a trois
équations & trols inconaucs 7,

AT — A

Z
& x; on trouvera

Y AT e AN X

I'X 4 ZVX 2
AN ZAXNZ AN — 7

2V 21K - 2
2V A = ZV A7

—ZDX —ZV' 07X -2y X2
L Analyfe des Lignes Caurbes. Qooo
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Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Cramer a Euler, 11 novembre 1744

"Donc généralement parlant, le Probléeme est determiné. Mais il y a
des Cas particuliers ol il reste indéterminé, et d’autres ot il devient
impossible. L'un et I'autre peut arriver, quand le Denominateur Commun
de toutes les fractions, qui expriment les valeurs des inconnués, est égal a
zero; c'est a dire, s'il n'y a que deux équations, quand
Z2YY — Z'y?2 = 0. [...] Alors, si les quantitez A1, A2, A3, A%, etc. sont
telles, que les Numerateurs de ces mémes fractions soient aussi égaux a
zero, le Probléme reste indeterminé, comme si aiant autant d’inconnués
on avoit eu une ou plusfieurs] équations de moins."
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Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Cramer a Euler, 11 novembre 1744

"Donc généralement parlant, le Probléeme est determiné. Mais il y a
des Cas particuliers ol il reste indéterminé, et d’autres ot il devient
impossible. L'un et I'autre peut arriver, quand le Denominateur Commun
de toutes les fractions, qui expriment les valeurs des inconnués, est égal a
zero; c'est a dire, s'il n'y a que deux équations, quand
Z2YY — Z'y?2 = 0. [...] Alors, si les quantitez A1, A2, A3, A%, etc. sont
telles, que les Numerateurs de ces mémes fractions soient aussi égaux a
zero, le Probléme reste indeterminé, comme si aiant autant d’inconnués
on avoit eu une ou plusfieurs] équations de moins."

Réponse d'Euler, le 15 décembre 1744 :

"Je suis ravis que Vous ayes été satisfait de la solution de I'enigme
sur la description des lignes courbes par des points donnés, que Vous me
proposates derniérement. Mais il me semble, que la méme solution Vous
avoit été connue bien longtems auparavant; les belles formules, que Vous
avies trouvées pour cet effet n’ayant pu manquer de Vous y conduire
d’abord.”
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Sur un paradoxe a

Deux mémoires d'Euler

Correspondance
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SUR UNE CONTRADICTION APPA-
EENTE DANS LA DOCTRINE DES LIGNES COURBES

rax M. EULER,

L

| croit genéralement quels Geometsie e diflingue des
! autres fciences, parce que tout qu'on y avance eft
fondé fur des démontrations les plus rigoureufes, &
quil ne sy trowve ricn, qui puiffe donner occafion i des contra-
werfes. En cffer, puisque dans la Geometrie on n'admet d'autres pro-
pofitions, que celles qui fone parfitement démontrées, on ne fuae
Toit comprendre, comment on pourroit tomber en difpute. Encore
moins fera- c-il poilible, que deux propofitions folidement prouvées
{oient en contradiction emﬂucé vu que les verités, bicn loin d'é~
tre contraires, f¢ crouvent tovjours dans la plus parfnt: harmonic en-
elles.  Ft quoiquil atrive fouvent dans les ueres feiences qne
deux vericés feparoillent contredire, on ¢(} pourtant bin afluré,
ce wefk quune contradiction appéreate, qui tire pour la plus part .m
origine des idzes moins precifss, ou du deffat dune connoifince

voir gard, Pac¢ fon

radlan
d:&mns -pp-mnm netrouventaucun liew, puisquon et bien eloigné

de e contenter des idécs vagues, &nonfuffilamment détcrminées.
Ee: I

propos des intersections des courbes, et de |

Courbes algébriques

"élimination

1748

des inconnues entre équations

O D LIS T QIR R SR ER ) o ey o)
ﬁs§mﬂ§ﬁ§ﬂ ﬁ&* *l::.’; gigﬁgnm:g
BITEHIRE Rk kg rﬁhﬁtmmms

g siaciasiooneRe: siasiasaris s oltls

DEMONSTRATION
SUR LE NOMBRE DES POINTS, OU
DEUX LIGNES DES ORDRES QUELCONQVES

PEUVENT SE COUPER,

#ar M. EULER.

ans la Piece pricedente juirapporeé fans démonftration
cerce propofition, gue dews lignes courber algebriques,
dont Tune eft de Lordre 1 & Pausre de Povdrs n [t pea-
vent cauper en mn points, La verité de certe propo-
fition eft reconnué de tous les Geometres, quoiqu’on doive avouér,
quon wen trouve nulle part une démonfiration allés rigourcufe. 1
y a des verites génétales , que notre esprit eft prét drembrafler aufli-
ot qu'il en reconnoic la juftefle d.m*quclquescas particuliers : & ccft
pormi cecee efpece de vetités, qu'on peut ranger 3 bon droit Ia pro-
pofition, dont je viens de faire mention, puisqu'on la trouve vraic
non feviement dansquelques, ou FVuheum cas, mais aufli dans une
infinicé de cas differens,  Cependant on conviendra aifement, que
toutes ces preuves infinies ne font pus mpah[-.-e de metere cetee pro.
pofition & abri de touses les objections, qulun adverfaire peuc for-
mer, & qu'il fauc abfolumenc un¢ demontfiatien rigourcnfe, pour le
reduire au filence,

1L Avant
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Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Euler a Cramer, 15 octobre 1750

"A cause de ce defaut et encore d’autres dont mon ouvrage est
defiguré, je Vous felicite d'avoir enrichi le public d’un ouvrage accompli
sur cette matiere, qui etant delivré de tout defaut explique la theorie des
lignes courbes aussi solidement que clairement. J'ai surtout admiré Vos
appendices, qui renferment de trés importans éclaircissemens pour
I'algebre, a laquelle il manque encore, tout comme Vous le remarques
quantité de choses : ou il faut sans doute raporter I'elimination des
inconnues."

A propos de I'élimination des inconnues et de la démonstration
du théoreme sur le nombre de points d'intersection de deux
courbes :

"je vois avec bien du plaisir que Vous aves tiré Votre Demonstration
du menu principe dont je me suis servi en regardant les racines des
équations. Mais Vous avez poussé cette recherche beaucoup plus loin que
moi, ayant trouvé une methode de former d’abord I'equation, qui doit
resulter aprés I’élimination au lieu que je me suis contenté de m’assurer
sur le degré de cette équation."”
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Sur un paradoxe a propos des intersections des courbes, et de I'élimination des inconnues entre équations

Euler a Cramer, 2 novembre 1751

Apres avoir défendu sa propre méthode, Euler ajoute quelques
réserves a posteriori :

"Je dois pourtant avouer que je n'en ai pu tirer les avantages dont
je m’etois flatté car pour peu que les equations sont compliquées, on
tombe d’abord dans des formules si embrouillées qu’on perd toute la
patience de poursuivre le calcul.”

Par ailleurs, il convient que les notations de Cramer présentent
bien des avantages :

"Plus que je considere la maniere d’'exprimer Vos formules pour les
facteurs des racines des équations, plus j'en admire les avantages qu’elle
fournit dans cette espece de recherches, et je ne doute pas qu'une
semblable methode de s’exprimer ne soit propre a porter toute I'algebre a
un plus haut degré de perfection.”
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En conclusion : deux "Introductions" aux destins liés
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Deux "Introductions" aux destins liés

INTRODUCTIO INTRODUCTION

IN ANALTSIN

INFINITORUM LANALYSE

AUCTORE DEsS

LEONHARDO EULERO, LIGNES COURBES

Profiffore Regio BEROLINENS1, € Avademie Inm-

ALGE
perialis Scientiarum PETROPOLITANE GEBRI QUES.
Socto. i
: TOMUS SECUNDUS. GABRIEL CRAMER,

: Lrofoffour de Philofophie & de Mathématigues ;

des Académies & Socidrés Royales de Londyes,
de Berlin , dp Monzpellier , de Lyon , & de L A-
cadémic de D Inflitur de Bologne.

&
A GENEVE,

Chez fes FRerEs Cramer & Cr. PHILIBERT.
—_—
MDCCXLVIIL IMEDEGICHL.

LAUSANN E,\g
Apud MarRcuM-MicHAELEM BousQUET & Socios.
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Merci de votre attention.

CRAMER
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