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INTRODUCTION

En micreoéconomie, beaucoup de comportements sont gualitatifs.

I1 arrive alors fréquemment gue le chercheur, intéressé par 1'ex-
plication ou par le pouvoir explicatif de ces phénoménes, utilise
comme outil d'analyse la régression multivariée incluant donc des
variables qualitatives. Celles-ci peuvent étre de deux sortes, di-
chotomigques d’'une part, polytomigues d'autre part, ces derniéres

constituant une généralisation des précédentes.
A sitre d'illustration, considérons 1'événement
£ = {possession d'un diplfme par un individu}

Si nous nous intéressons exclusivement & la possession ou non d'un
dipléme, nous définissons alors une variable dichotomigue gue nous
codons 1 si 1'individu possede un dipléme et 0O sinon. Le choix de
ces valeurs, de méme gque leur affectation & une modalité plutdt

qu'd l'autre est tcotalement arbitraire. Seul importe ce tenir compte
de 1’échelle de valeurs ainsi gue de l'utilisation des wvaleurs re-

tenues lors de 1'intrerprétation du probleéme.

De telles variables peuvent 8tre selon les cas, endogenes ou exogénes.
L'estimation d'un modéle comportant des variables gualitatives exclu-
sivement explicatives ne présente auvcune difficulté, si ce n’est dans
Tk

i'interprétation a donner aux estimeteurs des prarmetres inconnus de
o)

ces veriatles. Imegincns par exemple un modéle lingaire cu type



yi = 3 + bxi - Si

dans leguel ¥s est yne variable continue, par exemple lg rever
de 1’'individu i et X4 une variable dichotomique représentant I
possession ou ncn Q'un dipldme par ce méme individu. Cans le
oG x4 prend la valeur 1 leorsque 1'individu & un dipléme et la2
valeur 0 dane le cas ccntraire, alors 1l'estimateur 5 2y peraméire
inconnu b s'interpréte comme l'avantage de salaire cont pEnéficie

un individu dipldmé par rapport & un individu non diplédm

o

Dans un mod&le & variable dépendante dichotomigue, l'interprita-
a

tion & donner & la variation d'une variable exogéne gualitativ

[u)

est éguivalente, la principale différence réside dans le procé-
dure d’estimation de cette variation puisgue les hypothéses
généralement admises, gu'elles soient relatives sux erreurs cu &

la forme du modéle ne scnt plus respectées.

Le but de cet ouvrage est de faire le point sur les sclutions
apportées & 1'estimation de modéle & variable dépendante gualita-

tive {dichotomigue ou polytomigue).

Les trois premiers chapitres sont consacrés & 1'étude du mogdle

& variable endogene dichotomique. Le chapitre T examine les dif-
ficultés d'estimation du modéle linéaire par les méthodas usuelles
de régression et conclut, en raison de la nature particuligére de
la variable expliguée, & 1l'abandon de la représentaticn linéaire.
A partir de ceci, le chapitreIl propose diverses formulatiors

non linéeires permettant de tenir compte du caractére de la
variable endogéne. Malheureusement les estimations, & priori
séduisantes, de ces formulations souldvent des cdifficultés écono-
métrigues impertantes et principalement celles du groupement des
données et de la trarsformation d'un modéle ncon liréaire en un
modéle linéaire. Le chapitre III expose alers une technique

d'estimation de données individuelles sous 1'hypoth2se d'une



représentation logistigue du fnom?a, par la méthode du

maximum de vralserblance qui fre 1l'avantege d'éliminer les

inconvénients précités.

Les deux derniers chapitres de cet ouvrage généralisent la
représentation logistigue précédente et la procédure d’estima-
tion du maximum de vraisemblance & deux modéles économétrigues
particuliers. Ainsi le chapitre IV expose 1'estimation du

modéle & variable dépendante pclytomigue, aleors que le chapitre

V présente un systéme d’équation simultanée & variables endogénes

gualitatives.

Chaque fois que cela nous a été possible, nous avons illustré
les différents chapitres de cet ouvrage d'exemples pratigues
d'estimation afin de le rendre accessible au lecteur peu fami-

liarisé avec les présentations &conométriques théorigues.



CHAPITRE I
LA FONCTION DE PROBABILITE LINEAIRE

Ce chapitre a pour objet 1'étude de l’estimation de la probabi-
lité de réalisation d'un événement E étant donné un certain nombre
de caractéristiques associées a cette éventualité, sous 1’hypo-
thése d'une représentation linéaire du phénoméne. Le modéle
économétrigue sous-jacent ne vérifie plus les hypothéses clas-
siques des moindres carrés ordinaires d'une part, la définition

de 1la probabilité d'autre part. Si nous pouvons fecilement pallier
le premier inconvénient en conservant la forme du modéle, le

second, quant & lui incite & la rejeter brutalement.

T.1. CONDITIONS Q'ESTIMATION PAR LES MOINDRES
CARRES ORDINAIRES

Considérons 1’événement

E = { réussite d'un individu & 1’'examen de fin d'année d'études }

Notons

vy T 1 si cet événement se réalise pour 1'individu i
y. = 0 sinon.

Yi

Supposons que la variable y., qui dans le cas présent est une va-
i
riable dichotomigue, scit déterminée par k variables excgénes in-

dépendantes et fixes, x (binaires ou non). L’hypoth&se 1la plus



simple gue nous pouvons formuler lersgu'une relation est supposée

axister entre un certain nombre de variebles est 1'hypothese de

Jn
t

2, C'est-a-dire que nous avons le modele :
X, . * e, i=11....,n

B¥ry T8y e

ou g5 est un terme d'erreur aléatoire sdditif.

Ce gue nous pouvons encore écrire :

i
, = B+ e, i=1,...,
Yi X i i n

ol B est le vecteur d'ordre (k + 1, 1) des paramétres inconnus et

=8

x~ le vecteur d'prdre (1, k + 1) des variables explicatives asso-

ciées & 1'individu i.

L’estimation des param&tres inconnus du modéle par la mé&thode des
moindres carrés ordinaires n'est valide que si les hypothe&ses ci-

dessous sont vérifiges :

E(e,} =0 v,
1 1

Ele.e,) = o2 pour i = j
= 0 sinon.

C'est-&-dire si les erreurs aléatoires ont une espérance mathématique
nulle et sont homoscédastiques et indépendantes. Cette derniére hypo-
thése revient & formuler gque le comportement de 1'individu i est
indépendant du cemportement de 1'individu j et gue ls variance de

1’erreur est identique quel gue soit 1'individu.

tes estimateurs BK’ obtenus par minimisation de la somme des carrés
des écarts verticaux, sont linéaires par rapport 3 la variable
endogene vy Sous 1'hypothése de nullité cde 1’espérance mathématigue

des erreurs ils sont centrés ou sans biais. Sous 1'hypothése

ndépendance et d’homoscédasticité des erreurs, leur variance est



avec o =
X

'eprgz le théor2me de GAUSS-MARKOV, tout autre estimateur

Bk’ non biaisé et linéaire par rapport & le variable endeg

possé&ce une variance supérieure & celle de Bi+ Aussi les
teurs des moindres carrés ordinaires scent-ils & variance miniwale
Etant de plus linéairés et centrés ce sont alors des estimateurs

BLUE {3est tLinear Unbilased Estimator). Ouire les hypothéses orécé-

Q.
@
pol
ot
o
o
[}
c

:r les erreurs aléatoires €50 11 est généralement acmis gue
ceiles-ci suivent une lci normale d’espérance mathématicus ~ulle et

de variance o2 Soit :

exp S S — E%}

De cette hypothese découle la possibilité de tester la pertinesnce
des variables exogénes supposées déterminer le phénoméne sxpligué

et a fortiori celle de construire des intervalles de confiance

pour les paramétres inconnus du modéle.

Si !1'hypothése de normelité des erreurs n'est pas acceptable alors

les tests de significetivité des variables, du type tests ce STUDENT




I.Z. CONSEQUENCES DU CARALTERE DICHOTGMIQUE
DE Y4

Rappelons que le modéle & estimer est de la forme

vy = xig v ey i=1,...,n
dans lequel y; prend la valeur 1 si 1’evenement expligué se

réalise pour l’individu i, et O sinon.

La variable endogéne y;i, ne pouvant prendre que deux valeurs,
est une variable aléatoire indicatrice dont 1'espérance mathéma-

tique conditionnelle est égale &
Efy,x3) = Probly; = 0]x*} . 0 + Probly, = 1%} L1 = Probly; = 1]x%)

Sous 1'hypothése de nullité de 1’espérance mathématique de 1'erreur

aléatoire g;, nous avons

E(yi]xi) = xig
B'otd

Prob{y{ = 1|xi} = xiB

En raiscn du caractéere dichotomique de la variable endogéne son
espérance mathématique n'est rien d'autre gue la probabilité condi-
tionnelle de réalisation de 1'événement expliqué étent donné le
vactedr des variables exogénes xi (d'ol le nom de fonction de

prchabilité linéaire donné au modéle ci-dessous). Autrement dit,

bt

a valeur calculée du moddle est une estimation de la probabilité
conditicnnelle de réalisation assoccilée & 1la valeur 1 de la variable

endogéne.



Il est encore fréquent de voir css estimations d'un tel modéle
par la méthode des moindres carrés crdinaires bien gue les hypoc-
theéses relatives & cette méthode ne soient plus vérifiéss. Pour
s'en convaincre, calculens la varience cu terme aléatoirs €; -

Celui-ci ne peut prendre que deux valeurs, & savoir

gr = 1 - xi8 siy; =1

€5 = ~xX'B siy; =0

Sous 1'hypothése de nullité de 1'espérance mathématique de 1'erreur

aléatoire, nous avons

Ee) = Proble;=-x'8) (-x*8) + Prob{e;=1-x'g} (1-x78] = 0

Or

Prob{e;=-x1g} + Proble;=1-x'8} = 1

Bone

Prob{ei=-xi8} - 1 - Prop{e,=1-x'g}

En remplagant cette dermiére expression dans celle de 1'espérance

mathématique de g4, il vient :

Prob{€i=-xi8} =1 - x3g

et

Prob{ei=1—xi8} = xiB

Dans le cas discret, la variance de 1’erreur aléatoire s'exprime

de la fagon suivante

verle;) = :(eizl = Prob{ei=xi8}(—xi8]2 + Prub{gi=1‘xi8}[1-xiﬁ)2

Soit en remplagant les probabilités per leurs valeurs

Ele;2) = xTgli-xg) = o243



De méme

E(e.2) = xj8(1 - xjs] = g2,
3 33

Les erreurs aléateoire n’étant pas homoscédastigues, les estimateurs

des param@étres inconnus du modéle, obtenus par la méthode des

moindres carrés ordinaires bien que lingaires et cenirés sont

néanmoins inefficients. Négliger 1'hétéroscédasticité des erreurs

reviendrait & sous-estimer les vraies variances des estimateurs

des paramétres inconnus et donc & biaiser les tests vers l'accep-

tation d’hypothése.

I.3. ESTIMATION PAR LES MOINDRES CARRES GENERALISES

Pour pallier le probléme de 1'hétéroscédasticité des erreurs,

il est alors nécessaire d’estimer les parameétres incennus du
modéle par le méthode des moindres carrés généralisés ou méthode
de Aitken. Celle-cil consiste & transformer le modele initial de
telle sorte qu'ex post les erresurs deviennent homoscédastiques.
Pour ce faire, 11 suffit alors de pondérer chaque observation par
1'inverse de 1'écart-type de 1'erreur correspondante. Le modéle &
estimer est de la forme :

Vi T Byt By Xyt T BX Yoey

avec Ele.) = 0
i

Ele.e,) = 02, = g2A2
i73 i

ii pour i = j

3 pour i # j

En divisant par 1'écart-type de l'erreur il vient

A 8 X . X, . €. .o
_3;=_O_+8 l:]'+__,-0-5 K1+—l 1=t weeen
X A 1A k X, A
i i i i i
£i
De ce fait, 1'erreur transformée, P est bien homoscédastique.
En effet, *

€. 4 23,2

var{-=} = — Var (g;) = — = 02 ¥4

AL A, i Al 1
i i i
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L’application de la méthode des moindres carrés crdinaires sur

le modéle transformé permet alcrs de découvrir les estimateurs
des moindres carrés généralisés du modéle initial. Ces estima-
teurs, linéaires par repport & la variable endogéne y; et centrés,
sont & variance minimale. Par conségquent ce sont des estimateurs
BLUE.

Dans le cas qui nous préoccupe, les variances des erreurs étant
inconnues, la méthode de Aitken pure n’est pas réalisable. Il est
donc indispensable de donner auparavant, une estimation convergente
de chacune des erreurs. Mac Gillivray ("Econometrica®, Vol.38, n°S,
1970, pp.775-776) suggére de prendre comme estimateur de la variance

1'expression suivante :

Var(eil = yi(1-yi]

ol y; est la valsur calculée du modéle.
Yy < XiB ey

estimé par la méthode des moindres carrés ordinaires.

Cependant, il n'est pas exclu gue certaines veriances soient néga-
tives. Il est alors possible de tourner la difficulté en choisis-
sant de prendre

varle;) = |yi (1-yy)]

Bien que l'estimatien de la fonction de probabilité linéaire par

la méthode des moindres carrés généralisés constitue une amélio-
ration par rapport & son estimation par les moindres carrés ordi-
naires, il n’en reste pas meins qu’'un probléme important subsiste.

En effet, 1'hypothése de normalité des erreurs habituellement
postulée pour juger de la significetivité des variables n'est plus
acceptable dans le cas d'un modéle & variable dépendante dichotomigue.
La raison en est gue l'erreur aléatoire prend ses valeurs dans

1'intervalle [—xla. 1-xis] et non pas dans 1’'intervalle ]-w,w{.

De ce fait, les tests de significativité des variablies, du type

tests de Student, sont nécessairement biaisés.



Hormis ceci, un probléme impertant subsiste, & savoir gue le
mocéle linéaire est inadéguat pour représenter une probabilité.
En effet, la valeur calculée

vy = )

n'est rien d'autre que l’estimation de la probabilité condition-
nzlle de réalisation de 1'événsment expliguée. La caractéristique
d’une probabilité est d’étre comprise enire zéro et un. Or avec
le modéle linéaire, rien ne nous assure gue la valeur calculée
restera comprise dans cet intervalle.

b
Ply=1]x) 9=x8

vraie fonction

Ceci est un handicap sérieux lorsgu'il faut établir des prédic-
tions et plutdt que d'estimer une fonction de probabilité linésire
il est préférable d'estimer une fonction non linéaire prenant ses
valeurs dans 1'intervalle [G,1] et Zans laguelle v; est une fonction

non décroissante de x*8.



3P APPLICATION

Les résultats présentés zpres scont obtenus & partir d’un

échantillon de 214 étudiants inscrits pour la premiére fois

a 1'U.E.R. de Médecine de 1l’Université de Uijon, au début de

1’année scolaire 1974-75%, L'svinement expliqué est la réussite

d’un étudiant & 1'examen de fin d'année d’études. Les variables
exogénes supposées déterminer ce phénoméne? ainsi que le signe
attendu des coefficients ce régression (un signe positif augmente

la probabilité de réussite, un signe négatif augmente la proba-
bilité d’échec) sont les suiventes :

%E anticipé

1. Taille de la commune de résidence 5

des parents

2. Revenus mensuels des parents +

Age de 1’étudiant -

4, Résultat & un test d'aptitude logigque +

5. Résultat & un test de personnalité -

5. Moyenne & 1'écrit du baccalauréat +

7. Etudes précédentes -
1 si 1'étudiant était déjad dans le supérieur en 74/75
0 sinon

8. Origine du seccngaire *

1 si 1'étudiant a effectué ses Etudes secondaires
dans un établissement public,

0 sinon

9. .Baccaltauréet: scientifigue +
1 si 1'étudiant posséde un bac. série C
0 sinon

10. Baccalauréat non scientifique -
1 si 1'étudiant posséde un bac série A,B,F ou G,
0 sinon.

! Cet échantillon fait partie d'une étude réalisée par 1’ Institut
de Recherche sur 1'Economie de 1'Education et financé par le
Service d’Etudes et d’'Informations Statistigues du Ministére des
Universités.

2 yoir 2 ce propos, A. MINGAT, "La premiére année d'études, la
réussite, 1'abandon, 1'échec”. Cahier de 1'IREDY n® 23,
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Les résultats obtenus par les moindres carrfs crdinraires

les suivants :

sont

VARIABLE COEFFICIENT
Taille de la commune - 0,043%
Revenus des parents/1000 5,013
Age/10 - 0,455
Test logique 3,038
Test de personnalité/10 - 3,635
Moyenne & 1'écrit du bac G,078%*
Etudes précédentes 9,232*
Origine du secondaire 0,050
Baccalauréat C Q,233"**
Baccalauréat A, B, F, G - 0,088
Constante G,207

RZ = 0,30

TABLEAU I.1. : ESTIMATION DE LA FONCTION DE PROBABILITE
LINEAIRE PAR LES MOINDRES CARRES ORDINAIRES.

Les tests de significativité des variables sont construits sous
1'hypothése de normalité des erreurs. lLes seuils retenus sont
les suivants :

*=10 % o5y R 1

Posons-nous la question de savoir s'il est licite d’estimer ce

moddle par les moindres carrés ordinaires et par conséquent si

nous pouvons accepter 1'hypothése d'homoscédasticité des erresurs.

Pour ce faire, il suffit de construire un test de non-homoscédasticitél
basg sur l'estimation du modéle pour deux sous-populations. La
comparaison du rapport entre la somme des carrés des résidus du

modéle estimé par les moindres carrés ordinaires sur la premiére
sous-population et la somme des carrés des résidus du modeéle
estim@ par la méme méthode sur la seconde sous-pepulation avec un
F de Fisher théorique, indique que nous ne pouvons pas écarter

1’hypothése que les erreurs soient en fait hétéroscédastiques.

! Pour une description théorique de ce test, voir Theil, H.
"Principles of Econometrics”, Wiley, New-York. 1871 - pp.186-187.
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En effet, nous obtenons

SS de la 1ére sous-population
SS de la 2eme sous-population

= 2,43

alors que F[n1 - 11, n, - 11) = 1,38 {avec n, et sy les effectifs

2
de chacune des deux sous-populationsl}.

1

L'estimation du modéle linéaire de réussite par la méthode de Aitken

réalisable est alors la suivante :

VARIABLE COEFFICIENT
Taille de la commune - 0,028
Revenus des parents/1000 0,013*
Age/10 - 0,430™"
Test logicue 0,001
Test de personnalité/10 - 0,030'**
Meyenne & 1'écrit du bac 0,078%**
Etudes précédentes 0,208*
Origine du secondaire 0,074
Baccalauréat C 0,210%*
Baccalauréat A, B, F, G - 0,129
Constante 0,174

rR? = 0,29

TABLEAU I.2.: ESTIMATION DE LA FONCTION DE PROBABILITE
LINEAIRE PAR LES MUINDRES CARRES GENERALISES.

Alors qu’ad 1’issue de l'estimation du modéle par les moindres
carrés ordinaires, seulement cing variables sur les dix initia-
lement retenues sont significatives & un seuil au moins égal & 10 %,
avec la méthode des moindres carrés généralisés, trois variables
supplémentaires sont significatives. Etant donné que 1'hypotheése

de non normalité des erreurs (voir histogramme des résidus) défa-
vorise aussi blen les tests dans 1’une ou 1l'autre méthode, il faut
attribuer cette supériorité de significativité & une plus grande

efficience des estimateurs des moindres carrés généralisés.
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I1 suffit pour s'en conveincre de comparer les variances des

estimateurs obtenus par l’une =t 1'autre méthode :

VARIANCE DES ESTIMATEURS

DESMC O DES M C G
Taille de la commune 0,668.107° 0,371.107°
Revenus des parents 0,936.10 17 0,438.10" 10
Age 0.606.10°° 0,352.107°
Test logique 0,442.10"" 0,144.107"
Test de personnalité 1,231.10°° 0,709.10"8
Moyenne & 1'écrit du bac 0,241.'10“5 0,132.10_5
Etudes précédentes 0,158.10° [1,133.']!3_1
Origine du secondaire 0,558.10—2 0,275.10-2
Baccalauréat C 0,358.1072 0,209.1072
Baccalauréat A,B,F,G *1,58 1072 0,387.107°

GRAPHIQUE I.3. = HISTOGRAMME DES RESIDUS.
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Nous donnons ci-aprés les prédictions de la probabilité de

réussite pour un sous-échantillon aléatoire de 40 €t

N° d'ob- | veleur [Predictim|Prédiction{N® d’'ob- | valeur Prédiction
servation § observée| M C O MCG servationjobservée; M C © MCG
159 1 0,680 0,865 67 s} 0,228 3,242
188 o] -0,103 -0,031 148 & -0,1G7 -0,099
76 8] -0,018 -0,014 163 1 0,552 G,583
167 1 0,475 0,448 47 1 2,291 0,300
7 o] -0,033 -0,038 106 8] 0,313 0,288
34 1 0,958 0,841 102 0 0,448 0,447
81 0 0,502 0,461 187 1 0,611 0,614
20 1 0,668 0,847 33 8] 0,184 0,188
66 1 0,857 0,646 23 1 0,443 0,452
127 0 0,265 0,278 178 0 0,612 0,6ecs
5 0 ~-0,043 -0,025 2 8] G,076 0,082
212 0 0,180 0,200 158 0 0,147 0,189
44 0 0,318 0,359 103 0 0,594 0,573
184 1 0,458 G, 448 81 1 8,826 0,582
121 0 0,021 0,094 178 0 0,028 0,035
S7 1 0,185 0,188 93 0 0,528 0,585
118 o] 0,000 -0,002 75 1 0,432 0,414
111 1 1,055 1,017 101 o] -0,011 -0,023
21 1 0,046 0,085 168 o] -C,047 -0,023
162 0 -0,318 -0,312 12 0 0,182 0,168
TABLEAU I.4.: PREDICTIONS DE LA PROBABILITE LINEAIRE PAR LES
MOINDRES CARRES ORDINAIRES ET LES MOINDRES CARRES
GENERALISES.
Si nous calculons pour chague modéle, la distance entre les valeurs

observées et les valeurs prédites ci-dessus, nous o

prédiction des moindres carrés ordinaires

btenons
5,11

prédiction des moindres carrés généralisés: 5,06




Ainsi pour 1'échantiilon ccnsidére, et toutes choses égales

par ailleurs, lss précicticns obtenues par les moindres carrés
généralisés sont meilleures que celles obtenues par les moindres
carrés orginaires. Il n’en reste pas moins gu'un probléme impor-
tant subsiste, & savoir gue la forme linéaire est inadéquate pour
représenter une prebabilité. Il en est pour preuve les prédictions
figurant au tableau précédent et dans leguel certains individus

ont une probabilité de rséussite négative, voire supérieure & un.
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CHAPITRE II

LES TECHNIQUES B'ESTIMATION DE DONNEES
GROUPEES

Le modéle de régression linéaire présente de nombreux inconvénients
parmi lesquels celuli de ne pas imposer & la valeur calculée du

modéle d’&tre comprise dans 1’intervalle [D,ﬂ . Un moyen d’éviter

cet écueil consiste alors & représenter le phénomé@ne expliqué par

une forme non linéaire variant dans 1’intervalle [G,ﬂ , puis par
transformation du modéle & se ramener 3 1'expression linéaire usuelle.
Cette procédure, calquée sur les pratiques des biologistes, nécessite

au préalable la définition de données groupées.

Plusieurs méthodes sont alors possibles, mais toutes présentent
1’inconvénient de réduire considérablement 1'information disponible ,

d'une part, d'imposer l'arbitraire & 1’andyste d'asutre part.



II.1. PROBIT ANALYSIS?

Cette méthode, comme la plupart des autres présentées

ci-aprés, @ &té utilisée en premier lieu par les biologistes

pour expliguer les effets d'un polson ou d'une drogue sur une
population d'animaux ou de plantes. Les réponses d’individus

a un quelcongue stimulus, qu’examinent ces chercheurs sont compa-
rables & certaines réactions d'agents économigues. Par exemple,
pour chagque famille, il existe un certain niveau de revenu en-
degd duquel elle ne posséde pas d’automobile et au-deld duguel
elle en poss&de une. Ce niveau gu'un bicleogiste appellerait
tolérance est une variable aléatoire et peut donc &tre caractérisé
par une fonction de densité de probabilité. Si un revenu X, est
attribué & une famille et si flx) représente la densité de la
tolérance alors la probabilité de réalisation de 1'événement

pour cette famille est donnée par
X

P =f ° flx)dx
]

Dans le cas précis de la Probit Analysis, supposons une population
d’animaux sur lagquelle nous étudions lesc effets de différentes doses
de poison. Cette population est répartie en G groupes s i=1,...,G.
A chaque animal d'un groupe n; nous administrons une dose ti de
poison. Notons yij = 1 si l’animal j du groupe i meurt a la suite

de 1'injection ti de drogue, et yij = 0 sinon. Soit Prob{yij=1}

la probabilité gu'un animal du groupe 1 ne survive pas et (a+bti)

le niveau de poison & partir dugquel 1'animal meurt. Si nous repré-
sentons cette probabilité par une fonction non décroissante de ti’

nous avons

Prob(yij=1} = F(a+btiJ

1 Le terme "Probit” proposé par C.I. BLISS [1834) est la contrac-
tion de "Probability Unit”.
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oll F est une fonction de répartition de sorte e p, est

Gu
' i
nécessairement comprise dans 1'intervalle {0,11.

N P . i . N o L aras
De fagon plus générale, soit x8 le niveau a partir duquel 1’éve-

nement expliqué se réalise. Le modéle s’é&crit alers
Prob{y..=1} = F[xie).
ij

l.a Probit Analysis consiste & utiliser pour F la fonction ce
répartition d'une variable aléatcire normale centrée réduite.
Elle nécessite au préalable la définition de données groupées
afin de remplacer la variable dichotomigue expliguée par se

fréquence d'apparition dans chague groupe initialement défini.

Soit Bi’ 1’estimateur de la probabilité de réalisation de
1'événement expligué & 1'intérieur de chague groupe i, nous

avons donc

n
~ 1
= e I . i =
Py = LS i 1,...,6
J

Soit F(%S] la fonction de densité de probabilité du niveau de
reaction de 1'individu i; ﬁi peut alors étre représenté de la

fagon suivante

Lo ot mete 7 e e o




e

ans le cas de 1'utilisation d’une variable zléatcire normale

entrée réduite nous avons donc

0

xlS
p. = 2 exp {- 1-Uz}du
i [ 2
21 o
En posant Zi = xls, il vient alors
. 1 /'zi
D, = == exp {- = Uz}du
i
\fZH o

Ainsi la Probit Analysis consiste & remplacer une variable
contrainte par une variable Zi prenant ses valeurs dans l'inter-
valle ]“w, «»[. Désormais, 1l est possible d’adopter le modéle de

régression lingaire, & savoir
zi=x13+gi 1=1, «en , G

avec les hypothéses

Ele,) =0 Vi
1

n
a
he}
8]
[
5
"
1
.

E(siajl

et d’estimer ce modéle par la méthode des moindres carrés ordinaires.
Toutefois il est nécessaire gu'il existe dans chaque groupe d'indi-
vidus préalablement défini au moins un individu pour legquel 1'éve-
nement expligué se réalise, sinon Zi n'est pas déterminé. Outre
cette restriction, la Probit Analysis présente deux inconvénients
majeurs. Le calcul de 1'intégrale ci-dessus n'est pas simple et
nécessite le recours & un processus numérique. Quand bien méme

cela ne serait pas, 1'analyse des phénoménes économiques n'est

pas analogue & 1'analyse des phénomeénes biologiques et en aucun

cas 1’économétre ne dispose de données groupées. Or mis & nart
l’arbitraire que cette technigue impose, il est extrémement dif-
ficile de grouper les individus selon les valeurs de leurs variables

et ceci d'autasnrt plus gue leur nombre est élevé.



T1.2. LOGIT ARALYSISI

3

Alors gue la b1

nalysis utilise la feoncticn de répertition
d’'une variable =ifatoire normale centrée réduite pcur contraindre

la valeur calcul&e Ze la variable dépendante dans 1'intervalls [0,1],
la Logit Amalysis utilise gquant & elle la fonction de distribution
logistigue standardisée. Cette fonction, connue &galement sous le

nom de loci de Verhulst, s'écrit de la fagon suivante

y = ————— -® < x < +®

Employée aussi bien dans le cas de données groupées que dans le cas
de données individuelles (cf.chapitre III : L'analyse logistigue
des données individuelles), cette fonction m@rite une attention
particuliére en raison de sa simplicité, comparativement aux

autres foncticns utilisées dans l'estimation de modéles & variable

dépendante dichotomigue.

Cette fonction posside les propriétés suivantes : lorsgue x = 0,
y = % ; lorsque x = -», y = 0 et lorsque x = », y = 1. Cette fonc-

tion admet donc O et 1 cormme asymptote. Le point x = C et y = %

est centre de symeétrie. La pente en chaque point est égale &

2y -
™ by (1 v

Au point x = 0, la pente attend sa valeur maximale, & savoir %.

Etant donné gue la dérivée seconde de y par rapport & x s'annule

en ce point, celui-ci est également point d'inflexion. La repré-

sentation graphigue de cette fonction est alors la suivante

1 Le terme "Logit” proposé par J. BERKSON (1844} est la contraction
de "lLogistic Unit".
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SIS

La dérivée de y par rapport & x, & savoir

dy

E; = by[‘l—y]

est quant & elle une parabole dont le meximum %—est atteint

1 P
y = 5. La représentation graphique de cette dérivée est alors

1a suilvante :

A
gy
dx
b
ry }
’ i
d2y 1 a2y
!
a7 7Y . a7 0
|
t
1
I
!
i
|
i
0 G,5 1 bl

Pour reprendre la terminolpgie utilisée dans 1l'exposé de la

frobit Analysis, rzppelons que le mod

it

lg 2 estimer est de la
forme

Prob{yij=1} = F[xiB)
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Si ncus adoptocns la fonction logistique pour représenter le
phénoméne &tugié, nous avons alors

=4} =
Prob{yij }

Nous pouvons donc écrire

-XiB
1 e
1 - Prob{y,.=1} = 1 - T = 5
+J -x78 -x"B
1+e 1+e
Prob{y, .=1} i
Seoit encore SRR N ER— ex 8

En prenant le logarithme des deux membres, nous avons :

Praob{y, =1} .
N SV
1-Prob{yij=1}

Ainsi comme dans la Probit Analysis, nous sommes ramenés au modéle
linéaire classique. Si nous estimons la probabilité de réslisation
de 1'événement expliqué par sa fréquence d’'apparition dans chaqgue

groupe d'individus préalablement dé&fini, nous avons alors

D, .
In 1~ = xls
1—pi
ny
~ 1 - X
avec Di = — I yi_ i=1, ..., 606
nj =1 J

L& encore il est possible d'utiliser les moindres carrés ordinaires
pour découvrir les estimateurs des paramétres inconnus du modéle.
Cette méthode, séduisante par sa simplicité nécessite 1'usage de
données groupées. Bien qu'il soit toujours possible de partitionner
les individus d'un échantillon selon les valeurs des variables qui
leur sont affectées, il est cependant préférable de développer des
méthodes utilisant des données individuelles de maniére & éviter

1’inconvénient des groupes vides d'une part, & ne pas réduire



'information disponibls lorsgue 1'dchantillon des ohozcovabines

est réduit, d'autre part.

A ces problémes s’ajoute celui de l'estimation du modéle. En effet
la Logit Amelysis, telle qu'elle a été présentée ci-dessus, repose
sur la trnsformation d’un modéle non linéaire en un modéle linéaira.
Or, cette transformation ne s’'applique pas seulemsnt aux variables
endogéne et sxogénes mais également au terme d'erreur aléatoirs,

si bien que celui-ci ne satisfait plus les hypothéses usuelles.

En effet, nous avons

~ 1

B, = €

—————me "
1+e-x13 i
En opérant 1la transformation décrite ci-dessus, nous avons en

réalité le modeéle suivant

el

Py _d egl1ve *78)
-

1, e B e t14exiB)

Soit en prenant le logaerithme des deux membres

Bi . X -xig o -x38_ -x1i8
in ;f:— = in [treyl1+e T F)]- 1n [e €, (1+e )]
Py
et non pas

i
= x"B + g,

In i

1-p.
pl

En toute logique, ce modéle ne constitue en aucun cas le

transformé du modéle initial. Son estimation revient & ne pas

tenir compte des caractéristiques de 1’erreur aléatoire supposée
représenter les facteurs omis lors de 1'explication de la fréquence
d'apparition de 1’événement considéré. Or ce faisant, 1'estimation
de la probabilité est nécessairement bisisée. Pour pallier cet
inconvénient, i1 serait alors préférable de ne pas transformer

le modéle, ce gqui permettrait non seulement de résoudre le probléme
du groupement d’individus, mais également celuil dss tests de signi-

ficativité des variables supposées déterminer le phénom&ne expliqué.
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[l

I.3. TRANSFORMATIONS DE LA FONCTION
PROBABILITE LINEAIRE

e
o=

ta différence essentiglle entre les méthodes de transfermetion

de la fonction de probabilité linéaire et les méthodes présentées
ci-dessus, réside dars 1’introcduction ex post de la non lingarité
d*une part, dans la nature des données traitées d*autre part,
ouisque ces méthodes ne nécessitent pas la définition préalable
de groupes d’individus selon les valeurs des variables exogeénes
qui leur sont affectées mais la définition des groupes d'indi-
vidus selon la valeur calculée de leur probabilité de réalisation
de 1'évenement expligqué ou selon le caractére cichotomigue de la

varisble endogéne &tudiée.

La méthode dite de transformation logistique de la fonction de
probabilité linéaire consiste & ranger en classes les valeurs

prédites obtenues lors de 1'estimation de la forme linéaire
i
= +
¥ x"B €

et a calculer pour chacune d'elle 1’expressicn

£= 1n (L)
1-y

ol 9 représente la moyenne des prédictions de chaque intervalle,
obtenue par la méthode des moindres carrés généralisés, appliguée

au modéle

vy = xls + €4
ta régressicn linéaire de cette expression sur les centres de
classes permet de mettre en relation { avec ; et daonc indirectement
avec le vecteur des variables exogénes. 0On exprime alors la proba-
bilité de 1'événement considéré, d’un individu i, de la fagon
suivante :

N 1
Prob {yi=1} =

R
1+e 2
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Si cette méthode permet de ne plus obtenir des valeurs prédites
négatives ou supfrieures & un, elle n'est cependant pas totelement
satisfaisante car elle est basée sur l'estimation de la fonction
de probabilité linéaire par les moindres carrés généralisés, or
les tests de significativité des variables sont nécessairement
biaisés. De plus, elle nécessite la définition arbitraire 4’inter-

valles pour les valeurs Qi.

La méthode dite de transformetion de Warner de la fonction ce probabilité

linéaire consiste & estimer le probabilité de réalisaticn de 1'éveénement

expligué par
A eﬁ[xi]

Prob{yi=1} = —

1+eD[xll

ou 5 est l’estimateur de la fonction discriminante. Cette fonc-

tion est en relation avec y de la fagon suilvante

avec K =
N4No NN

- (x14%2) 8
Nq+Nz  Nq*Nz ?

et éo 1’estimateur des moindres carrés généralisés de la constante
de la fonction de probabilité linéaire.

Ny étant le nombre d'individus ayant 1 pour valeur de la variable
endogéne, Ny le nombre d'individus ayant la valeur 0, x! le
vecteur des moyennes des variables exogénes du groupe d’'individus
ayant 1 pour valeur de la variable endogéne, %% le vecteur des
movennes des variables exogénes du groupe d'individus ayent O

pour valeur de 1z vsrieble endogéne et 8 1e vecteur des estimatsurs

cdes moindres carrés généralisés des peramésres inconnus de la

Les critigues adressées 3 la méthode de transformetion logistigue
de la fonction de probabilité linéaire s’appliquent également & la

méthode de transformation de Warner. Cette derniére présente
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toutefois un léger avantage par rapport & la précédente,

& savoir gu’elle ne nécessite pas la création erbitraire
d'intervalles pour les valeurs de Qi. Malgré tout, elle

aussi introduit artificiellement la non linéarité sans tenir
compte de ses effets sur les estimateurs des paramétres inconnus
du modéle d&’une part, sur le significativité des variables

supposées déterminer le phénoméne expliqué d'autre part.

II.4. EXEMPLE D'APPLICATION

Les résultats illustrant la Probit Analysis et la Logit Analysis
sont obtenus & partir de renseignements départementaux sur la
scolarisation des étudiants en Droit durant 1'année scolaire

1960-61.1

Soit N le nombre total d'individus en &ge d'étre scolarisés.

Cette population est répartie en 90 groupes ni, i=1,...,80,
c'est-&-dire en autant de groupes qu'il y a de départements.

Notons Yij *© 1 si un individu j‘du département i suit umn enseigne-
ment juridigue universitaire, et yij = 0 sinon. Soit ﬁi l'gstima-
tion de la probabilité qu'un individu du département 1 socit inscrit

dans cette discipline. Nous avons alors

L'expression I yij n'est rien d’autre gue le nombre d'étudiants
c s i=1 . = N
juristes cu 1 département. Le rapport Bj, dans la mesure ou
n; gst judicieusement choisi, est alors éguivalent au taux de

scolarisation en Droit du département i.

Les variables exogénes supposées déterminer ce phénoménez ainsi gue

Cet échantillon fait partie d'une étude réalisée par 1'IREDU et
financée par le C.N.R.S.

Voir & ce propos G.LASSIBILLE, A.MINGAT, J.PERRUT "Les effets de
la modification de la carte universitaire - 1960-1875". Cahier
de 17IRESU n®°25.
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le signe attendu des coefficients de régression sont les

suivaents

[$E ] K81
xlﬂ

1 - Présence dans le département d’un
universitaire de Droit (PGED)

gros établissement

+

1 5’11 existea un tel établissement
0 sinon.

2 - Présence dans le département d'un petit établissement
universitaire de Broit (PPED) +
1 s'il existe un tel établissement
0 sinan

3 - Absence dans le département d’'un établissement
universitaire de Droit, mais présence d’'un &tablis-
sement universitaire d'une autre discipline (ADPD}

1 si oui
0 sincn

Les résultats obtenus par les moindres carrés ordinaires sur le

-1 “ 1,
pi = —f exp{~s u+s} du
Vi S 2

o= ki .
23 xtB + g

modéle

et sur le modéle

Pi

In — = xig + £y
1-Di

sont les suivants

COEFFICIENT COEFFICIENT

VARIABLE PROBIT ANALYSIS LO3IT ANALYSIS

PGED g,258"" 0,537
PPED G,123"* 0,253"
ADPD -0,041 -0,082
CONSTANTE -1,508 -2,658

R? = 0,23 R2 = 0,23

TABLEAU TI-1

: PROEIT ANALYSIS ET LOGIT ANALYSIS DES TAUX
BE SCOLARISATION DEPARTEMENTAUX EN DROIT

(1860-61)
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Les tests de significativité des veriables sont construits sur
1’hypothése de normalité des erreurs. Les seuils retsnus sont

les suivants

Au vu des résultats il est & remarguer gue les effets marginaux
obtenus par la Legit Analysis sont environ deux fois plus impor-
tants gque ceux obtenus par la Probit Analysis. Toutefois, en
raison de la méme différence entre les constantes des deux
modeéles, les prédictions fournies par l'une et 1'autre méthode
sont sensiblement égquivalentes. Pour s'en convaincre, il suffit
d’examiner les estimations du taux de scolarisation en Droit pour

les quatre départements hypothétigques suivants!:

Probit Logit
B . . Apalysis Analysis
A - Département totalement dépouvu d'établis-
sement universitaire de DOroit 0,656 0,855
B - Département pourvu d'un gros établisse-
ment universitaire de DOroit 1,057 1,070
C - Département pourvu d'un petit établis-
sement universitaire de Droit C,838 0,827

D - Département non pourvu d'un établis-
sement universitaire de Droit, mais 0,606 0,606
pourvu d'un établissement universitaire
dans une autre discipline.

Les résultats illustrant la transformation logistigque et la
transformation de Warner de la fonction de probabilité linéaire
sont obtenus & partir de 1'estimation par les mgindres carrés
généralisés du modéle linéaire de réussite présenté au chapitre I.

(Tableau 1.23

1 Les taux sont exprimés en pourcentage.
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£n ce gui concerne la transformaticn logistique de la fenction
de probabilité lindaire, nous obtenons 1'expression suivants :

Ly = -2,798 + 5,557 yg

La probabilité de réussite d'un individu i, s’exprime ainsi :

» 1
Prob{y, =1} ——
1 14g i

Par exemple, sl nous considérons le premier individu du sous-
gchantillon aléatoire présenté page 16, il faut pour donner une
estimation de sa probabilité de réussite "révisée” par cette
méthode, calculer
Li = -2,798 + {5,557 x 0,885} = 0,897
puis
1

Prob{y;j=1} = ————— = 0,710
1*‘8_0'897

En ce qui concerne la transformation de Warner de la fonction

de probabilité linéaire, nous cbtenons 1’expression suivante :
D(x1) = -1,200 + €,920 y;

Le premier individu du sous échantillon aléatoire a donc

pixty = -1,200 + (8,920 x 0,665) = 3,332

Sa probabilité de réussite est alors égale &

A g3332 .
Prob{yi—’l} = —3.3-:3’5- = 0,885
1+e
Le tebleau ci-dessous donne 1'estimation de la probabilité de
réussite révisée par 1'une et 1'autre méthode pour 1l’ensemble

du sous échantillon,



N° ¢ ob|Valelr

Prédiction | Prédiction N° d' ob]Valeur | Prediction | Pradiction

serva- |obser- | trarsformaisy rensformationgserve- | obser-| dansformation Eransformation
ticn | vee Logistique | Warner tion vée Logistigue i warner
153 1 0,710 08,965 87 jal C,188 0,817
188 a 5,048 3,194 148 g 0,033 0,131
78 ] 0,053 0,214 183 1 0,808 0,944
167 1 0,424 0,871 a7 1 0,243 0,705
7 0 0,047 0,226 108 g 0,232 0,680
34 1 0,818 0,885 102 o 0,422 0,863
51 0 0,441 0,878 197 1 3,648 0,854
20 1 0,683 0,863 33 o] a,154 0,543
56 1 0,688 2,863 29 1 0,428 0,873
127 [ 0,222 0,873 178 0 0,641 0,852
5 1] 0,050 0,201 2 0 0,087 0,347
212 0 0,158 0,546 158 0 0,148 0,526
44 0 0,308 0,783 143 a 0,585 0,840
184 1 0,424 0,780 91 1 0,620 0,947
121 0 0,083 0,366 178 2] 0,063 0,277
87 1 G,154 0,542 93 0] 0,528 0,818
118 b} 0,056 0,227 75 1 0,378 0,840
111 1 0,845 0,887 101 0 0,050 0,203
21 1 0,083 G,3867 188 g 8,05¢C 0,204
162 0 0,010 0,034 12 0 0,134 0,491

TABLEAU II.2

Si

: PREDICTIONS DE LA PROBABILITE DE REUSSITE PAR LA

TRANSFORMATION LOGISTIQUE ET LA TRANSFORMATION DE
WARNER DE LA FONCTION OE PROBABILITE LINEAIRE.

valeurs observées et les valeurs prédites, nous avans :

prédictions transformation logistigque

prédictions transformation de Warner

: 6,15
: 8,85

nous calculons pour chague modéle, la distance entre les

Ainsi, les prédictions obtenues par la transformaticn logistique

sont meilleures gue celles résultant de la transformation de Warner

de la fonction de probabilité linéeire. Cependant, dans chacun des

cas, la distance valeurs observées-valeurs prédites est supérieure

3 celle obtenue lors de 1'estimation du modele linéaire par 1les

moindres carrés ordiraires ou par les moindres carrés généralisés.
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CHAPITRE III

LE MODELE LOGISTIQUE A VARIABLE ENDOGENE
DICHOTOMIQUE

Pour éviter les inconvénients des méthodes présentées
précédemment, 11 est n2cessaire de postuler ab origine

une fonction non décroissante et d'estimer les paramétres
inconnus de cette fonction par les méthodes classigues
d’'inférence statistique, sans transformation du modéle, ni
utilisation de données groupées artificiellement. Par sa
simplicité, esu égard aux nombreuses formulations possibles,
le modéle logistigue s'impose d’emblée. Son estimation par
la méthode du maximum de vraisemblance permet d'obtenir des
estimateurs asymptotiguement efficients et de construire des
tests de significativité "exacts” pour les variables supposées

déterminer le phénoméne &tudié.



TIT.4. CONSTRUCTION DE LA 7T

DE VRAISEMBLANCE

Il est possible de distinguer deux catégoriss cde statisticiens,
les "anciens” et les "classiques”. Les premiers admettent 1’idée
d’ane inférence statistigue reposant sur des connaissances et
des données a priori. Les seconds, quant & eux, consentent un

a oriori seulement dans la forme anealytigue des lois de proba-

bilités et rejettent tout e priori dans les méthodes d’inférence.

Le principe de la méthode du maximum cde vraisemblance, procédé
d’estimaetion développé par le courent classigue de la statistique

et utilisé pour 1'estimation du modele logistigue, est le suivant.
La fonction de densité de probabilité jointe de la variable aléatoire
y, considérée comme fonction des param@tres inconnus B’ = (BD,...,SK]
est appelée fonction de vraisemblance. Soit L{y,g') cette fonction.
Fisher & proposé, lorsgque l'on dispose de 1’observation y, d'estimer
la valeur Bk inconnue par la valeur ék(y) Za peramétre maximisant

la vraisemblance de 1'échantillon, c'est-&-Jire que
; T,
Llv.8 0] 2 Llv.8] 78

Le probleme 3 résoudre désormais est celui Ze la spécification de
la fonction de densité de probabilité joirmtsz des observations Y-
Reppelcns que nous estimons le modeéle
1
€

Y. = m————— ¥ g,
i -x1
1ee xX1g8 i

Les hypothéses relatives aux erreurs sant les m@mes que cel.es
décrites au chapitre I, & savoir
E{e,) =0 Vi

= = 1- i = 3
Ele.e.) yi[- yiJ pour i 3

=0 sincn.
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Scus 1'hypothése de nullité de 1'espérance mathématigue de

1'errsur algatoire, le probabilité de réalisation Jda 1'EvEnement

expliqué est Sgale & :

Prob{yi=1} = E(yﬂ xiB] = ——13;IE
1+e

L'erreur aléatoire € ne peut prendre que deux valeurs, 3 savoir :

—xi
o X

[
-

i T —xig :
i 1+e X8 si yi

Sachant que :

i i
-X7B l -Xx~B
1 1
Efe.) = Proble, = —2 — e - + Probga.= g - -0
: ; 1 1+e xlBs 1+e x*8 1 1+e-x18 1+e_x18

et gque :

i
-%
B

1
-—-71‘?%4- Prob}ei- m% =1

PFDb3€.=
i
1+e

par un calcul analogue & celui présenté page 8, nous obtenons
alors les expressions suivantes pour les probabilités de réalisa-

tion de 1l'erreur aléstoire €,

T T
1+e x BS 1+e x18
Ainsi, il vient :
1
fle.) = ————g— guand y, = 1
1 1+e x1B i
o-x18
t = =
et fle)) 18 quand y, = 0

T+
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De ce fait nous déduisons

fly;d = — T pour y; = 1
1+e
e_xlB
et flygd = — T pour y, = 0
1+e

Chaque variable aléatoire ¥y est une variable al2atoire binomiale
indicatrice. La fonction de densité de probabilité d’une telle

variable peut s’écrire ainsi

1 Vi e"XiB 1-vi
fly,.) = I3 —
. 1re X 1+e”% 8

yq &tant indépendant de yj, la fonction de densité de probabilité

jointe de y n’est rien d'autre gue le produit des fonctions de
densité de probabilité individuelle. La fonction de vraisemblance

de l1l'échantillon s’écrit elors de la maniére suivante

: -y,
e . (y ) .. 3 - n 1 Y3 e—xle i
I S LA S S n 1ea X B x1g

i=1 1+e”

IIT.2. ESTIMATION ET TESTS D'HYPOTHESES

L'’estimation du modéle par la méthode du maximum de vraisemblance
revient & maximiser la fonction L(Bo’""Bklyi""’yi""yn) par
rapport & tous les parametres inconnusqﬁ. La condition pour avoir
un maximum est gue les dérivées premiéres de la vraisemblance par

rapport aux paramétres inconnus scient nulles.

Habituellement, dans le cas linéaire, la résolution du systeme
linéaire d'équations normales permet de déduire ces estimateurs.
Il est bien évident que dans le cas qui nous préoccupe, ces équa-
tions ne sont pas linéaires dans les paramétres, de ce fait la
résolution du systéme d'équations normales n’est pas simple. Seule

une méthode d'optimisation numérique permet alors de découvrir les
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sstimateurs des parametres irconnus. La fonction & maximiser,
L(sa""gk]yﬂ’""yi""ek)‘ gtant convexe, nous scmmes certains
de trouver un maximum global si bien gue les estimateurs des para-
métres inconnus du modéle possédent toutes les caractéristigues
des estimateurs du maximum de vraisemblance. Ainsi ces estimateurs

sont convergents, c’est-a-dire que

plmﬁK = B

Leur variance asymptotique se définit de la fagon suivante :

Var.Asympt.[é ) o= l-lim nvar(g, )
K n k
N
Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont asymptotiquement
efficients. Ainsi, tout autre estimateur convergent 6: de Bk a

une variance asymptotique supérieure & celle de ék'

COutre ces propriétés, ces estimateurs sont asymptotiquement normaux.
Ayant découvert par une méthode d’optimisation 1'estimation des
paramgtres inconnus du mod&le, nous pouvons pour juger de la signi-
ficativité d’une variable Xy procéder de deux maniéres différentes.

La pramiére consiste & calculer le rapport de 1l'estimateur Bk a sa

variance asymptotique définie par
-1

- QZL
Var.Aaympt.(BK) = - 352 /s =é
K/ Tk UK

et 3 comparer ce rapport & un t de Student.

La seconde consiste & utiliser le test du rapport de vraisemblance,

3 savoir

>

1]
i
rlw

cd L représente la valeur de la fonction de vraisemblance au point
8 et Ly représente la valeur de la fonction ce vraisemblance au

point

By = (B BpuesenByq00)
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Or

-2 In A~ X2(1]
Asympt.

La comparaison de la guantité -2 1nX avec un x2 théorigue permet
o

alors de déterminmer la significativité de la variable en sussti

ITI.2. METHODES D’OPTIMISATION

Supposons une fonction f(x ..,xn] continue et dérivable. Les

17"
conditions suffisantes pour gue f[x1,...,xn] admette un maximum
sont les suivantes :
P : s f
. les dérivées premiéres 5%_ sont nulles,

11 a2f

le Hessien I EvaTT est une matrice définie régative.
P!

En pratigue il est trés difficile de réscudre les &guaticns normales

de sorte qu'il est nécessaire de recourir & des processus numérigues

d'optimisation. lLa majeure partie de ceux-ci consiste & choisir un

point de départ et & procéder par itération selcn le schéma ci-

dessous, jusqu'ad ce gqu'un certain critére de convergence scit atteint:
PP P

+ h D

N . . . N iéme
ot xF est 1'approximation du maximum & le p

itération.
DP est un vecteur direction

hP est un scelaire positif.

Parmi les nombreuses méthodes du gradient, nous sxzcscns =i

peut-8tre celle qui est le plus connue, & savoir la mézncoe Sz Newton.
5f 3f
BX1""'3xn
Sa la matrice des dérivées secondes partielles 3valuées en ce méme

Appelaons Fa le gradient évalué au point (4,000

point. Soit x° = (x§,...,x8) un point de départ. Iterons seicn le

8]

schéma

XP*T = xP + Flx_}
B



Supposons dque t{x} adneiie on Jiysluppenent Je Taylor cu wvoisinz

de xF. Nous avaons alors :

Fel1_ 7

P+t Fet = <3

- P 7 —_—y T 1 P+/{_1Pl
fx ) o= Fflx )} o+ (x %] FLxP} + 2(x X ) Sxp(x

En maximisant cette approximaetion guadratique par rapport au goint

) P .
inconnu X » NOUS obtenons :

o =}

Fid ™ = Fy s ot = 0

x
N . P+1
D’'oll nous pouvons tirer la valeur de x . En effet, nous avcons :

=3

Fix )+ s 0ty = o

xP

En multipliant & gauche par S_

Yy nous obtenons, en supposant gue
f

1'inverse de la matrice existe :

-1 P+1 P
SxP FxP +{x -x1=20
, o P¥1T P -1
D’ol x = X SxP FxP

Cette expression constitse le procussus itératif de la m&thode

de Newton.

En résum@, étant donné une fonction non linéaire f(x), nous
. [ . . .
calculons F et S. Soilt x un point de départ. Nous évaluons alors
. P A . P R
F et S ,. S1 S est définie négative, alors x est le maximum
xP xP xP Pl
de la fonction, sinon nous calculons x et ainsi de suite.

Les méthodes de gradient nécessitent le calcul des dérivées

premiéres et secondes ce la foncticn & maximiser. Certaines méthcdes,
corme celle des variaticns licceles n'ont pas recours aux calculs

des dérivées, ce gui présentse un avantage certain lorsque la faonction

& maximiser sst complexs. Le arincipe de cette méthode est le suivent.
L3 £

et x.
1 2
la Ffonction F[x1,x2}. Four ce faire, nous nous donnons un point de

Supposons gue nous cherchicns ies valeurs x gui maximisent

départ [x?,x;) auquel est asscciée la valeuT)/-= f(x;,x;) de la
1
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fonctivn. Suit ¢ le perturbaliuon uu le pas initial gue ‘on
accepte sur 1'une guelcongue des deux variables, Imaginons gue

nous fassions tout d'abord varier %4q de * a. Il est possible da

calculer
+ -
= o <o = o _ o
j; = -F(x1 * a,xZJ etj; 1’(x1 cz,le

ta méthode des variations locales consiste alors & retenir pbur
nouvelle valeur de la variable x,, celle qui réalise le maximum
De{fff } . Soit x(: cette valeur. Il suffit ensuite de
remplacer x par ><1 et d'itérer en acceptant cette fois-ci une
perturbatlon sur la variable Xyt D&s gue nous trouvens un  point
stationnaire, c'est-&-dire un point tel qu'il n’'est plus possible
d’augmenter la valeur de la fonction dans une guelcongue direction
grace au pas initial a, nous recommengons le processus en divisant
la perturbation par deux. L'optimum est atteint lorsgue la diffée-
rence entre les valeurs de la fonction pour deux points station-

naires consécutifs est inférieure & un seuil donné.

II1.4., EXEMPLE D'APPLICATION

Afin de comparer les résultats obtenus par les diverses méthodes
d'estimation, nous reprenons ici 1'estimation de la probabilité
de réussite des étudiants-médecins & partir de 1'échantillon pré-
senté au chapitre I. L'optimisetion de la fonction de vraisemblance
du modéle logistique a été effectuée au moyen de la méthode des

variations locales!. Les résultats obtenus sont les suivants

1 _'optimisaticn de la fonction a nécessité 922 itérations, soit
1 h.15 d'utilisation de 1'ordinateur PDP 15.
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VARIABLE COEFFICIENT
Taille de la commune *0,317Hq
Revenus des parents/1000 0,117*"
Age/10 -3,809"*
Test logique 0,011%
Test de personnalité/10 -0,251™"
Moyenne 2 I'écrit du bac 0,535"""
Etudes précédentes 1,857
Origine du secondaire c,358"
Baccalauréat C 1,412
Baccalauréat A,B,F,G -15,100%
Constante -0,486

% de variance expliquéd]
0,350

TABLEAU 3.1.: ESTIMATION DE LA FONCTION DE PROBABILITE LOGISTIQUE
PAR LA METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE.

Les tests de significativité des variables sont basés sur le

rapport de vraisemblance. Les seuils retenus sont les suivants:
‘I=,ID% *§=5% ***=1 o/n

L'explicetion de la réussite des &tudiants par le modele logistique

est supérieure de 5 ocu de 7 % & celle obtenue par le modele linéaire

estimé par les moindres carrés ordinaires ou par les moindres

carrés généralisés (cf. tableaux I.1. et I1.2., chapitre I). Si ce

point est important, un autre l'est encore plus pour le chercheur

empiriste, il s’agit du probléme de la significativité des variables.

Alors gu’au vu de 1’estimetion de la fonction de probabilité linéaire,

mus sommes amenés & rejeter 1'influence de certaines variables sur

la réussite, il n’en est plus de méme dans le cas du modéle logis-

tigue. La raison en est gu'il était abusif d’admettre que

les
estimateurs des paramétres inconnus suivaient une loi de Student.

Non seulement certaines variables ne sont pas significatives 3

1’issue de 1l’estimation de la fonction de probabilité linéeire,
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wvariables in

consicdérablerent

adopte le modéle lindeire cu le medéle lo-

Pour nous permettre d’éveluer les différences entre les pré-
dicticns cbtenues par le modéle linéaire et par le modéle

logistigue, nous donnons ci-dessous les valeurs calculées de
la probabilité de réussite pour chacun des individus consti-
tuant le sous-échantillon aléatoire défini précédemment. Les
valeurs prédites sont obtenues & partir du tableau I.2. pour
la fonction de probabilité iinéaire et du tableau I¥I.1. pour

la foncticn de probabilité logistique.

N° ob-

Valeurf Prédiction | Prédiction fN°® ob- [Veleur| Prédiction | Prédiction

serva- |{ obser-{ fonction fonction Jserva- | cbser< fonction fonction

tion vée linésire | logistique} tion vée linéaire logistique
158 1 0,885 0,888 87 1] 0,242 0,148
189 0 -0,331 0,021 148 o] -0,088 0,000
76 0 -0,014 0,030 163 1 0,583 0,639
167 1 C,448 0,474 47 1 0,300 0,210
7 3} -0,038 0,000 1086 0 0,289 0,186
34 1 3,941 . 0,965 102 s} 0,447 0,414
81 0 0,461 0,438 197 1 0,614 0,728
20 1 0,847 0,782 33 0 0,188 0,111
66 1 G, 6456 0,728 29 1 0,452 0,352
187 0 0,278 0,192 178 o 0,608 0,699
5 0 -5,025 0,021 2 o] 0,082 0,055
212 s} 0,200 0,133 158 3 0,188 0,105
44 e 0,359 0,222 103 8] 0,573 0,681
184 1 3,448 0,443 91 1 0,582 0,670
121 c 0,084 0,048 178 5] 0,035 0,035
97 1 c,198 0,108 83 o] 0,525 0,567
118 g -0,002 0,028 75 1 0,414 0,388
111 1 41,017 0,878 101 8] -0,023 G,028
2 1 3,085 0,060 168 g -0,023 0,021
162 o -2,312 0,002 12 a 0,168 0,142

TABLEAU III.2.:

PREDICTIONS DE LA PROBABILITE DE REUSSITE PAR
LA FONCTICN DE PROBABILITE LINEAIRE ET LA FONCTION
DE PROBABILITE LOGISTIQUE.



— 43 -

lLa distance entre les valeurs observées et las valeurs prédites
pour le modéle logistique est égale & 5,98 alers gu'elie est de
5,06 pour le modé&le linéaire estimé par les moindres carrés gé-
néralisés. La comparaison des prédictions indigque gue par rapport
au modéle logistique, le modéle linéaire surestime la probabilité
de réussite des individus dont la variable endogsne est égale & un,
dans 50 % des cas, alors gqu'il surestime la probabiiité d’échec
des individus dont la variable endogéne est égale & zéro, dars

48 % des cas.

La comparaison des prédictions obtenues par la méthode de trans-
formetion logistique de la fonction de probabilité lingaire
(tableau II.2., chapitre II} et par le modéle logistique indigue
guant & elle gue par rapport & ce dernier, la transformation
logistique de la fonction de probabilité linéaire surestime

la probabilité d'échec et scus-estime la probabilité de réussite.

La distance prédictions-observations résultant de la méthode de
transformation de Warner de la fonction de probabilité linéeire
est 1,44 fols plus élevée que la distance prédictions-observations

issue du modéle logistigue.

Le tableau ci-desscus donne 1'élasticité de la probabilité de
réussite (calculée au point moyen) par rapport & chacune des
variables dans le but de faciliter la comparaison des résultats
fournis par le modéle linéaire estimé par les moindres carrés géné-
ralisés et par le modéle logistique estimé par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance. L’avantage qu'il y @ & comparer les é€lasticités
plutét que les effets marginaux tient au fait gue dans le modéle
logistique ceux-ci ne sont pas constants comme dans le modéle
linéaire, mais varie en fonction du niveau de probabilité auquel

on se situe.



- 44 -

VARIABLES Mcdeéle logistigque| Modéle linéaire
Jaille de la commune - 0,54 - 0,23
Revenus des parents/1000 0,42 0,23
Age/10 - 4,88 - 2,88
Test logique 0,23 8,10
Test de personnalité/10 - 0,64 - G,38
Moyenne & 1'écrit du bac 4,15 3,00
Etudes précédentes 0,07 0,04
Origine du secondaire 4,22 0,22
Baccalauréat C,D 0,35 G,26
Baccalauréat A,B,F,G,0 - 0,55 - 0,02

TABLEAU III.3.: ELASTICITES DE LA PROBABILITE DE REUSSITE PAR RAPPORT
A CHACUNE DES VARIABLES.

Les variables influant le plus sur la probabilité de réussite

(du point de vue des élasticités) sont dans 1'un et 1'autre modéle
les variasbles "Age” et "Moyenne & 1'écrit du baccalauréat”. Toute-
fois, les élasticités de la probabilité de réussite par rapport

3 ces variables sont beaucoup plus faibles dans le modéle linéaire
comme le sont d'ailleurs toutes les autres élasticités. Alors qu'une
augmentation ldentique de chacune des variables exogénes aursit
pour effet de laissér pratiguement inchangée la probabilité de
réussite du modéle linéaire, elle diminuerait de plus de 1 % la

probabilité du modéle logistigue.
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CHAPITRE 1V

LE MODELE LOGISTIQUE A VARIABLE ENDOGENE
POLYTOMIQUE

Les chapitres précédents ont 8té consacrés & 1’'é&tude du modéle

& variable dépendante dichotomigque. Il s'avére alors que le mod2le
logistique, estimé par la méthode du maximum de vraisemblance,
procure les meilleurs résultats tant au point de vue de la gualité
des estimateurs des param@tres inconnus, gu'au point de vue des

prédictions obtenues.

Naturellement, 11 y @ beaucoup de situations dans lesquelles la
variable dépendante d'un modéle est polytomigue, c’est-a-dire

qu’elle admet plus de deux modalités. Le but de ce chapitre est
de présenter la généralisation du modéle logistique & variable

dépendante dichotomigue au modéle & variable polytomique.
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IV.4. PRESENTATION DU MODELE

Imeginons un bachelier i décidé & poursuivre des études

1
Q.
U]
<
o
o
ot

supérieures universitaires. Cet individu est alors plec
un choixy En effet, il luil faut résoudre le probléme du lieu
de déroulement de ses &tudes. Un certain nombre d'Universiiés
s'offrent & lui et parmi celles-ci il doit en choisir une.
Supposcns qu'il existe seulement deux Universités, U1 et UE'
L.’ éveEnement

E = {lieu de déroulement des études supérieures}
est dans ce cas une variable dichotomique. Notons
Yi

y:.L = 0, si 1’individu i choisi 1'Université U2

=1, si 1'individu i choisi 1'Université U1

Supposons gque la variable i soit déterminée par k variables
exogénes .indépendantes et fixes, x (binaires ou non). Notons
vy le choix de 1'individu i, i=1,...,N. En reprenant la noctation
précédemment utilisée, nous sxprimons la probabilité de se rendre

& 1l’Université U1, de la maniére suivante
Prob{yi = U1} = i=1,...,N

dans lequel 8 est le vecteur d'ordre (k+1,1) des paramétres
inconnus, & savoir B' = (BD, 81,..., Bk]' Plutdt que d’estimer
ce modele, il elt été possible d’'estimer le modéle
Probly, = Uy} = — =1 N
robiy, ” e'xlg‘ i senns

2 1+

dans lequel B est le vecteur d'ordre (k+1,1) des parametres incon-

nus 3 savoeir 8 ' = (SE) Bﬁﬁ . Si] en posant cette fois-ci
yi = 7 si 1’individu i choisit 1'Université U2.
y; = 0 si 1'individu i choisit 1'Université U1

Naturellement, les valeurs absclues des paramétres inconnus de
ce modéle sont les mémes que celles des param@tres incennus du

modeéle inmitial, seuls les signes sont inversés. En effet, si la
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la variation d'une variasle exogéne augmente la probsbil

se rendre & 1'Université U,, elle diminue dans les m@mes gropor-

tions la probabilité de se rendre & 1'Universite U2, si bien gue

#F
B * B = 0 7k
puisgu’en fait

Prob{yi=U2} =1 - Prob{yi=U1}

I1 est possible d’écrire le modéle
1

Probly;=upd = —=x3
1+e

de la maniére suivante
xiB

- _ B
Prob{yi—Uq} ;;EE:;;EE'

Etant donné gue B = B#, nous avaons

1

Probly;=Us} = T
+ e

La fonction de distribution logistique univariée s’écrivant

1
f{t,) 8 ——— - < t, < to
- 1
! tee £

aussi les probabi}ités Frob {yi=U1} et Prob{yi=uz} s'obtiennent
en posant t1 = 2x18
Imaginons & présent le cas plus réaliste ol 1'individu i doit
choisir parmi un ensemble Q d'Universités, U1,...,Uq. Désormais
1’'événement

£ = {lieu de déroulement des &tudes supérieures}

est une variaeble polytomigue comportant autant de modalités

qu'il existe d'Uriversités réparties sur le territoire national.
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Scit sleors

o = Prabiy.=U.
Pij ably, UJ}

la probabilité gque 1'individu 1 choisisse comme lieu de dérou-
lement de sa scolarité 1'Université j. Par analcgie avec le cas

dichotomigue précédemment évogué nous avons donc

T OPis o= 1 Yi, i=1,...,N
J

Utilisons la fonction logistique standardisée pour exprimer le
lien entre le choix d'un individu i et le vecteur xl des variables
exogénes supbosées déterminer sa préférence. Dans le cas multi-
variée, la fonction de distribution logistique s’écrit de la
maniére suvivante

“w < t] < tw

o
Fleg, ot ) T
z

Ainsi, en faisant l'analogie avec le medéle dichotomique, il est

possible d’écrire la probabilité de la fagon suivante

exiSj
pij =3 i J=1,...,0 5 i=1,....N
b ex Bk
k=1
avec
Q
I Pij =1
j=1
t
¢ oo
I B3 =20
Jj=1
1

ol x* est le vecteur d'ordre (1,k+1) des variables explicatives
associges 3 1'individu i, Bj le vecteur d'ordre (k+1,1) des paramétres

inconnus associés & la modalité j de 1'événement considérsa.



IV.2. ESTIMATION DU MODELE

A 1'instar du modéle & varieble dépendante dichotomigue, le
modéle & variable endogéne polytomigue est lul aussi estimé

par la méthode du maximum de vraisemblance. Alors que dans

le premier cas nous devions estimer gu'une sesule fonction de
probabilité et donc gu'un seul vecteur de param@tres inconnus,
dans le second il est nécessaire destimer autant de fonctions

de probabilité gue la varieble polytomigue peut prendre de
modalités et par conséquent il faut découvrir (Q x K] paramé&tres

inconnus.

Reprenons le cas dichotomique précédent dans lequel nous avions
e“xig
Prob{yi=U1} = et Prob{yi=U2} = g

_XIS 1ie

1+e

ta fonction de vraisemblance de ce mod2le s'écrit
( N s Wife X8 Nt

LB ,...,8 3 = T —+ ——i

° A A U 1407 7B

En appelant Pi1 la probebilité que 1'individu i se rende 3

1'Université Uy et Pip la probebilité qu'il se rende & 1'Université

Uz, il vient alors

n ¥i 1-yi
L[BO,...,BK] = 0 P11 =

Si 1'individu 1 se rend & 1'Université Uj, notons

V11 =1 et vi2 =0

Si au contraire 1'individu i se rend & 1l'université U2, notons

Vi1 =0 et Vi2 =1
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Nous pouvons alors écrirs la fonction de vraisemblance du

modéle de la manigre suivente

&5 i

_ Viq Vip
L[BO""'BK] = .1 Pi1 PiZ

i

Soit encore de fagon plus dense
Vij

Pij

1

=N

n
L(Bo""’sk) = .ﬂ

i=1 j
L'estimation du modéle par la méthode du meximum de vraisem-
blance revient & maximiser la fonction L(Bo....,BkJ par rapport
2 tous les paramétres inconnus du modéle. Toutsfois pour que tous
ces (§ x k) paramétres soient définis il est nécessaire de maximiser
cette fonction sous la conirainte
Q

g 70
o0 Bj est le vecteur des paramétres inconnus des variables exogénes
associées 3 la ji®M® modalité du phénoméne expliqué.ls condition pour avoir
un meximum est que les dérivées premiéres de la vraisemblance par
rapport aux parametres inconnus soient nulles. Comme dans le cas
dichotomigue, les équations normales n’étant pas linéaires, il
est nécegsaire de recourir 3 un processus d’optimisation. Toute-
fois, la fonction étant convexe, nous sommes certains de trouver
un maximum global si bien que les estimateurs des paramétres inconnus
du modéle possédent butes les caractéristiques des estimateurs du

maximum de vraisemblance.

Les tests d’hypothése sont construits de la méme fagon que dans le
cas dichotomique c’est-&-dire soit en comparant le rapport du maxi-
mum de vraisemblance & un x2 théorique & un degré de liberté, soit
en comparant le rapport de 1'estimeteur du paramétre inconnu & sa
variance asymptotigque & un t de Student.

Vans un modéle ilinéaire, le coefficient de determination multiple
donne une.mesure de la plus ou moins bonne liaison

(linéaire) qui existe entre les variables



explicatives dans leur ensemble et la variable expliguée. Or
dans un modéle nen lingsire, comme le modéle logistigque, nous ne
pouvons plus calculer un tel coefficienmt. Il est alors nécessaire

d'effectuer un test ge significativité sur 1’ensemble des variables
i de juger si les variables retenues déter-

exogénes permettant ains
ficative la probabilité de réalisation de

minent de fagon signi

1’ éveénement expliqué.



CHAPITRE V

LE MODELE LOGISTIQUE D'EQUATIONS SIMULTANEES
A VARIABLES ENDOGENES QUALITATIVES

*introduction de variables endogénes gqualitatives dans un modéle
d'équations simultanées pose exactement les mémes problémes gque
ceux rencontrés lors de 1l'estimation du modéle simple & variable
expliguée qualitative. L& encore, i1 est nécessairs de substi-
tuer & la forme linéaire g&néralement postulée une forme non
linéaire, telle que la Torme logistique, dont les paramétres
inconnus sont estimés par la méthode du maximum de vraisemblance

& information compléte.

Pour faciliter 1'exposé€, nous considérons ci-aprés un modéle

comportant seulement deux variables endogénes qualitatives. Aprés

1'examen détaillé du modéle simultané & variables dépendantes

dichotomiques nous généralisons ensuite au modéle & variables

dépendantes polytomiques.
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V.1i. PRESENTATION DU MOCELE

Un modéle éconcmétrique est une formalisation 2'un modéle
économique exprimant, par un ensemble d'équaticns, certaines
variables économiques en fonction d’elles-mémes <¢'une part,

en foncticn d’autres variables économigues ov non ¢'autre part.
La caractéristique d'un systéme simultané réside cans le fait
qu’une variable expliguée d'une équation apparait comme variable
explicative dans une autre équation. Ces équatisns peuvent Btre
de deux types, stochastiques ou comptables. En général, il est

toujours possible d'éliminer ces derniéres par substitution.
A titre d*'illustration, considérons 1'é&vénement
E = {emploi occupé par 1’individu i}

Suppcsons gue nous retenions deux types d’emploi, les emplois
techniques d'une part, les emplois administratifs d'autre part.
Nous définissons alors une variable dichotomicue gGue nous
codons

vyiq = 1 si 1’individu i occupe un emploi technigue

yiq = 0 si 1'individu 1 occupe un emploi administratif.

Supposons gque cette variable soit déterminée par k variables
exogénes x, indéependantes et fixes et par une variable dicho-

tomigue Yoo symbolisant 1'événement.

E' = {secteur d'activité de 1'individu i}
codée
yiz = 1 si le secteur d'activité de 1'individu i est le
secteur de la production,
viz = 0 si le secteur d’activité de 1'individu 1 est le
secteur des services.
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Nous avons alors le modéle suivant :

= F(xl,y.

i27854)

Yia
Sous 1'hypothése d'une représentation logistigue du phénoméne,
il vient :

1 .
Yig = e g i=1,....n

i1 1+e—x18"uyi2 i1

ob x1 est le vecteur d’ordre (1,k+1) des variables exogénes
déterminent la variable dichotomique yi1. g8 le vecteur d'ordre
(k+1,1) des parame@tres inconnus de ces variables, Yio la
variable dichotomigue représentant le secteur d’activité de
1’individu i, o le coefficient de cette variable et €44 UN

1
terme d’'erreur aléatoire.

Sous 1'hypothése
E{e,,}) =0 vi
i1

nous avens alors

i - =1]xi -
Blygq[x7oy o) = Probly, =1xt,y o) PO =

Imaginons & prééent gue nous cherchions & expliquer la variable
dichotomigue Yoo Celle-ci est déterminée par les variables exc-
génes z mais &galement par la variable endogéne yq. En effet, la
probabilité de travailler dans un secteur d'activité plutdt que
dans un autre est partiellement conditionnée par la probabilité
d'exercer tel ou tel emploi. Aussi, toujours en acceptant 1’hypo-

thése d’'une représentation logistigque, nous avons

1

= —————

v, e €,
i2 140 z1¥ EI i2

ol Zi est le vecteur d'ordre (1,1+1) des variables exogé&nes
déterminant ls varisble dichotomique Yipr Y le vecteur d'ordre
(1+1,1) des paramétres inconnus de ces variables, Yiq la variable
cichotomigue représentant 1l’emplol cccupé par 1'individu i, S le
coefficient mesurant 1'effet de cette variable sur le secteur c’ac-
un terme d'erreur aléatoire.

tivité et e,
iz
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Sous 1'hypothése E(Eiz) = 0 Vi
2t en considérant momentanément Yiq COMMe une variable exogéne,
rous avons alors

y o1

i . I
Ely ol 70yq) = Probly;,=1127,y, e PS4,

1

En raison de la simultanéité du probiéme, il est impossible
d’estimer les paramétres inconnus & partir de chague équaticn
considérée indépendamment 1'une de l'autre. Ces estimations
doivent 8tre effectu€es & partir de 1’ensemble des équations,

c'est-d-dire qu’'il nous faut considérer le modéle simultané

suivant
1
PI‘OD{,\/‘ =’1{y. } S TR T
i1 iz 1sg xB ayi2
1

Prob{y. =1|y. 1 = = sumr-vonmn
iz i1 1eg BT Syi1

Ce systéme présente la particularité d’'éftre & variables endogénes
mutuellement dépendantss. Naturellement, il ne s'agit pas du modéle
général d'équations simultanées. C'est dans un but purement didac-
tique gue nous avons choisi d'exposer ce modéle car sa généralisation
& un systéme comportant plus de deux variables endogénes devient

vite trés complexe.

V.2. ESTIMATION DU MODELE

En raison du caractére mutuellement dépendant des variables endo-
génes il n'est pas nécessaire d’estimer (k+1+2) param@tres mais
seulement (k+1+1] puisgue les coefficients des variables endcgnes
dens chague équation sont alors identiques. En effet, les probapi-

lités conditionnelles des différents &vénements sont égales 2
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Prob{yi1=1,y12=0}

i N 1
Prob{yi,=1ly;ﬂ=gr = EVEY
! e Frob{yiz=5} ire '
i
r L= cm=0l -x"B
PI’OD{_V. =O{y. =0} = P Ob{y U;Y“A ) e .
i iz Prob{ =0} -xtg
VIR 1+e
= =31
probly, ,=1ly,. =0} = Probtysq= 50 i
i1 i2 Prob{y 2=1} 11g~% B0
r = = _ig -
prabty. =]y, =] - F’.ob{yi,l D,yi2 1} SXB - @
. ; - Txig-
i1 iz Prob{yi2 1} 1ea % 8- a
D’ol nous tirons
X8 Probly;470.v,,70}
Prob{yi1=1,yi2=0}
et ) = =
S X8 Probly,;,=0,y;,=1}
Prob{yi1=1,yi2=1}
xiB

En remplagant dans cette dernigére expression e

par

rapport des probabilités jointes correspondantes, nous

a Prob{yi1=0,yiz=0} PFOD{yi1=D'in=1}

Probly,,=1,¥;,°0) = Probly, ,=1,v;,° 1)

Soit

e

Prob{yi1=1,yi2=1} Prob{yi1=0,yi2=0}

De la méme fagon :

Prob{yi1=0,yi2=1} Prob{yi1=1,yi2=0}

Prob{y.=1.,y,,.=0}
) i2 i1 1
Prob{y, =1]y.,=0} = - v
i2 i1 Prob{yiq—“} 1re 2H)
Probly, ,=0,yi =0} e—ziy
Prob{yiz—D]yi1—D} h Probiy, ,=0} ~zly

ie

ootenons ¢
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Prob{y,,=1,y..= .
_a1 - _ 12 i1 i
Prob{in 1‘yi'l B PrOb{yi1=1} 4+e_‘1Y_S

= = .
F’rob{yiz U,yi1 1} e 2 S
Prob{yi1=1}

Prob{yiz=0ly, =1} =

R S
i1 1se z*y-S

Par un calcul analogue au précédent, 1l vient

es Prob{yi2=1,yi1=1} Prob{yi2=0,yiq=0)

= Prob{y12=0,yi1=1} Prob{yi2=1,yiﬂ=0}

Ainsi, le systéme d'équation simultanée peut se mettre sous
la forme suivante :

1

Prob{yiq=1|yi2} = ;:;:;ngayzg

S R
S D
12 YT 49

Prob{yi2=1|yi1}

L'estimation de ce modéle d'équations simultanées par la méthode
du maximum de vraisemblance & information compléte nécessite au
préalable la construction de la fonction de vraisemblance du
systéme, Celle-ci n’est rien d'autre gue le produit des proba-
bilités jointes individuelles de réalisation des événements

expligués.

Ainsi la probabilité jointe des événements yi1=0 et yi7=0

est égale &

~ - =0) = = = -0t

PAob{yi1 0.y 0} Prab{yi1 O[yiz 0} Prob{yi2 G}
Or Prob{yi2=0} = Prob{yiz=0|yi1=0} + Prob{yiz=0|yi1=1} =
Comme

Frobiyy;0l;,0) <

Zly+gy
=Y
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Nous avons donc

1 [ 1

T b ol 3
146X B lj+ez Y qegP e

Prob{yi1=0,yi2=0} =

En agissant de la méme fagon, nous obtenons :

7B 1 1
Prob{yi1=1,yi2=0} = E i 1+ezly+u

1+e 1*ez
i i
z7y Zoyto
Pmb{y.1=0,y.2=1) = 118'4' g i— * € s
i i 10X BT 4,070y 142 YO
i i i
Prably. 1.y, 1) = e* B+a &z Y . eZ Yt
N Y= = T T 1
i1 i2 1+ex g+a 1+ez Y 128 Yo
Soit n * {1|yi1=m,yiz=n} m,n = 0,1

La fonction de vraisemblance du systéme est alors égale a :

n 1 1
LiBveod = By (g g Problygqsm.y,,=nk

L'estimation des paramétres inconnus du systéme par la méthode

du maximum de vraisemblance revient & maximiser la fonction
L{B,v,a) par rapport 8 tous les paramétres inconnus du madéle.
Pour ce faire, il est nécessaire de recourir, comms dans les

cas précédemment étudiés, & un processus d'optimisation numérigue.
La fagon la plus directe de mener les tests de significativité des

variables est d'utiliser le rapport du maximum de vraisemblance.

V.3. GENERALTISATION AU CAS POLYTOMIQUE.

Plutdt que d'envisager deux catégories d’emploi, imgainons-en m.
De méme, plutdt gue de retenir deux secteurs d’activités supposons
gue npus en définissions n. Ainsi, les variables gualitatives yi,|
et Yip scnt des variables polytomiques ayant respectivement m et n

modalités. Dans ces conditions, le systéme d'équations simultanées
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s’ecrit

Prob{yi2=s[yi1}

oy
14e 7 VST p2q%raY g7

ot xI et z1 représentent respectivement les vecteurs d'ordre
(1,k+1) et (1,1+1) des variables exogénes associées & 1'indi-

vidu i, B le vecteur d’ordre (k+1,1) des paramétres irconnus
sl a ieme
associés a la rif

modalité de la variable yi
jeme

4+ %gp 1'influence

de la s modalité de la variable yi2 sur la ri®™ podalits de

la variable Yiqr g le vecteur d'ordre (1+1,1) des pe -améires
iéme

inconnus associés & la s modalité de la variable y 2 et

. ieme
. 1’influence de la r

modalité de la variable Yiq SUT la
siéme

modalité de la variable Yipe

Ainsi il est nécessaire d'estimer (kxm) paramétres 8, (1xn)
paramétres y et (mxn)] paramétres o en raison du caractére mutuel-

lement dépendant des variables Yig et Yior

Comme précédemment, il faut pour découvrir les estimateurs des
parametres inconnus du systé@me par la méthode du maximum de vrai-
semblance & information compléte, définir au préalable les pro-
babilités individuelles jointes de réalisation des différents
événements. Ainsi, d’aprés le théoréme des probabilités cendition-
nelles, la probabilité de réalisation de 1'gvenement joint

{yi1=r,yi2=s} est égele 3

Prob{yi1=r,yi2=s} = Prob{yi1=r|yiz=s} Prob{yi2=s}

1

—wd -
xAB o

Or Prob{y.4=r|y4q=s} =
i1 7i2
1+e
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D’autre part nous 3SvCons
Prob{yi2=s} == rrom{yi2=s|yi1=r;

tant donné que

1
Prob{yi2=s|y;q=r} = -
- 4eg ZTYS"Og

Alors

Prob{yi2=s} =

1.
—Z-yS-agr
r=1 1+e s

D'od

i
Z7ygta
et Ys'lsr

Prob{yi1=r,yi2=s} -
o2 Yetosr

Les probabilités cde réalisation des autres éveénements joints
s'obtiennent de la méme fagon. Contrairement au systéme d’équa-
tions simultanées & variables endogénes dichotomiques, il ne
saurait 8tre question pour nous d'énumérer toutes ces probabilités,
aussi construirons-nous la fonction de vraisemblance du systéme &
partir de la probabilité de réalisation de l'événement joint

général ci-dessus.
Soit

= I3 =
[¢] i1 yi1 T,Y.

rs 12=5} r=1,...,mets =1,...,n

La fonction de vraeisemblance du systéme est alors égale &

m n

-

n
| = T [ =y
Lig,v,a) n T 1 Pmb\yi,1 LYo
r=1 s=1

=g}

Par un processus d’optimisation numérique, il est alers possible
de découvrir les estimateurs des paramétres inconnus du systéme
et par 1a méme de construire des tests de significativité des

variables supposées déterminer le phénomgne étudié.



CONCLUSION

Une fois encore, preuve est feaite gque la routine n’est pas du
domaine de 1’économétrie. En choisissant 1'habituelle forme
linéaire pour représenter la liaison entre une variable dépen-
dante gualitative et un certain nombre de variables exogénes,

le chercheur empiriste est 5ertain d'obtenir des prédictions de
probabilités biaisées et des tests de significativité des
variables "inexacts”. Etre conscient de cet état est d'importance,
avoir la volonté d'y remédier 1'est encore plus lorsgu'il s'egit

de déduire des politiques & partir de considérations empirigues.

Plusieurs modeéles sont alors envigageables pour représenter

une probabilité et pour en donner une estimation. Sans conteste

le modéle logistique est préférable & tout autre. En effet, les
techniques d’'estimation de données groupéss, basfes sur la formu-
lation de modéles non linéaires ex post ou ex ante présentent
1'inconvénient de réduire 1'information d'une part, de manguer
quelgue peu de rigueur économétrique d'autre part, dans la mesure
ol les problémes de transformation d'un modéle non linéaire en un
modéle linéaire sont quasiment &ludés. Le modéle logistique &
variable dépendante qualitative permet quant & lui d’'éviter ces
deux inconvénients =t présente 1'avantage de fournir de meilleures
prédictions de la probabilité de réalisation de 1'évenement expliqué.
Son estimation per la méthode du maximum de vraisemblance nécessite
le recours & un processus d'optimisation numérique. Quelle gue soit

la nature de la fonction & optimiser, de tels processus sont toujours
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Selen la nature de tte fonction,

is procurent sont plus ou moins fiables. Dans ie
cas du meddle logistigue, la fonction de vraisemblance étant

convexe, elle admet alors un maximum global, si bien gque les esti-
mateurs des paramétres inconnus possédent toutes les propriétés

des estimateurs du maximum de vraisemblence Tls sont donc convergents,

asymptotiquement ef{icients et asymptotiquement normaux.

La généralisation du modéle logistigue & variable dépsndante

dichotomigue au modéle & variable dépendante polytemigue permet
quant & elle de traiter des situations plus varides qu'il serait
évidemment possible de dichotomiser au prix toutefois d’'une
schématisation certaine de la réalité. L'estimation de ce modéle
ne pose toutefois pas plus de probléme que 1'estimation du précé-
dent, si ce n’est gu’'il faut estimer un nombre plus important de

paramgtres inconnus pour un méme nombre de variables exogénes.

Le systéme d’équations logistiques simultandes & variables
endogénes qualitatives permet quant & luil de formaliser des
situaticons trés fréguentes en €conomie. Traiter séparément les
équations qui le compose reviendrait & estimer des modéles simples
& variables dépendantes dichotomigues ou polytomiques, et par 1&
méme & introduire un bials dans la valeur des estimateurs des
paramétres inconnus, tout comme cela arrive avec le systéme

d’éguations simultanées & variables endog@nes continues.
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