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JEUX, PREUVES ET LOGIQUES

Shahid Rahman et Laurent Keiff
Université Lille 3

1. UN PEU D’HISTOIRE

La logique, comme codification des formes canoniques du raisonnement,
est née dans le contexte d’une pratique dialectique du débat a des fins de
connaissance scientifique. 1l est possible de comprendre cette notion de
débat comme une forme de jeu, et c’est a I’évidence la thése défendue par les
sophistes. De ce point de vue, on pourrait dire que le lien entre la logique et
les jeux est aussi ancien que la logique elle-méme.

Cependant, c’est sur la base de la mathématisation des deux domaines
que les interactions profondes et fécondes dont nous allons parler se sont
développees.

La théorie mathématique des jeux a émergé progressivement durant la
premiére moitié du 20° siécle.! C’est dans ce contexte que la logique
dialogique est née, dans les travaux de Paul Lorenzen, en rapport avec la
logique intuitionniste (Lorenzen [1955]), une logique dans laquelle le
principe du tiers exclu (A ou non-A) n’est pas valide en général. A partir de
ces premiers résultats décisifs en logique intuitionniste, Kuno Lorenz eut
I’idée d’utiliser la théorie des jeux pour systématiser I’étude des dialogues et
restituer ainsi a la logique la dimension dynamique et rhétorique qu’elle
avait a ses débuts. Lorenzen et Lorenz [1978] développérent le cadre

1 On considére généralement le théoréme de Zermelo [1913], montrant que le jeu d’échec
posséde une solution, comme le point de départ de la discipline en tant que telle. Les
premiers développements importants datent des années 30, notamment Borel [1921] et von
Neumann [1928]. L’ouvrage que la plupart des historiens considérent comme fondateur est
celui de von Neumann & Morgenstern [1944]. Dans les années 50 paraissent les premieres
études explicites des liens entre la théorie des jeux et le domaine de la logique : Gale &
Stewart [1953] et Henkin [1959]
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conceptuel dialogique de fagon a intégrer également la logique classique de
Frege et Russell. Sur cette base, il devenait possible de donner une
expression dialogique & un grand nombre de logiques non classiques et de
les combiner.

Mentionnons quelques exemples (nous reviendrons plus loin sur les trois

derniéres):

= Les logiques paraconsistantes qui acceptent certaines contradictions
sans que le systeme devienne trivial2. Dans une telle logique, de la
prémisse « Bush est le président des USA et Bush n’est pas le
président des USA » il n’est pas permis d’inférer la conclusion « la
conjecture de Goldbach est vraie ».

* Les logiques modales, ou des opérateurs sont introduits pour
exprimer la nécessité et la possibilité (ce qui permet de traduire
formellement des phrases telles que « il est possible que les martiens
existent »).

= Les logiques libres qui autorisent le raisonnement sur les fictions (on
peut y raisonner avec des expressions comme « Pégase est un cheval
ailé »).

» La logique linéaire qui est capable de tenir compte de la limitation
des ressources du system formel. Et ainsi de suite pour de nombreux
autres systémes...

Ce travail fut mené essentiellement par Rahman et ses collaborateurs :
I’idée principale est ici d’appréhender la dialogique non comme une
logique particuliere, ni comme une autre présentation de systémes connus,
mais comme un cadre conceptuel dynamique et unifiant permettant de
construire des logiques?.

La notion essentielle de cette approche est celle de dialogue, c'est a dire
d’interaction réglée entre deux joueurs ou les coups peuvent étre compris
comme des actes illocutoires (assertions et interrogations). Une preuve est
donc le fruit de I’interaction entre les joueurs : on considére qu’un joueur a
fourni la preuve de la validité d’une assertion s’il a été en mesure de fournir
une réponse satisfaisante a toutes les questions que son assertion autorise
dans le jeu. Voyons a quoi ressemble un tel jeu.

2 Un systéme trivial est un systéme ol toute expression bien formée est un théoréme.
3 Voir par exemple : Rahman [1993], [2001], [2002] et [2004], Rahman et Carnielli [2000],
Rahman et Keiff [2004], Rahman et Riickert [2001]
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2. LOGIQUE DIALOGIQUE, CONCEPTS
ELEMENTAIRES

2.1 Les regles du jeu

Un dialogue est un jeu logique & deux joueurs : le Proposant (P) qui
asserte la thése (la formule initiale du jeu et qui exprime une proposition) et
qui a pour réle d’en montrer la validité, et 1’Opposant (O) qui a pour r6le de
réfuter la thése. O cherche a construire un contre-modele de la thése (c'est a
dire décrire une situation ou la thése ne peut pas étre prouvé). P cherche a
montrer 1’échec systématique des tentatives de O. On remarquera la
ressemblance avec le jeu d’échecs. Les exercices d’échecs de type « les
blancs matent en deux coups » invitent précisément a définir une stratégie de
victoire : un joueur posséde une stratégie de victoire (SV) s’il connait une
fonction qui, pour chaque coup possible de I’adversaire, indique les coups a
jouer pour gagner la partie. La notion de validité est définie a partir de celle
de stratégie : une proposition A est valide si, et seulement si, P possede une
SV dans un dialogue dont A est la thése.

Pour comprendre comment s’organisent les régles du jeu dialogique, on
peut songer aux régles du jeu d’échecs. Une partie de ces régles définissent
les mouvements de chacune des pieces, indépendamment du fonctionnement
général du jeu. En ce sens ce sont des régles locales. L’autre partie des régles
(précisant qui commence, qui gagne, etc.) décrit le déroulement général
d’une partie. En ce sens, ces régles sont globales. Il est important de
remarquer ici que les mémes regles locales peuvent genérer différents jeux
par l’altération des régles globales. On peut par exemple imaginer une
variante des échecs dans laquelle un joueur perd s’il perd toutes ses piéces.
De la méme maniére, les régles dialogiques se divisent en deux sous-
ensembles : les regles de particule et les régles structurelles. Les premieres
décrivent les formes argumentatives, c'est a dire la forme locale du dialogue :
elles ne tiennent compte de rien d’autre que de la principale constante
logique de la formule initiale — la disjonction (A ou B), la conjonction (A et
B), I’implication (si A alors B), la négation et les quantificateurs (pour tout X,
pour quelque x)% Les secondes décrivent le fonctionnement du jeu

4 Conjonction et disjonction se distinguent au sens dialogique par la fait que dans le
premier cas c’est I’attaquant qui choisit le conjoint avec lequel le dialogue se poursuivra, alors
que dans le second cas, c’est le défenseur qui choisit le disjoint qu’il est prét a défendre. De la
méme maniére, les deux quantificateurs se distinguent par le joueur qui a le choix de la
constante d’individu substituée a la variable.
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indépendamment de la nature de la these, elles sont donc globales (elles
déterminent 1’ordre du jeu, s’il joue un réle, la structure mathématique du
flux d’information dans le jeu, etc.). Les régles structurelles déterminent les
propriétés de la relation de conséquence logique, en décrivant le déroulement
général du jeu. Le cadre de la théorie des jeux logiques, et particulierement
celui de la dialogique, est intrinséquement pluraliste en ce sens qu’il offre un
cadre conceptuel dans lequel il est possible d’exprimer un grand nombre de
systemes logiques différents, de les comparer et de les combiner, par des
procédés analogues a ceux que nous avons mentionné a propos des échecs :
par exemple, fixer les régles de particules et altérer les régles structurelles,
ou bien faire I’inverse.

Exemples

= Dialogique Modale :
Une vieille question de logique modale, intéressante et philosophique, est
illustrée par I’exemple suivant. Imaginons qu’un professeur de mathématiques
affirme qu’une certaine proposition (par exemple que la somme des angles d’un
triangle rectangle est égale a deux droits) est nécessaire. Que se passerait-il si
un de ses étudiants, qui aurait lu Leibniz, lui demandait : cette proposition est-
elle nécessairement nécessaire ? Cette nécessité est elle valable dans tous les
contextes possibles ? Dieu lui-méme est-il contraint de ’accepter ? Une fagon
(typiquement dialogique) d’analyser la controverse consisterait a laisser 1’éléve
choisir le contexte, et donner au professeur la tache de montrer la nécessité de
1”égalité de notre exemple. Il est assez clair que le succés du professeur dépend
des conditions dans lesquelles il Iui est permis de transporter la vérité d’une
proposition dans un contexte donné vers un autre contexte. La dialogique
modale a précisément pour vocation d’étudier la dynamique de telles
conditions®.

= Un probléeme du méme genre, mais plus difficile, est lié¢ a ce qu’on a appelé la
logique des « contrepossibles ». Tmaginons qu’un mathématicien tienne une
certaine proposition pour vraie (I’Axiome du Choix par exemple). Est-il
contraint d’accepter que la fausseté de cette proposition entrainerait n’importe
quelle conséquence® ?

La négation engendre une inversion des réles : attaquer la négation d’une proposition,
c’est la méme chose que défendre cette proposition. L’attaque contre I’implication consiste a
concéder ’antécédent, et la défense correspondante consiste a asserter le conséquent.

5 Voir Rahman et Keiff [2004] et Blackburn [2001].

6 Rappelons que si 1’antécédent d’un conditionnel est faux, le conditionnel est vrai quel que
soit le conséquent. Dans notre exemple, il serait donc vrai que la fausseté de 1’ Axiome du
Choix entraine n’importe quelle conséquence.
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= Dialogique libre :

Un autre probléme célébre concerne les entités fictives. Que peut-on dire, du
point de vue logique, de Mme. Bovary ou d’un objet inexistant d’une
expérience de pensée? Russell fournit une solution classique : on considére que
si I’on dit quelque chose d’Emma Bovary, on dit qu’il existe un individu qui est
Emma Bovary et posséde telle ou telle propriété. Un tel énoncé est donc faux.
Mais on peut vouloir une logique qui soit capable de distinguer entre le vrai et
le faux concernant les fictions. Il est faux qu’Emma Bovary existe. Il est vrai
qu’elle est I’épouse de Charles Bovary. Que le jour de ses quatre ans elle portait
une robe bleue n’est ni vrai ni faux, on ne sait pas. Comme on le voit, une telle
logique doit au moins étre capable de distinguer entre différentes formes de
quantification (c'est-a-dire d’existence), et accepter de restreindre la validité du
tiers exclu. La dialogique libre” a précisément pour vocation d’étudier la
dynamique des formes correctes du raisonnement dans un univers linguistique
ou les fictions ont droit de cité.

3. SEMANTIQUE, PRAGMATIQUE ET LA
STRATEGIE DU COPIEUR

On I’a vu, les régles des jeux dialogiques se répartissent entre régles de
particule déterminant la signification locale des constantes logiques, et les
regles structurelles déterminant la signification de la relation de
conséquence. En réalité, les systémes de dialogues dont nous parlons sont
formels, en ce sens qu’aucun jeu n’est associé aux formules atomiques
comme « Dubucs a gagné le tour de France». On peut considérer le
probleme de ces formules de la fagon suivante : si P doit défendre la validité
de la thése, il doit étre capable de le faire indépendamment de la justification
informelle des formules atomiques qui la composent. La regle structurelle
correspondant a cette idée est la suivante : P a le droit d’asserter une formule
atomique « dans un dialogue si, et seulement si, O a asserté « lors d’un coup
précédent. Cette régle garantit que si P posséde une stratégie de victoire,
celle-ci sera par définition en accord avec les preuves informelles acceptées
par O.

Imaginons trois joueurs d’échecs (ou plutdt, une variante des échecs ou le
pat n’est pas possible) : Karpov, Kasparov et Hintikka. Ce dernier a d’autre
part I’avantage structurel de décider s’il joue Noir ou Blanc. Dans ces
conditions, Hintikka pourrait défier les deux champions avec la certitude de

"Voir Rahman [2001].
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gagner une partie exactement. Jouant Noir contre Kasparov, il copiera les
coups de celui-ci en jouant Blanc contre Karpov.

La signification de la régle formelle est liée & une telle stratégie. On peut
le voir facilement dans la preuve de la tautologie triviale par excellence,
A—A. celle-ci recele en fait une dynamique interne que seule I’approche
dialogique peut faire apparaitre. Le dialogue a la forme suivante : P asserte
la thése. O Tl’attaque en concédant I’antécédent (A), a quoi P répond en
utilisant cette concession. On pourrait étendre le dialogue, en autorisant O a
attaquer la formule atomique A, mais il resterait toujours possible pour P de
copier la stratégie informelle utilisée par O pour soutenir sa propre assertion.
En définitive, la validité de A—>A repose sur un flux d’information qu’une
approche statique de la notion de preuve ne peut que manquer.

Ce qui précéde éclaire un point essentiel de la théorie dialogique de la
signification. Celle-ci est en général placée sous le signe de la pragmatique.
La notion de pragmatique est en genéral comprise du point de vue de Charles
William Morris® : la syntaxe s’occupe de la relation des signes entre eux, la
sémantique des relations entre les signes et les objets, et la pragmatique des
relations entre les signes et les utilisateurs de ces signes. Mais dans la
dialogique on conteste la séparation stricte entre signification et
pragmatique. Un exemple typique de mot dont la signification est
pragmatique est fourni par les pronoms : le mot « je » désigne une personne
variable, c’est le contexte ot ce mot est utilisé qui permet de déterminer sa
référence. L’édifice de la théorie dialogique de la signification repose sur
une idée de ce genre : cette théorie est une pragmatique lorsque 1’ensemble
des régles du jeu n’est pas fixé. C’est le cas par exemple lorsqu’on envisage
les seules regles de particule. Elle devient une sémantique lorsque toutes les
régles sont données. L’enchainement preuves informelles / régles de
particule / régles structurelles suggére une transition graduelle entre
pragmatique et sémantique. Il est d’ailleurs possible® de construire des
systémes de dialogues ou ce qui est recherché est un systéme de régles en un
certain sens minimal permettant de gagner le dialogue pour une these
donnée. Pour de tels dialogues, la transition pragmatique / sémantique
devient I’objet d’une dynamique interne a la preuve: le dialogue est
pragmatique jusqu’a ce qu’il parvienne a une conclusion sémantique : la
fixation des régles permettant la victoire.

8 Voir Morris [1938].
9 Voir Rahman et Keiff [2004].
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4. LOGIQUE LINEAIRE

L’aspect procédural de la notion dialogique de preuve a fait de cette
approche le mode d’expression privilégié de certains systémes importants
pour I'informatique théorique, et particulierement la logique linéaire. Celle-
ci est née dans les années 80 du travail de J. Y. Girard (voir Girard [1987]
etc.) Les textes de présentation classiques (Girard [1987], Blass [1992])
insistent sur une idée centrale qui distingue la logique linéaire, et qui fonde
son rapport privilégié avec la sémantique dialogique : la notion de limitation
des ressources.

Dans I’ensemble des approches de la logique précédant le programme
linéaire, les formules du langage objet dénotent des types propositionnels, en
ce sens qu’en général, le systéme de déduction ne permet pas de distinguer
entre les différentes occurrences d’une formule dans une preuve. Par
exemple, en logique standard, des prémisses A — B et A A A, on peut
conclure B. En d’autres termes, si une formule appartient a ’ensemble de
prémisses d’un argument, il est possible d’en faire usage autant de fois qu’il
est nécessaire pour dériver la conclusion, ou bien de ne pas s’en servir. La
logique linéaire au contraire n’autorise pas une telle dérivation, parce qu’une
partie des informations contenues dans les prémisses est redondante (une des
occurrences de A). Pour expliquer les intuitions fondamentales de son
systeme, Girard a généralement recours a une analogie. Si un paquet de
cigarettes colte un euro, je ne peux acheter de cigarettes que dans la mesure
ou j’ai les euros et qu’il y a des cigarettes a vendre. On n’achéte pas
différentes occurrences du paquet de cigarettes avec différentes occurrences
d’un euro. De la méme maniére, chaque dérivation d’une formule
déterminée utilise certaines prémisses déterminées. Une dérivation correcte
équilibre les comptes : chacune des prémisses est utilisée exactement une
fois dans 1’exécution de la preuve.

Cette idée a une traduction dialogique particulierement directe : chaque
fois qu’une assertion a été attaquée et convenablement défendue, on peut
dire qu’elle a servi dans la preuve. Ce qui est essentiel ici, ¢’est qu’une
preuve dialogique est un processus ou jouer un méme coup deux fois n’est
pas équivalent a jouer une seule fois le coup.

Ce qu’illustre I’exemple de la logique linéaire, comme nos remarques sur
la notion dialogique de pragmatique, c’est la fécondité logique de I’approche
procédurale et constructive incarnée dans les dialogues en tant que cadre
d’étude de la diversité des systémes logiques et leurs relations dynamiques.
Un autre cas particuliérement intéressant, mais qu’il n’est pas possible de

10 Sj A alors B.
T AetA
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développer, ici est celui des relations entre les jeux de preuve formelle
dialogiques et le raisonnement dans un modele qui est au cceur de la
sémantique des jeux (GTS) décrite ailleurs dans ce numéro. Le tournant
dynamique en théorie de la signification, pour reprendre une qualification
célébre’?, n’a certainement pas fini de porter ses fruits.

12 \oir Peregrin [2003].
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