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M édianes métriques et latticielles
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Résumé

Dans ce texte, nous présentons les notions de médianes utiles pour I’ agrégation des préférences et plus
généralement pour les problémes de consensus. Aprées une introduction sur les médianes en général, la
premiére partie considére les relations médianes, définies métriquement, pour des profils de relations
binaires soit quelconques, soit composés de tournois ou d’ ordres totaux. Le calcul des médianes d’ ordres
totaux s'avére « difficile » et la deuxiéme partie traite de ce probléme en en donnant d’' abord diverses
formulations, puis en précisant les résultats de complexité a gorithmique, enfin en esguissant les méthodes
de résolution et en donnant certaines propriétés des ordres médians. La troisiéme partie considére au
contraire le cas ou le calcul des médianes est « facile ». Ce cas est celui ou I'ensemble des objets
susceptibles d’ étre agrégés peut &tre muni d’ une structure d’ ordre qui en fait un demi-treillis a médianes,
danslequel les médianes s obtiennent alors au moyen d’ expressions al gébriques.

Mots-clés : consensus, demi-treillis @ médianes, graphe pondéré, ordre médian, relation médiane,
tournoi, treillis.

Abstract

In this paper we present the notions of median useful for the aggregation of preferences and, more
generally, in problems of consensus. After the introduction on the general notion of median, the first
section studies the median relations of a profile of arbitrary or particular (tournaments, linear orders)
relations. The computation of the medians of linear ordersis difficult. The second section is devoted to
this problem of which several equivadent formulations are presented. Then complexity results are
specified, resolution methods are sketched and properties of median linear orders are given. The third
section bears on the case where the computation of mediansis easy, i.e. the case where the set of objects
to aggregate can be endowed with an order strucure, namely a structure of median semilattice.

K ey words: consensus, lattice, median, median order, median semilattice, tournament, weighted graph.
AMS subject classification numbers: 06, 91.
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M édianes métriques et latticielles'

2.1. Introduction

Cet article concerne les problémes d' agrégation des préférences qui se présentent
dans les problématiques du choix collectif ou de la décision multicritére. Plus
précisément, il porte sur la théorie de la médiane pour des relations binaires, ses
extensions abstraites (aux treillis) et ses applications aux problémes d' agrégation.
Dans cette introduction, nous considérons d’ abord la notion de médiane en général,
puis les médianes de relations binaires et enfin les médianes latticielles.

2.1.1. Médianes, en général

Lanotion de médiane provient d’' abord de la géométrie. Nous avons tous affronté,
en nos lycéennes enfances, des segments de droite particuliers dansles triangles. Une
bi ssectrice coupe un angle en deux angles égaux et s'en vient choir sur le cété
opposé. Une hauteur, partant d’ un sommet, aborde le cdté opposé selon un angle
droit. Enfin, une médiane, issue d' un sommet, partage le cbté opposé en deux parties
égales. C'est précisément sur |e partage qu’ est fondée lamédiane. La médiane d’' une
série statistique ordonnée la divise en deux parties égales. Dans leur fameux
Dictionnaire de gtatistique, Kendall et Buckland [KEN 57] distinguent « médiane »
et « centre médian » en écrivant que, « selon la tradition italienne », le centre
médian est un point dont la somme des distances a des points d’ un ensemble donné
est minimum. En fait ces deux notions coincident, comme |’ avait déja noté Laplace
[LAP 74]. Les médianes mettent donc en regard deux structures: une structure

1 Article rédigé par Olivier HUDRY, Bruno LECLERC, Bernard MONJARDET et Jean-Pierre
BARTHELEMY.
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Médianes métriques et latticielles 3

ordinale (ici, un ordre total ; plus généralement, on parlera de médianes latticielles
ou a gébriques) et une structure métrique (on parlera aors de médiane métrique). Il est
piquant de noter que si la médiane est de nature métrique, elle n’ est pas de nature
géométrique : I'intersection des trois médianes d’ un triangle est son centre de gravité
et non lamédiane (métrique) de ses trois sommets. Par ailleurs, la médiane de points
alignés ne dépend que de la succession de ces points et non des longueurs des
intervalles les séparant.

2.1.2. Médianes de relations binaires

Le probléme de I’ agrégation de relations binaires (en I’ occurrence de préordres
totaux) a été posé formellement par Arrow [ARR 51]. Tres rapidement, la notion de
médiane venait s'inscrire dans lalignée de ce travail, et selon les deux dimensions
gue nous avons mentionnées plus haut : ordinale et métrique. Relativement a la
premiére, Guilbaud [GUI 52] faisait remonter les questions arrowiennes alathéorie
des votes développée alafin du 18€ siecle par Condorcet et quelques autres. En
particulier, il soulignait que larégle majoritaire n’ était généralement pas applicable,
et d’gjouter : « L’ étude analytique du paradoxe de Condorcet nous conduira d’ailleurs
aentrevoir comment on peut construire une médiane dans des structures partiellement
ordonnées de types variés ». Condorcet (et quelques autres, a sa suite), en effet,
notant que les modes de scrutin usuels pouvaient conduire al’ élection d’'un candidat
qui serait battu ala majorité par un autre, proposait de décomposer ce scrutin en
duels (i. e. d opposer les candidats deux a deux) et a déclarer vainqueur un candidat
battant tous les autres ala majorité. Malheureusement, il s'apercut que ce mode de
scrutin soulevait d' autres difficultés, illustrées plusloin (voir la partie 2.2.4).

A lafin des années cinquante, pour pallier le résultat d’impossibilité d’ Arrow,
Kemeny [KEM 59] introduisait, pour les ordres totaux, la notion de médiane
métrique, fondée sur la distance de la différence symétrique, distance comptant le
nombre de « désaccords » entre deux relations. Lajustification donnée par Kemeny
reposait sur une caractérisation axiomatique de ladite distance. Depuis ces travaux
pionniers, le theme de la médiane de relations binaires a pris force et vigueur. On
trouvera dans [BAR 81] un bilan de la déja foisonnante littérature consacrée a ce
sujet. Sur un plan algorithmique, notons enfin que, al’exception de certains cas
assez évidents, larecherche d' une médiane (au sens de Kemeny, et pour des relations
binaires de types variés) conduit généralement a des problemes NP-difficiles
[HUD 89].
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4 Concepts et méthodes pour |’ aide ala décision

2.1.3. Médianes latticielles

Comme souvent lorsqu’il s’ agit de questions mathématiques, la compréhension
d’un lien profond entre deux approches s obtient a I'aide d'une troisiéme : une
approche abstraite dans laquelle on peut les plonger. Ici, ¢’ est |le modéle abstrait des
treillis (et demi-treillis) qui relie les approches ordinales (Guilbaud) et métriques
(Kemeny). Dans deux articles séminaux, Barbut ([BAR 61] et [BAR 67]) montrait
que le résultat de Laplace, sur I’ égquivalence des médianes ordinales et métriques, se
généralise aux treillis distributifs et fait explicitement le lien, non seulement avec la
régle majoritaire de Condorcet, mais aussi avec la statistique ordinale dével oppée par
Kendall [KEN 38] (le fameux coefficient t de Kendal n'est autre qu'une
normalisation entre —1 et +1 de la distance de la différence symétrique — utilisée,
rappelons-le, par Kemeny). Les résultats de Barbut ont été, ensuite, systématisés par
Monjardet qui aintroduit, entre autres, la notion d’intervalle médian [MON 80].
Deux extensions ont alors été développées :

— extension a d’ autres structures ordinales, en particulier aux treillis (et demi-
treillis) modulaires ;

— étude des médianes dans les arbres (I'initiateur est, sans conteste, Camille
Jordan [JOR 69]).

Toute proposition vraie pour les arbres et les treillis distributifs a toutes les
chances de I’ étre aussi pour la structure abstraite plus générale de demi-treillis a
médianes (considérée précédemment par Sholander [SHO 54] et Avann [AVA 61].
C’est ainsi que les résultats de Barbut pour les treillis distributifs, et de Zelinka
[ZEL 68] et Slater [SLA 78] pour les arbres, ont été étendus aux demi-treillis a
meédianes par Bandelt et Barthélemy [BAN 84].

L e théme abordé dans cet article est trés prolifique. Environ deux cents références
décoraient I’ article de Barthélemy et Monjardet [BAR 81], écrit il y aplus de vingt
ans; leur nombre a sans doute plus que triplé (en particulier le champ des médianes
a été fort envahi par la classification automatique). Nous avons donc di faire des
choix drastiques. Du c6té relationnel, nous nous sommes restreints essentiellement
aux relations quelconques, aux tournois et aux ordres totaux (d'autres relations
interviennent cependant dans la derniére partie a titre d' application de la notion de
meédiane latticielle). Du cté métrique, nous avons mis I’ accent sur la distance de la
différence symétrique et son extension aux demi-treillis. A coté, il y aurait eu des
aspects « géodésiques » (par exemple, dans le treillis permutoedre) qui relévent
autant de lathéorie des graphes que de celle des ensembles ordonnés. Du c6té
latticiel, nous avons mis I’ accent sur la structure ou s’ expriment naturellement les
médianes, ¢’ est-a-dire les demi-treillis a médianes. Cela ne doit pas faire oublier que
des résultats paraléles ou plus généraux (demi-treillis semi-modulaires, voire
guelconques) ont été abtenus plus ou moins récemment.
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Médianes métriques et latticielles 5

Outre cette introduction (premiére partie), cette contribution comprend trois
parties. La partie 2.2. dresse le décor en donnant diverses définitions qui seront
utilisées dans la suite et en étudiant les médianes pour les relations binaires
quelconques, puis pour les tournois. La partie 2.3. porte sur les ordres (totaux)
médians et particuliérement sur le probléme de leur calcul effectif. Tout en reprenant
les aspects algébriques de la partie 2.2., elle développe diverses questions relevant de
I’ optimisation combinatoire. La derniére partie traite des médianes latticielles. Ony
remarque d’ abord que plusieurs ensembles de relations binaires constituent, une fois
convenablement ordonnés, des treillis ou demi-treillis. On fait alors une transition
des relations binaires aux treillis, incluant une extension de la distance de la
différence symétrique et donc de lamédiane. L’ accent est ensuite naturellement mis
sur les demi-treillis a médianes, dont on a dit plus haut qu’ils constituent le cadre
pour I’ unification de la plupart des résultats « positifs » de la littérature. Cette partie
revient aussi sur les usages en mettant en évidence comment cette approche latticielle
abstraite vient s'instancier pour rendre compte de résultats sur des relations binaires
de type particulier ou sur d’ autres modéles de préférence (fonctions de choix).

2.2. Relations médianes : généralités
2.2.1. Le modele

On considére dans cet article:

—unensemblefini V={1, ...,1i, ..., v} de v éléments appelés dans |la suite des
votants, mais qui peuvent aussi bien représenter des « agents », des « criteres »,
etc.

—unensemblefini X ={x, y, z ...} de néléments appelés dans la suite des
candidats, mais qui peuvent aussi bien représenter des « décisions », des « objets »,
etc.

Chague votant est supposé comparer les candidats deux a deux. Il exprime ainsi
ses préférences entre les candidats au moyen d’une relation binaire R définie sur X.
On fait I" hypothése que R appartient a un ensemble donné D de relations binaires
définies sur X. Autrement dit, si R = P(X?2) désigne |’ ensemble des partiesde X2,
¢ est-a-dire|’ ensemble des relations binaires définiessur X, ona D | R. Ladonnée
pour chaque votant i de sarelation de préférence R définit ce qu’ on appelle un profil
de préférences individuelles. On note un tel profil P =(R, ..., R, ..., R)).
L’ ensemble de tous les profils de préférences possibles est donc DV.

A chaque profil possible de préférences individuelles, on cherche & associer une
relation de préférence « collective » représentant la préférence « agrégée », ou
« consensus », des préférences individuelles. On demandera souvent a cette
préférence collective soit d’ étre du méme type que les préférencesindividuelles, i. e.

Cabhiers de la MSE - 2004.44



6  Concepts et méthodes pour |’ aide ala décision

d appartenir a D, soit plus généralement d appartenir a un ensemble ‘M (pour
«modéle ») de relations contenant D. Nous auronsdonc engénéral Di M [ R.
Classiquement, on appelle procédure d’ agrégation une application de DV dans ‘M.
Dans la suite, nous aurons besoin d'éargir cette définition en considérant par
exemple des applicationsde DV dans P* (M), ou P* (M) désigneI’ensemble des
parties non vides de ‘M.

On désire aussi que la procédure utilisée pour agréger les préférences vérifie de
« bonnes » propriétés. Par exemple, si les votants sont unanimes a préférer le
candidat x au candidat v, il faut que dans la préférence collective x soit aussi préféré a
y. Larecherche de bonnes procédures d’ agrégation se heurte a des obstacles (comme
I’ effet Condorcet évoqué ala section 2.3. ou le théoréme d' Arrow [ARR 51] ; on
pourraaussi consulter sur ces sujets les articles constituant le numéro 163 de
Mathématiques et Sciences humaines [MSH 03]) qui conduisent & étre moins
ambitieux sur les procédures d’ agrégation considérées.

Le type de procédures d agrégation que nous allons utiliser dans cet article
appartient ala vaste classe de ce qui est appel € les procédures métriques d’ agrégation
des préférences. Elles sont fondées sur une idée trés naturelle que I’ on retrouve dans
des contextes variés (par exemple en analyse des données). On va rechercher la
préférence collective « la plus proche » — en un sens a préciser — des préférences
individuelles du profil considéré. Pour définir cette notion de proximité, on
commence par se donner une digance dsur |’ ensemble ‘M des relations collectives
possibles, c'est-adire a en faire un espace métrique (M, d. En utilisant cette
distance, on définit ensuite une mesure d’ éoignement (cf. [BAR 81]) entre un profil
P de préférencesindividuelles et une relation R quelconque de M. Les relations de
préférence collective associées au profil P sont alors les relations de M minimisant
cet éloignement.

2.2.2. La procédure médiane
Une distance d étant donnée sur ‘M, la procédure médiane est la procédure
métrique ou I’ éoignement E(P, R) entreun profil P = (Ry, ..., R;, ..., Ry) de

préférences individuelles et une relation R quelconque de ‘M est obtenu en sommant
les distances des différentes relations du profil considéré alareationR :

EP,R)= ad(R,R).
i=1

Cabhiers de la MSE - 2004.44



Médianes métriques et latticielles 7

DEFINITION 2.1.— Soit P T DV un profil de préférencesindividuelles définies sur X
etsoit M | R.Une M-médianede P est une relation de ‘M solution du probléme

d’ optimisation suivant : minimiser E(P, M).
MI M

On notera que I'ensemble ‘M étant fini, il existe toujours au moins une
M-médiane d'un profil, et qu'il peut en exister plusieurs. On notera Médy,(P)
I’ensemble des M-médianes du profil P. Evidemment, les M-médianes d’ un profil
vont dépendre de ladistance d choisie sur ‘M. Dans la suite, nous nous limiterons a
la distance la plus naturelle et la plus utilisée pour un ensemble de relations binaires,
a savoir ladistance de la différence symétrique. Rappelons la définition de cette
distance, que nous notons d (D désignant la différence symétrique ensembliste) ;
pour deux relations binairesR et R’ définiessur X, on a:

dR, R") = |RDR¢ =6RER' 6 —6RCR 6 =6R\R' 6 + 6R' \ R0,
ce qui peut aussi s écrire:

d(RRY = [{x, y) : [(x, )T Ret(x,y)i ROJou[(x, y)T Ret(x, y)i
RO

Autrement dit, la distance de la différence symétrique entre R et R’ est e nombre
de couples de X appartenant al’ une des relations et non al’ autre (elle mesure donc le
nombre de leurs « désaccords »).

L’ éoignement d'un profil P = (R, ..., Rj, ..., Ry) aunerelation R est alors,
pour ladistanced :

EP,R) = ad(R,R.
i=1

2.2.3. Les R-médianes d'un profil derelations

Nous commengons par considérer le cas ou les préférences individuelles des
votants peuvent étre des relations binaires arbitraires, ¢’ est-a-dire le cas pour lequel
ona D = R. Bien que peu réaliste pour le cas des préférences, ce cas peut se
présenter dans d’ autres contextes et | es résultats obtenus sur les ‘R-médianes restent
valables pour des relations non quel conques. Nous avons besoin de définir certains
paramétres associés au profil P = (Ry, ..., R;, ..., Ry). On pose:

Vo, y)={iT V:xRiy},
Vg (%, y) ={i TV:xyl R},

Cabhiers de la MSE - 2004.44



8  Concepts et méthodes pour |’ aide ala décision

Vo, ) = Vel MI=HI T Vi xR}
VS =IO V=R V() TR
Wp (X, Y) = Vi, ¥) = VS (%, )

Ainsi Vp(x, y) designe I’ ensemble des votants préférant le candidat x au candidat
Y, Vp(X, ¥) e nombre de ces votants et v; (X, y) le nombre des votants ne préférant
pas x a y (ce qui, en général, ne veut pas dire qu'ils préferent y a x). On a
évidemment les égalités vp(x, y) + V5 (x, y) = vet wyx, y) = 2vp(X, y) — V.
Lorsgu’il n'y a pas d ambiguité, ¢’ est-a-dire pratiquement toujours, on omet I'indice
p dans les notations précedentes (par exemple, lanotation Vp(x, y) devient V(X y)).

Le premier résultat consiste a exprimer I’ éloignement d’un profil aune relation R

arbitraire au moyen des paramétres précédents, ainsi que les modifications de cet
éloignement si I’ on retire ou gjoute un couple aR.

LEMME2.2—Pour P =Ry, ..., Ri, ..., Ry)T RVetRl R,ona:
@ E(P,R)= & VE(xy) + av(xy) ;

(xR (IR
v
(b) E(P,R) = alRll - aAW(ny) ;
i=1 (X, VIR

©s T REP, R\{(x, y))=EP, R)+w(x,y);
@si(x,y)T REP, RE{x y)})=EP, R)~w(x,y).

Preuve.
Montrons d'abord (a). Par définitionde E(P, R), on a:

Vv V
E(P,R)= & d(R,R = &|RDR.
i=1 i=1

Introduisons lafonction caractéristique de RDR, d;, définie par :
" (xy)T X2, di(x, y)=1si (x,y)T RDR et d;(x, y)=0sinon.

Il vient alors:

v v
EP.R=a adi(xy)= a adixy).
i=1 (x,y)I X2 (x, YT X2i=1

Cabhiers de la MSE - 2004.44



Médianes métriques et latticielles 9

En partitionnant X2 en R et son complémentaire, on obtient :

Vv \'
EP,R)= a adixy)+ a adxy)

(xR i=1 (xy)IR i=1
= avixy + auxy),
(xR (xR

ce qui établit la premiére relation. En ajoutant et en retranchant a V(X y), on

(xR
obtient (b) :
[o] [} é o o] l;I
E(P,R): aV(X,y)+ aV(X,y)— ? aV(X,y)- aVC(X,y)L:l
(XYIR (xYIR Bx IR )T R ¢
= avxy) - awxy)
(x; T X2 (xR
vV
= &IRl- & wxy).
i=1 (xR
Lesrelations (c) et (d) se déduisent immédiatement de (b). a

Dans les cas simples, les relations médianes d’ un profil sont liées aux relations
« majoritaires » associées au profil, relations que nous allons définir maintenant
apres avoir introduit quelques notations.

Pour P T ‘RY et pour tout entier s, Nous posons :
RP,s)={(x, V)T X2 :v(x,y)? s}.

Laauss cette relation serale plus souvent notée simplement R(s). D'autre part si r
est un réel, lanotation &y (respectivement & (1) désigne la partie entiére par excés
(respectivement par défaut) de r. Finalement nous posons a= gn+1)/2y et
b=gn+1)/2((donc,sin=2p+1,a=b=p+1;sin=2p,a=p+1et
b = p).

DEFINITION 2.3~ Pour P T RV, larelation majoritaire stricte associée au profil P
est larelation

R@)={(x, y)T X2 :v(x,y)3 a= gn+1)/20}

et larelation majoritaire associée au profil P est larelation

Cabhiers de la MSE - 2004.44



10  Concepts et méthodes pour I’ aide ala décision

RbB)={(x, y)T X2 :v(x,y)® b=gn+1)/20}.

Un candidat x est donc préféré a y dans la relation mgjoritaire stricte
(respectivement dans larelation majoritaire) s le nombre de votants préférant x a y
dans le profil P est strictement supérieur (respectivement supérieur ou égal) ala
moitié du nombre des votants. Evidemment, ces deux relations sont identiques si le
nombre de votants est impair. On remarque aussi les égalités

R@)={(x y)T X2 :v(x,y)>Vve(x, y)} ={(x, YT X2 : w(x, y)>0}
et RO)={0 YT X2 :v(xy)3 vex v} ={x, )T X2 : w(x y)2 0}.

L’ensemble R(b) \ R@) ={(x, y) T X2 : w(x, y) =0} est I’ensemble des
couples (x, y) de candidats pour lesquelsil y aautant de votants préférant X ay que de
votants ne préférant pasx ay. Dans le cas ou, pour tout votant, X n’est pas préféré a
y si et seulement si y est préféréa x, R(b) \ R(a) est I’ensemble des couples de
candidats ex auo, ¢’ est-a-dire des candidats pour lesquels les nombres de votants
préférant I’ un des candidats al’ autre sont égaux.

Aprés avoir rappelé la notion dintervalle, nous alons pouvoir maintenant
énoncer le premier résultat concernant les médianes (arbitraires) d'un profil de
relations (arbitraires). Dans letreillis booléen (R, | ) de toutes les relations binaires
définies sur X, I'intervalle [S, T] défini par deux relations S et T vérifiant ST T est
ensemble{RT R: Si RI T}.

PROPOSITION 2.4.— Soit P T RV un profil de relations binairessur X. Ona:

Médz(P) = [R(@), R(b)].

Le nombre de R-médianesde P vaut 2IRO\R@)I Si on a R(b) \ R(@) = £ (en
particulier si le nombre de votants est impair), alors P admet une médiane unique.

Preuve.
Soit R une R-médianede P. Si I'inclusion R(a)l R n'est pas vérifiée, il
existe (x, y) T X2 avecw(x, y)>0et (x,y) | R.Parlelemme2.2.(d),ona:
E(Pv R E {(X1 y)}) = E(P1 R) —W(X, y) < E(Pv R)v

ce'qui est impossible, puisque R est une rrlédiane de P. De rr)éme, si I’inclusion
Ri R(b) n'est pasvérifiée, il existe (x, y) T X2 avec (x, y) I Ret w(x, y) <O.
Par lelemme 2.2. (c), on a:

E(P, R\ {(x, y)}) =E(P, R) +w(x, y),
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de nouveau une contradiction.

Donc les R-médianesde P sont dans|’intervalle [R(a), R(b)] et, puisque toutes
lesrelations R de cet intervalle ont le méme éloignement au profil (autrement dit,

Vv
E(P, R) = EP, R@)) = A|R| — aw(xy)), on obtient ainsi toutes les
i=1 w(Xx,y)>0

R-médianesdeP .

Le nombre de R-médianes en découle immédiatement : on peut prendre ou non
chaque dément de R(b) \ R(a) pour constituer une ‘R-médiane deP. Qa

Les R-médianesde P sont donc toutes les relations comprises entre les relations
majoritairesde P. Elles forment un intervalle [R(a), R(b)] — appelé intervalle
médian — du treillisbooléen (R , | ) de toutes les relations binaires définies sur X.
Laderniére section de cet article reviendra sur les liens entre médianes et treillis, mais
I’ on peut tout de suite remarquer que les relations majoritaires s obtiennent au moyen
des opérations de cetreillis,i. e. au moyen de I’ union et de I'intersection. En effet,
ona

® o} & 0

Ra)= U ¢l R-etRb)= U ¢l R~

WIV eifw @ WV eiw @
et|W2a et Wb

2.2.4. Les M-médianes d’'un profil de relations

Nous considérons maintenant le cas ou les relations de préférences collectives
associées au profil P ne sont plus des relations quel conques, mais doivent appartenir
aun ensemble ‘M derelations binaires, ¢’ est-a-dire doivent étre des M-médianes de
P . On peut toujours considérer les ‘R-médianesde P, ¢’ est-&-dire I’ intervalle médian
[R(@), R(b)], mais cet intervalle peut trés bien ne contenir aucune relation
appartenant a‘M. Par exemple, si D et ‘M sont tous les deux égaux al’ ensemble des
ordres totaux sur trois candidats x, y et z, il est facile de s assurer que la R-médiane
du profil formé destroisordrestotaux x >y > z, y> z> xet z> x> yestla
relation réflexive R définiepar x Ry, y R zet z R x, qui n’'est pas un ordre total
(c'est uncircuit !). En fait on ale résultat suivant qui, bien qu’ évident, n’ est pas sans
intérét :

PROPOSITION 2.5— Soient P T RVet M1 R.Si MC Mélg(P) ! A& alors
Médp(P) = M C Médg(P).
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Preuve.

En effet, S'il existe unerelation de M dansI’intervalle médian du profil P, alors
cette relation (ainsi que toutes les autres relations de ‘M appartenant a cet intervalle)
minimise I’ éoignement du profil an’importe quelle relation de M, puisgu’elle le
minimise sur I’ ensemble de toutes les relations binaires. a

2.2.5. Les T-médianes d’un profil de tournois

Nous restreignons maintenant les relations modélisant les préférences
individuelles ou collectives des votants en supposant qu’il S'agit de relations de
tournois. Un tournoi T sur X est unerelation totale (ou compléte, ¢’ est-a-dire que si
on n'apas xRy, alors on doit avoir yRx) et antisymétrique (xRy et yRx impliquent
X =y). Untournoi qui est de plus transitif (xRy et yRz impliquent xRz) est un
ordretotal, relation constituant un modéle classique de préférence transitive. Mais des
relations de préférence modélisées par des tournois non transitifs apparaissent
souvent, par exemple lorsgu’ on demande a un votant d’indiquer pour chaque paire de
candidats celui qu’il préfére. Nous noterons T~ (respectivement £ ) I’ ensemble des
tournois (respectivement des ordres totaux) définis sur X. Il résulte immeédiatement
des propriétés des tournois que, pour un profilP = (Ty, ..., Tj, ..., Ty 1 TV (eten
particulier pour P T £V), on a, pour tout x et tout y :

Ve (%, ¥) = Vp(y, X) s x Ty 5 vi(x, X) =0;
Wp (X, Y) = 2vp(X, y) =V 5 Wp(X, X) =V ;
Vp (X, y) + Vp(y, X) =V si X1y vpX,y) +Vvply, X) =2vsi x=y.

Comme précédemment, lorsqu’il n'y a pas d’ ambiguité (c' est-a-dire pratiquement
toujours), on omet I'indice dans les notations précédentes. L’éloignement d'un

tournoi T aun profil detournoisP =(Ty, ..., Tj, ..., Ty) est alors donné par :
o o v.n(n +1 o
EP,T)= av(yx) + av(ixy = —(2 )_ 3 w(X,y).
oyt xyIT oI

En utilisant la proposition 2.5. et la formule précédente, on trouve facilement
tous les tournois médians d'un profil de tournois, cest-adire les tournois T
minimisant E(P, T) dans|’ensemble T des tournois définis sur X.

PROPOSITION 2.6.— Soit P 1T TV un profil de tournois. On a alors

Médp (P) = T C [R(@), R(b)]. De plus, le nombre de tournois médians de
P est 2IRO\R@)V2 |’ doignement o un tournoi médian T au profil P vaut :
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v.n(n +1) 3

> aw(xy).

w(x,y)>0

EP,T)=

Preuve.

D’ aprés la proposition 2.5., il suffit de montrer qu’il existe toujours un tournoi
dans!’intervalle médian [R(a), R(b)] deP. Or, pour obtenir un tel tournoi, il suffit
d’ gjouter alarelation antisymétrique R(a ), un et un seul des deux couples (X, y) ou
(y, x) chague fois que x et y sont ex agjuo, Cest-adire chague fois qu'on a
VX, y) = v(y, X). Q

2.3. Les ordres totaux médians (£L-médianes) d’un profil d’ordres
totaux

Considérons maintenant le cas ol | es relations de préférence des votants sont des
ordres totaux. Puisque les ordres totaux sont des tournois particuliers, on peut
appliquer les résultats précédents pour trouver les tournois médians d’'un profil
P d ordres totaux. Ce sont les tournois contenus dans I'intervalle médian de P,
intervalle qui en contient toujours, d’ aprés la proposition 2.6. ci-dessus.

Tout peut changer si I’on cherche maintenant les ordres totaux médians de P,
c'est-&-direlesordrestotaux L minimisant E(P, L) dans!|’ensemble L desordres
totaux définis sur X. En effet, comme I’amontré I’ exemple donné a la section 2.2.4.
(avant la proposition 2.5.), I'intervalle médian d’un profil d’ ordres totaux peut ne
contenir aucun ordre total (dans cet exemple, I'intervalle médian se réduit alarelation
majoritaire, et cet unique tournoi médian est un circuit). On doit alors distinguer
deux cas. Dans le premier, il existe un ordre total dans|’intervalle médian de P, ou
— defacon équivalente — larelation majoritaire stricte R(a) de P est sans circuit.
Dans ce cas (conformément ala proposition 2.6.), les ordres médians de P sont tous
les ordres totaux contenus dans I’ intervalle médian, ¢’ est-&-dire tous | es ordres totaux
contenant larelation R(a) (il est bien connu qu’ une relation est contenue dans un
ordre total si et seulement si elle est sans circuit). Le second cas est celui ou
I"intervalle médian du profil ne contient aucun ordre total, ou — de fagon
équivalente — celui ou larelation majoritaire stricte du profil contient un circuit.
On dit alors qu'il y a effet Condorcet?. L’ existence possible d' un effet Condorcet ala

2" existence possible de circuits dans larelation majoritaire a été en effet montrée par
Condorcet dans son ouvrage [CAR 85], ou il préconise I’emploi de cette relation. Une
analyse fine [YOU 88] des propositions — non dénuées d’ obscurité — de Condorcet pour
pallier I'existence de tels circuits a aussi conduit a lui attribuer la paternité de la procédure
associant, a un profil d ordres totaux, ses ordres médians. En fait, cette procédure peut étre
définie de multiples fagons (cf. [MON 90a]), ce qui explique qu’elle ait été retrouvée par
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14  Concepts et méthodes pour I’ aide ala décision

conséquence suivante. Alors que I’ obtention des relations médianes ou des tournois
médians d’ un profil était facile, celle des ordres médians devient un probléme difficile
(en fait « NP-difficile », cf. la partie 2.3.4.) qui nécessite de rechercher les propriétés
detelsordres et d' utiliser les méthodes d’ optimisation combinatoire susceptibles de
trouver des solutions exactes ou approchées pour de tels problémes. Ceci va étre
I’objet de la présente section de cet article, la quatriéme revenant sur le cas
« facile», dont on peut faire la théorie dans le cadre des «demi-treillis a
médianes ».

2.3.1. Formulation sous forme de probléme de programmation
linéaire en 0-1

Considérons un profil P = (Lq, ..., L;, ..., Ly) T LV d’ordres totaux et un ordre
total L. On avu dans la partie 2.2.3. (lemme 2.2.) que I’ éloignement E(P,L) peut
S exprimer comme sulit :

v
E(P,L) = alul - aw(xy).
i=1 xyl L

Exprimons cette distance al’ aide de variables binaires. Pour cela, introduisons la
fonction caractéristique r =(er) de L. Celle-ci est définie de X2 dans

(xy)T X2
{0, 1} par ryy =1 si onaxLy, r x, =0 sinon. En remarquant que pour chagque ordre
. n(n+1 . . .
L@ £i £v)onaly|= ( ), on obtient I'expression suivante pour
I"éoignement :
.N(n+1 o
EP, L)= v-nn+l) A W(X,y).l gy -
2 (xy)i x2

Les variables étant les termes 1y, pour (x,y)1 X2, ce qui précéde permet de

considérer E(P, L) comme lafonction objectif d’un probléme de programmation
linéaire en les variables binaires r ,,. Comme minimiser une fonction revient a

maximiser son opposée (avec une différence de signe entre les deux optima),
minimiser E(P, L) revient do(pc, a une constante additive prés que nous omettrons
danslastite, amaximiser @ W(X, Y).l vy -

(xy)i x2

maints auteurs, dont le premier semble avoir été J.G. Kemeny, d’ ou parfois le nom de régle
de Kemeny (voir [KEM 59]).
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Il ne nous reste plus qu’ atraduire les propriétés caractéristiques d’ un ordre total
sous forme de contraintes linéaires. Le lecteur se convaincra facilement que ces
propriétés se traduisent par les contraintes suivantes :

o réflexivité: " xT X, ry =1 ;

- antisymétrie: " (x,y)1 X2avec Xt y, Iy +r wE1;
« complétude : " (x,y)T XZavec X1 y, Iy +1 3 1;
e transitivité : " (X,y,2)T X3, ry +r ;-1 £1.

La détermination d’un ordre médian revient donc ala résolution du probléme de
programmation linéaire en 0-1 suivant :

Maximiser @ wW(X, y).r y

(xy)i x2
i" XT X, rXX:
1 (xy)T XZavecxt y, 1y Hr oy =1
avec lescontraintes i, Y v3
i (X,y,z)| x,rxy+ryz-rxz£1
i (xy)T X2, rywi1{0, 1}

2.3.2. Formulation a I’aide de graphes

Une relation binaire étant un graphe et réciproquement, on peut formuler le
probléme al’aide de graphes. Les considérations qui précédent montrent que les
préférences des votants peuvent se résumer en la donnée destermes w(x, y) pour tout
élément x et tout élément y de X (avecw(y, X) =—w(X, y) pour X 1 y car on aaffaire
ades préférences individuelles qui sont des ordres totaux ; dans le cas général, les
préférences peuvent se résumer en la donnée des termes v(x, y)). Les mémes
considérations ont montré que la minimisation de I'éoignement revenait a
maximiser lasomme & W(x, y).F xy -

(% y)T X2

On peut aors résumer un profil P = (Ly, ..., L) défini sur X par un graphe
orienté G = (X, X2) (autrement dit, G posséde tous |es arcs possibles) dont chague
arc (x, y) est pondéré par w(x, y) ; nous dirons que le graphe pondéré G est
représentatif du profil P . On constate donc que les poids des arcs (X, y) et (Y, X),
pour x et y distincts, sont opposés. On constate aussi, puisque w(x, y) est égal a
2v(X,y) - v, quetous les poids ont la parité de v et sont compris entre — v (aucun
votant ne préfére x ay) et v (tous les votants préférent x ay, ce qui est notamment le
cas pour X = y). On peut alors chercher a caractériser les graphes représentatifs d’ un
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profil d'ordres totaux. Les travaux de Debord [DEB 87], prolongeant ceux de
McGarvey [MCG 53], permettent d’ obtenir une telle caractérisation, pour des profils
contenant un nombre d’ ordres totaux suffisamment grand.

THEOREME 2.7.— Soit G = (X, X?2) un graphe possédant tous les arcs possibles, ces
arcs étant pondérés par une fonction w. On peut associer a G un profil dev (v > 0)
ordres totaux dont G sera représentatif si on a les propriétés suivantes :

1. pour tout (x, y) T X2, w(x, y) alaparitédev;

2. pour tout x T X, w(X, X) =V ;

3. pour tout (X, y) T X2 avecx ® y, w(y, X) =—w(X, y) ;

1o
4.v3 > a w(x,y)|.
xty

Dans la suite, nous dirons qu’ une fonction de poids w posséde la propriété (P) si
elle vérifie les conditions suivantes : 1. toutes ses valeurs ont méme parité; 2. les
quantitésw(x, x) sont identiques pour tout x T X ; 3. pour tout (x, y) T X2 avec
X1y, wly, X) =—w(x, ¥). Ondiraque w possede la propriété (P¢) si elle est a
valeurs positives et qu’ elle vérifie en outre les conditions 1 et 2 précédentes.

Pour établir le théoreme 2.7., on construit un profil d’ ordres totaux a partir du
graphe G. Notons que cette construction fait intervenir un nombre v d’ ordres totaux

o, .1 . . . N
au moins égal a > a [w(x,y)|, ce qui ne correspond pas nécessairement alavaleur
xty

minimale de v pour laquelle il existe un profil de v ordres totaux dont G soit
représentatif3. Notons aussi que la construction du profil mise en cauvre par Debord
est polynomiale si on accepte de représenter un profil de maniére légérement
différente de ce que nous faisions jusqu’ a présent. Au lieu de décrire le profil en
énumérant les v ordres le constituant, on énumere les ordres deux a deux distincts
apparaissant dans le profil, suivis de leur nombre d' occurrences (voir [HUD 89] pour
plus de détails)*.

311 existe des graphes G représentatifs de profils d' ordres totaux mais ne respectant pas la
condition 4 du théoréme 2.7. A part certains cas simples, on ne sait pas caractériser ces
graphes, ni méme les reconnaitre en un temps polynomial.

4 Cette représentation des profils est notamment utilisée pour I’ étude de la complexité du
probléme, puisque sa polynomialité permet de travailler avec les graphes représentatifs
plutdt qu’ avec les profils eux-mémes, sans changer qualitativement les résultats obtenus.
On peut I' utiliser par exemple pour démontrer le théoréme 2.16. énoncé plus loin. Par
ailleurs, I’ énoncé du théoréme 2.7. permet aussi de caractériser un profil de v tournois,
moyennant une |égére adaptation : il suffit de remplacer la condition 4 par I’inégalité
v3 {nax)lw(x,y)l. Cette inégalité, laparité de v et la stricte positivité de v donnent alors

Xy

toutes les valeurs possibles de v. Un cas particulier est celui pour lequel v vaut 1 (le profil
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On peut de méme associer un graphe al’ordre médian L cherché. Il suffit pour
celade considérer le graphe dont la matrice d’ adjacence admet r,, pour éément
générique, ou (r xy) (xy)i X2 désigne, rappelons-le, lafonction caractéristique de L.

Du point de vue des graphes, déterminer un ordre total maximisant a W( X, y).r Xy
(x,y)T X2

revient alors a sélectionner des arcs de G constituant un ordre total et dont la somme

des poids soit |a plus grande possible : ces arcs (X, y) seront ceux définis par

I'égaliteryy = 1.

Outre cette formulation, les propriétés des ordres totaux (auss bien ceux
constituant le profil que celui que I’ on cherche comme relation médiane) permettent
d’ énoncer larecherche d’' un ordre médian de plusieurs fagons équivalentes, ce qui est
I’ objet de ce qui suit.

2.3.3. Formulations équivalentes de la recherche d’ un ordre total
médian d’un profil d’ ordres totaux

En constatant que les poids du graphe G représentatif du profil P sont
partiellement redondants, du fait de larelation w(y, x) = — w(x, y) pour X 1 y, on
peut ne retenir que les arcs de poids strictement positif ou, pour les paires d’ arcs (X,
y) €t (y, X) de poids nuls, I’ un des deux arcs choisi arbitrairement. On obtient alors
un tournoi T pondéré positivement, représentatif lui aussi du profil P . Cette
modélisation est souvent rencontrée dans la littérature, conduisant & de nouvelles
formulations pour |e probléme de la recherche d’un ordre total médian d’un profil
dordres totaux. Nous en donnons certaines ci-dessous (sans démontrer leur
équivalence® ; on pourra se reporter & [CHA 96b] pour plus de détails). Nous
commencons par rappeler les trois expressions rencontrées plus haut : la premiére
est celle d’ origine ; ladeuxiéme, celle qui permet d' exprimer le probléme sous forme
de probléme de programmation linéaire en variables binaires ; latroisiéme est celle
gue I'on obtient en considérant le graphe représentatif du profil considéré. Les
solutions des problémes 2.8., 2.9. et 2.10. sont donc les mémes, mais vues sous des
angles différents : en tant que relation binaire pour le probléme 2.8., ou comme
ensemble de variables binaires (définissant la fonction caractéristique de la solution

est réduit a un tournoi, qui peut étre par exemple le tournoi majoritaire d’ un profil d’ ordres
totaux) : on obtient |e probléme de Slater [SLA 61] de I’ ajustement d’ un tournoi en un
ordre total ; tous les poids w valent alors 1 ou —1.

5 Ces formulations sont souvent accompagnées de noms différents. Certains ont été
évoqués plus haut, comme probléme de I’ ordre médian ou régle de Kemeny. On rencontre
aussi Linear Order Problemou Linear Ordering Problem dans la littérature anglo-saxonne,
etc. Nous précisons certains de ces noms ci-dessous.
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du probléme 2.8.) pour le probléme 2.9., ou encore sous forme d’' un graphe (dont la
matrice d'adjacence est donnée par la solution du probléme 2.9.) pour le
probléme 2.10.

PROBLEME 2.8~ Etant donné un profil P de v ordres totaux définis sur X,
déterminer un ordretotal médian.

PROBLEME 2.9.— Etant donnés les entiers w(x, y) vérifiant la propriété (P),
déterminer une solution optimale du probléme suivant :

Maximiser @ W(X, y).r y

(xy)i x2
i"xT X ry=
B (y)T X2 avecxt y, 1y 41y =1
avec lescontraintes i ,, ( ) 2 v T
i (X,y7z)| X,rxy+ryz-rxz£1
(¥ X2, 1 g 1{0, 1

Pour énoncer certains des problémes suivants, nous introduisons une nouvelle
notation. Soit G = (X, A) un graphe dont Igs arcsasont pondérés par w(a). Pour tout
sous-ensemble B de A, on pose w(B) = a w(b), quantité que nous appellerons le

bl B
poids de B.

PROBLEME 2.10.— Etant donné un graphe G = (X, X2) possédant tous les arcs
possibles et dont chaque arc (x, y) est pondéré par w(x, y), ces poids vérifiant la
propriété (P), déerminer L1 X2 de poids w(L) maximum et tel que (X, L) soit le
graphe d'un ordretotal défini sur X.

Pour la formulation suivante, rappelons qu’ un ordre total est un tournoi transitif
et réciproguement. Si I’on ne garde de G que les arcs de poids positif et certains arcs
de poids nul pour obtenir un tournoi T comme il est dit plus haut (début du
paragraphe 2.3.3.), sélectionner dans G un arc (X, y) de poids strictement négatif (qui
ne figure donc pasdans T, maistel quel’arc (y, x) figure, lui, dans T) revient dans T
ainverser I'arc (x, y) pour retrouver I'arc (y, x). On obtient ainsi laformulation du
probléme 2.11. (connu, en anglais, sous le nom de minimum reversing set problem,
au moins dans le cas ou tous les poids valent 1 ; voir [BAR 95a]) ; notons qu’ une
solution optimale du probléme 2.11. (un tournoi transitif) définit encore une
solution optimale du probléme 2.8., ¢’ est-a-dire un ordre médian.

PROBLEME 2.11.— Etant donné un tournoi T= (X, A)dont lesarcs (x, y) sont
pondérés par despoids w(x, y) vérifiant la propriété (P'), déterminer un sous-
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ensemble A" de A de poids minimum tel que I’inversion dans T des éléments de A’
transforme T en un tournoi transitif.

Un tournoi T est transitif (c'est-adire représentatif d'un ordre total) s et
seulement si T est sans circuit de longueur supérieure ou égale a 3 (en nombre
d arcs)B. Cette remarque permettrait de montrer |’ équivalence, en un certain sens,
entre les énoncés des problémes 2.11. et 2.12. Plus précisément, les solutions
optimales du probléme 2.11. (des sous-ensembles d’ arcs) ne sont pas nécessairement
les mémes que celles du probléme 2.12. En revanche, il est facile de montrer que les
poids des solutions optimales du probléme 2.11. et du probléme 2.12. sont
identiques : les sous-ensembles d’ arcs optimaux de ces problémes ne différent que par
d’ éventuels arcs de poids nul (S'il en existe).

PROBLEME 2.12.— Etant donné un tournoi T = (X, A)dont lesarcs (x, y) sont
pondérés par despoids w(x, y) vérifiant la propriété (P'), déterminer un sous-
ensemble A" de A de poids minimum tel que la suppression dans T des éléments de
A’ laisse un graphe sans circuit de longueur supérieure ou égalea 3.

La formulation suivante découle immédiatement du probleme 2.12. Elle a pour
seul mérite de relier deux problémes étudiés parfois séparément (le probléme 2.12.
étant une forme pondérée de ce que la littérature anglo-saxonne appelle le probleme
du minimum feedback arc s, et le probléme 2.13. une forme pondérée de ce que la
méme littérature nomme le probléme du maximum arc consistent set ou aussi
acyclic subdigraph problem). On verra cependant plus loin qu’ils ne se comportent
pas de la méme fagon par rapport aux algorithmes a garantie de performances.

PROBLEME 2.13.— Etant donné un tournoi T = (X, A)dont lesarcs (x, y) sont
pondérés par des poids w(x, y) vérifiant la propriéé (P'), déerminer un sous-
ensemble A" de A de poids maximum tel que le graphe (X, A’") soit sans circuit de
longueur supérieure ou égalea 3.

Le probléme 2.14. traduit les problémes 2.11. et 2.12. en termes matriciels (¢ est
en ces termes que Slater [SLA 61] définissait son probléme de I’ ajustement d’un
tournoi — dont tous les poids valent 1 — par un ordre total ; cette approche a aussi
été utilisée par Younger [YOU 63]). Pour cela, soit T = (X, A) un tournoi dont les
arcs (x, y) sont pondérés par des poids w(x, y) vérifiant la propriété (P¢), on définit

lamatriceM = {myy, (x.y)i X2 despoidsdeT par :

6 Autrement dit, il ne doit y avoir aucun circuit, sauf les boucles (x, x), pour x 1 X,
caractéristiques de la réflexivité.

Cabhiers de la MSE - 2004.44



20  Concepts et méthodes pour I’ aide ala décision

:‘ILW(x,y)Si(x,y)T A
X 710 sinon '

PROBLEME 2.14.— Etant donnée la matrice M des poids d’ un tournoi pondéré par w
vérifiant la propriété (P’ ), déterminer un (méme) ordre sur les lignes et sur les
colonnes de M de fagon & minimiser la somme des termes situés sous la diagonale.”

Pour la derniere formulation, nous avons besoin d’ outils plus sophistiqués : les
hypergraphes. Un hypergraphe, ou systéme d’ ensembles, est une généralisation des
graphes non orientés. Plus précisément, un hypergraphe H = (Y, F) est un couple
d ensembles constitué d’ un ensemble Y, dont les éléments sont appelés sommets, et
d'un sous-ensemble F des parties non vides de Y recouvrant tous les élémentsde Y.
Si tous les éléments de F sont de cardinal égal a 2, on retrouve la notion habituelle
de graphe non orienté. Etant donné un tournoi T = (X, A), on considére ici
I"hypergraphe H(T) descircuitsde T : les sommets de H(T) sont lesarcsde T qui ne
sont pas des boucles et par lesquels passent des circuits de T, les éléments de F sont
les sous-ensembles de X définissant les circuits de T. Un transversal d'un
hypergrapheH = (Y, F) est un sous-ensemble Y’ deY tel que tout élément de F (un
sous-ensemble non vide de Y) contienne au moins un éément de Y’'. Pour un
tournoi T dont les arcs sont pondérés, chaque sommet de H(T) possede un poids, qui
est lepoidsdel’arc de T associé au sommet considéré de H(T) ; on peut alors définir
le poids d'un transversal comme la somme des poids des sommets constituant le
transversal. On obtient alors la derniére formulation considérée ici (déja présente dans
[BER 72] pour le probléme de Slater) :

PROBLEME 2.15.— Etant donné un tournoi T = (X, A)dont lesarcs (x, y) sont
pondérés par des poidsw(x, y) vérifiant la propriété (P ), déterminer un transversal de
poids minimum de |” hypergraphe H(T) des circuitsde T.

2.3.4. Complexité de la recherche d’un ordre médian d’un profil
d’ ordres totaux

Lathéoriede la complexité (voir [GAR 79] ou [BAR 92]) a pour objectif
d étudier |’ efficacité des algorithmes et la difficulté intrinségue d’ un probléme. Sans
entrer dans les détails, un probléme est dit polynomial s'il existe un algorithme de
complexité polynomiale permettant de |e résoudre (de maniére exacte). Il existe par
ailleurs de nombreux problémes pour lesquels on ne connait pas d'algorithme de

7 Une variante, liée au probléme 2.13., consisterait & maximiser la somme des termes
situés au-dessus de la diagonale. Elle est alors un cas particulier du probléme rencontré en
économie sous le nom de « triangulation » d’'un tableau carré de coefficients reflétant des
échanges inter-industriels (pour des exemples, voir [GRO 84] ou [REI 85]).
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résolution polynomial (ce qui ne signifie pas qu’il n’en existe pas). C'est le cas en
particulier des problémes NP-complets et des problémes NP-difficiles. La
conséquence pratique de la NP-difficulté d’un probleme est que les algorithmes
connus pour résoudre ce probléme sont de complexité éevée (typiquement,
exponentielle) : le temps de calcul nécessaire pour résoudre un tel probléme de
mani ére exacte peut donc rapidement devenir prohibitif quand la taille des données
croit®. 11 est donc important, pour larésolution pratique d’ un probléme, de connaitre
sa complexité. Le théoréme 2.16. donne la complexité de I’ agrégation d' un profil
d ordrestotaux en un ordre total.

THEOREME 2.16.— La détermination d’un ordre total médian d'un profil dordres
totaux est un probléme NP-difficile.

On trouvera dans [WAK 86] et dans[HUD 89] d' autres résultats de complexité
relatifs ala déermination de relations médianes (ainsi que, dans [HUD 89], la
démonstration du théoréeme 2.16.). Mis a part des cas triviaux, les problémes
d’ agrégation de préférences sont en général NP-difficiles ou de complexité inconnue.
Par exemple, I' agrégation d'un profil d’ ordres totaux en un préordre total est aussi un
probleme NP-difficile ; en revanche, la complexité du probléme de Slater (¢’ est-a-dire
I" gjustement d’ un tournoi en un ordre total, ce qui correspond a un profil réduit aun
tournoi) reste actuellement un probléme ouvert. Par ailleurs, en I'absence d'effet
Condorcet (le tournoi majoritaire représentant e profil est alors sans circuit), les
ordres totaux médians sont exactement les ordres totaux majoritaires.

Signalons cependant un cas polynomial non trivial : il s'agit de I’agrégation
d'un profil d’ ordres totaux unimodaux (voir [BLA 48]). Pour définir la structure
d’ ordre unimodal, on suppose que chague votant attribue une valeur numérique a

8 Un probléme NP-complet est un probléme de décision (probléme pour lequel on pose une
guestion admettant la réponse « oui » ou « non ») appartenant a la classe NP (classe des
problémes de décision polynomiaux non déterministes : pour toute instance admettant la
réponse « oui », on peut vérifier en un temps polynomial que la réponse est bien
«oui », quitte & utiliser une solution fournie par un « devin ») et faisant partie des
problémes les plus difficiles de la classe NP (I’ existence d'un algorithme polynomial pour
résoudre un tel probléme entrainerait celle d’ algorithmes polynomiaux pour résoudre tout
probléme de NP). Un probléme NP-difficile est un probléme, de décision ou non, au moins
aussi difficile qu’un probleme NP-complet. On peut associer canoniquement un probléme
de décision a un probleme d’ optimisation ; si ce probléme de décision est NP-complet,
alors le probleme d’ optimisation est lui-méme NP-difficile.

9 Pour illustrer la croissance d’ une complexité non polynomiale, considérons la méthode
consistant a énumérer les n! ordres totaux et a garder le meilleur. En supposant qu’on
dispose d’ un ordinateur capable de traiter un milliard d’ ordres totaux en une seconde, il
faudrait environ 4 ms pour n = 10, 77 ans pour n = 20, 8,4.10%3 siécles pour n = 30,
2,6.10%° siécles pour n = 40 et presque 10% siécles pour n = 50.
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chaque candidat. On suppose d’ autre part que les candidats sont classés selon un
critére indépendant des votants et définissant un ordre total, que nous noterons p, sur
les candidats (par exemple, pour une élection politique, I’ échelle classique allant de
I’extréme gauche a I'extréme droite, en supposant que I'on puisse identifier
I” appartenance politique de chagque candidat et distinguer deux candidats quel conques
par rapport a ce critére ; celan’ est pas toujours une tache facile en pratique). Notons
X1 P X2 P ... P Xul ordre des candidats selon p, ce qui fixe la numérotation des

candidats. Par rapport ala numérotation induite par p, appelons gL la valeur

attribuée par levotant i (pour 1 £ i £ v)aucandidat xi (pour L£ k£ n), en

supposant toutes ces valeurs distinctes. Nous dirons que I’ ordre de préférence L du

votant i est unimodal par rapport a p s'il existe unindice k(i), compris entre 1 et n,
. i . . ) i Lo

tel que la suite (gk)1£k£k(i) Soit croissante et la suite (gk)k(i)£k£n décroissante

(dans I’ exemple précédent d' une éection palitique, celasignifie quele votant k a un
candidat preferé, Xy i), €t que plus on s éloigne de ce candidat, vers la gauche ou vers
ladroite, moins sont appréciés les candidats que |’ on rencontre ; on n'impose rien en
revanche sur lafagon dont e votant k classe deux candidats placés de part et d' autre de
Xi(i))- Cet ordre est donc défini par x L i si et seulement si ona gj >gj,. Un
profil d’ ordres totaux est dit profil d’ ordres totaux unimodaux s'il existe un ordre p

défini sur X tel que tousles ordres du profil soient unimodaux pour I’ ordre p . Dans
ce cas, commeil est dit plus haut, on peut montrer que la détermination d’ un ordre
total médian est polynomiale.

2.3.5. Méthodes de résolution

La conséquence algorithmique du théoreme 2.16. est qu’ on ne connait pas, dans
le cas général, d’ algorithme polynomial permettant de calculer exactement un ordre
médian (et qu'il N"en existepas s P est différent de NP). Nous ne ferons ici
gu’ évoquer les principales orientations a gorithmiques utilisées pour déterminer des
ordres médians, |e probleme étant souvent modélisé al’ aide d’ un tournoi pondéré (le
lecteur intéressé trouvera des références hibliographiques dans [BAR 81] et
[HUD 97], en plus de celles citées plus bas).

Les méthodes exactes de résolution (voir par exemple [CHA 04] pour des
références hibliographiques) actuellement connues étant de complexité élevée, elles
ne permettent pas la résolution de problemes de grande taille. Ce sont
essentiellement des méthodes arborescentes par séparation et évaluation, avec divers
ingrédients plus ou moins sophistiqués. On retiendra en particulier, pour la
conception d'une fonction d’évaluation, le recours a la relaxation continue (par
rapport & laformulation du probléme 2.9. ci-dessus, les contraintes r », T {0,1} sont

remplacéespar r , 1 [0,1]), larelaxation lagrangienne (par relaxation des contraintes
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de transitivité; voir [ARD 84] et [CHA 04]) et I'application de la théorie
polyédrale al’ aide de plans sécants (pour obtenir une méthode appelée branch and cut
dans la littérature anglo-saxonne ; voir par exemple [JUN 85], [REI 85], [MIT 96]

et [MIT 00]). D’ autres efforts portent sur I’ exploitation de propriétés combinatoires
(voir [CHA 97] ou [CHA 04]) ou de structures appropriées pour mémoriser
certaines informations. Par exemple, I’ utilisation d’ un tas accélére larecherche de la
feuille a dével opper dans une stratégie de type « meilleur d’ abord » [WOI 97], et
celle d’ un « arbre des sections commengantes » permet d’ élaguer I’ arbre de recherche
autrement que par |’ application habituelle de lafonction d’ évaluation [GUE 95]. Ces
algorithmes ont des performances qui dépendent beaucoup des instances atraiter. On
peut par exemple résoudre en un temps raisonnabl e des instances réelles ou simulant
des donnéesréelles de taille alant jusgu’ a une centaine de candidats (ainsi le logiciel

disponible al’ adresse http://www.enst.fr/~charon/tournament/median.html permet de
traiter des instances simulant certaines données réelles avec 100 candidats et
25 votants en environ 1 seconde). Les instances al éatoires semblent plus difficiles a
traiter (le méme logiciel nécessite environ 1000 secondes pour des instances
aléatoires du probléme de Slater avec 36 candidats ; d autres résultats obtenus al’ aide
decelogiciel peuvent étre trouvés dans [CHA 04]).

Une autre possibilité consiste a renoncer a une solution systémati quement exacte
et a se contenter d’ une solution approchée, en espérant cal culer une bonne solution
approchée en un temps « raisonnable ». Certaines de ces méthodes heuristiques sont
spécifiques au probléme a résoudre (plusieurs d'entre elles concernent méme
initialement le probléme de Slater, mais peuvent souvent étre généralisées au cas
d'un tournoi pondéré; voir par exemple [BEC 67], [SMI 74], [GOD 83],
[COO 88], [BAR 89], [KAY 95], [CHA 96a] ou [MEN 00]). D’ autres sont issues
de I’ adaptation de métaheuristiques (méthodes approchées générales) comme le recuit
simulé, la méthode Tabou, les méthodes de bruitage, les algorithmes génétiques ou
encore des hybridations entre ces méthodes (voir par exemple [HUD 89], [CHA 98],
[CAM 99], [LAG 99], [CON 00], [CAM 01], [SCH 03] ou [CHA 04]). Si la
qualité de certaines des heuristiques spécifiques peut décroitre assez vite avec lataille
de I'instance atraiter, les métaheuristiques semblent donner de bons résultats en un
faible temps de calcul. Ainsi, les expériences rapportées dans [CHA 04] indiquent
gue les méthodes de bruitage (voir [CHA 02] pour une présentation de ces méthodes)
ont pu déterminer une solution exacte du premier coup en un temps négligeable pour
les 5790 tournois, ayant jusgu’a 100 sommets, qui ont servi de tests a une méthode
exacte, sauf pour six tournois, qui ont nécessité une seconde application.

On notera encore un autre type de méthodes appropriées pour la résolution des
problémes difficiles : les méthodes probabilistes. Elles ont été appliquées a des
tournois dont tous les poids valent 1 dans [POL 86] et [POL 88]. Dans [POL 86]
est présenté un agorithme récursif qui Sapplique a plusieurs problémes
d’ optimisation, dont la recherche d’ un graphe sans circuit dans un graphe orienté.

Cabhiers de la MSE - 2004.44



24 Concepts et méthodes pour I’ aide ala décision

Etant donné un graphe G = (X, A) pondéré par une fonction ¢ & valeurs positives ou
nulles, il permet, pour les problémes considérés et pour certaines valeursd’un réel |
compris strictement entre O et 1, d' exhiber un graphe partiel H = (X, B) tel qu’on ait

o o 1' I

ach)3 |l aca)+ > X(G), ou x(G) est le poids d'un arbre couvrant de poids
bl B al A
minimum (par rapport & ¢) de G. Dans le cas de la recherche d’ un graphe partiel
maximum sans circuit d’' un graphe orienté antisymétrique avec ¢ qui est lafonction
constante égalea 1, lavaleur | = 0,5 donne d'intéressants résultats. On obtient en
nin+3) n-1
— + —

4

sans circuit de longueur (en nombre d’'arcs) supérieure ou égale a 3, et donc qui
(n- 2

effet un algorithme qui sélectionne dans un tournoi au moins arcs

inverse au plus arcs pour obtenir un ordre total. Ce résultat est amélioré

dans [POL 88], al’ aide d’ une méthode probabiliste en O(n3 logn) qui détermine (au
moins pour n assez grand) un graphe partiel sans circuit de longueur (en nombre
d’ arcs) supérieure ou égale a 3 dans un tournoi dont tous les poids valent 1, avec au

. n(n+3 n . .
moins ( 2 ) + % arcs du tournoi, et donc un ordre total obtenu en inversant au
IV

La derniére possibilité évoquée ici concerne les algorithmes approchés avec
garantie de performances (voir [VAZ 03]). On peut en effet concevoir, pour le
probléme 2.13. énonceé plus haut (recherche d’'un graphe partiel sans circuit et de
poids maximum) un algorithme (déterministe) qui, a dé&aut de donner
systématiquement une solution optimale, permet d’ obtenir une solution qui ne soit
pas « trop éloignée » d'une solution optimale. Il suffit pour cela d'digner les
sommets du tournoi sur une droite horizontal e, selon une numérotation quelconque
des sommets, par exemple x4, X, ..., Xp. Par rapport a cet alignement, certains arcs

(qui ne sont pas des boucles) sont orientés de gauche a droite, les autres de droite a
gauche. La sélection des boucles et de tous les arcs orientés de gauche a droite permet
d’ obtenir un graphe partiel sans circuit de longueur supérieure ou égale a 3 ; soit wq
la somme des poids de ces arcs. En appelant wyay |€ poids d’ une solution optimale
du probléme 2.13. pour le tournoi considéré, on obtient ainsi Wygy 3 wq. En faisant
de méme avec les boucles et les arcs orientés de droite a gauche, on obtient une autre
solution, de poids wo vérifiant aussi I'inégalité wyex 2 wo. Appelons W la somme
de tous les poids du tournoi ;: W= a w(a). Les boucles (de poids v) étant
al A
comptées deux foisdanswy + wop, on alesrelations suivantes : wy + wo = W + n.v
et Wmax £ W. En supposant w, au moins aussi grand que wy (sinon on inverse la
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numérotation des sommets), on déduit de ce qui précéde I encadrement
Wnax Wimex - W2 _ 1

< Wy £ Wpax, OU encore lamajoration . I"erreur relative que

Wmax
I’on commet en adoptant |a sol ution associée a w, au lieu d'une solution optimale
ne peut excéder 50 %, quel que soit le tournoi considéré ; on peut donc se tromper
mais, en un certain sens, pas trop?.

2.3.6. Propriétés des ordres médians

Pour terminer cette partie, nous évoquons quel ques propriétés des ordres totaux
médians des profils d'ordres totaux. La premiére peut étre établie a I'aide d'un
raisonnement proche de celui qui cl6t la partie précédente. Nous supposonsici que le
profil d’ ordres totaux considéré est décrit par son tournoi représentatif (cf. partie
2.3.3.) et que l’on s'intéresse au probléme 2.11. (inverser un ensemble d’ arcs de
poids minimum pour transformer le tournoi associé au profil en un orde total).

PROPOSITION 2.17.— Soit T = (X, A) letournoi associé a un profil P d ordres totaux
et soit w sa fonction de poids. Soit L =x1 > X2 > ... > Xpunordremédiande P. On
aalors, pour tout i comprisentreletn—1 :

o o

a wlxj, x)*  aw(x, Xj).
(Xj’ Xk)lA (Xk' XJ)l A
1£]£i<kEn 1€ £i<kEn

Preuve.

Supposons qu'’il existe unindice i pour lequel I'inégalité précédente ne soit pas
satisfaite. Autrement dit, si on place les sommetsde T sur une droite horizontale, les
indices croissant de gauche a droite, et que I'on sépare par un trait vertical les
sommets d’indices comprisentre 1 et i des autres, les arcs qui traversent le trait
vertical de droite a gauche sont de poids total strictement supérieur au poids total des
arcstraversant le trait vertical de gauche adroite. Considérons alors|’ordre total L'
obtenu en intervertissant la partie située a gauche du trait vertical avec celle située a
droite, ¢'est-a-direl’ordretotal L' = Xjy1 > ... > X5 > X1 > ... > X;. Comme
I’obtention de L' nécessite I’inversion des mémes arcs que pour obtenir L sauf les
arcs qui traversent le trait vertical (les arcsimpliqués dans|’ une ou I’ autre somme de

10 On notera que, par rapport a |’ existence d’ algorithmes a garantie de performances, les
huit problémes énoncés dans la partie 2.3.3. ne sont plus nécessairement équivalents.
Ainsi, le raisonnement que I’ on vient de décrire n’ est-il pas applicable fructueusement au
probleme 2.12., faute de pouvoir trouver une minoration de la valeur minimum de ce
probléme par un terme non nul proportionnel aW.
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I’ énoncé de la proposition), il est facile de voir que L’ serait strictement meilleur que
L, ce qui est incompatible avec I’ optimalité de L. D’ ou le résultat. Q

La proposition suivante ([YOU 63] et [JAC 69]) exprime le fait qu’un intervalle
quelcongue d’ un ordre médian est un ordre médian du sous-tournoi induit par cet
intervalle.

PROPOSITION 2.18— Soit T = (X, A) letournoi pondéré associé a un profil P
d’ordrestotaux et soit L = X1 > X5 > ... > Xyunordremédian de P . Alors, pour tout
iettoutjavec1 £i <j £n, x> Xj+1 > ... > Xj €st un ordre médian du sous-tournoi
de T engendrépar X, Xi+1, -+ Xj-

Preuve.

Supposons qu’il existe deux indices i et j pour lesquels la proposition 2.18. ne
soit pas vraie. Soit L' I’ ordre total obtenu en remplagant x; > ... > xj dans L par un
ordre médian du sous-tournoi de T engendré par X;, ..., Xj. 1| est facile de voir qu'aors
L' serait strictement meilleur que L, une contradiction avec I’ optimalité de L. a

On peut en déduire le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.19.— Soit T = (X, A) letournoi pondéré associé a un profil P
d’ ordres totaux et soit w sa fonction de poids. Soit L =xq > Xp > ... > Xyunordre
médian de P . Supposons que les poids w(a) pour al A soient tous non nuls. Alors,
pour tout i comprisentre 1 et n—1, I'arc entre x; et Xj+1 est orienté de X vers X+1.

Preuve.
Il suffit d' appliquer laproposition 2.18. avecj =i + 1. Q

Si on applique en particulier le corollaire 2.19. aun tournoi T dont les poids
valent 1 (probléme de Slater), on retrouve un résultat bien connu (voir [REM 66]),
selon lequel les arcs reliant deux sommets consécutifs dans un ordre médian
quelconque de T définissent un chemin hamiltonien!l de T. Le lien entre ordres
médians et chemins hamiltoniens intervient aussi pour établir |e théoréme 2.20.

THEOREME 2.20.— Soit P un profil de v ordres totaux définis sur X & n éléments.
Alors, si v est pair, le nombre d’ ordres médians de P est comprisentre 1 et n!, les
bornes pouvant étre atteintes. S v est impair et assez grand, le nombre d’ ordres

- . mny/n.n! R
médiansde P est comprisentre 1 et n‘z/_—n , OU mest une constante.

11 Rappelons qu’ un chemin hamiltonien de T est un chemin passant exactement une fois
par chague sommet de T.
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Preuve.
Dans les deux cas, le minorant est trivial : il suffit par exemple de considérer le
cas d'un profil constitué de v foisle méme ordre total.

Si v est pair, considérons les deux ordres totaux opposés Ly = x; >...> X, et
Ly =Xy >...> X;. Le profil constitué de Ly reproduit v/2 fois et de Ly reproduit
aussi v/2 fois est représenté par un tournoi dont tous les poids sont nuls (pour
chague candidat x et chaque candidat y, il existe autant de votants préférant x a y ou y
ax). Dans ce cas, il est facile de constater que lesn! ordres totaux définis sur X sont
tous des solutions optimales. D’ou le résultat puisque, d'autre part, n! est
trivialement un majorant du nombre d’ ordres médians.

Si v est impair, les poids des arcs du tournoi T représentatif de P sont tous
impairs, donc non nuls. Alors, d’ aprés ce qui précede, on peut majorer e nombre
d' ordresmédiansde P par |le nombre de chemins hamiltoniensde T. Or, Alon a
mnJ/n.n!

2n
constante met pour n assez grand. Q

montré [ALO 90] que ce nombre est maoré par , pour une certaine

Le nombre maximum d’ ordres médians d' un profil de v ordres totaux n’est pas
connu exactement quand v est impar. Des résultats (combinatoires ou
expérimentaux) sur certains profils semblent indiquer que le nombre maximum
d’ ordres médians admis par un profil constitué d’ un nombre impair d' ordres totaux est
significativement inférieur au nombre de chemins hamiltoniens du tournoi
représentatif de ce profil. Le nombre d’ ordres médians peut cependant étre exponentiel
pour certains profils. Plus précisément, il est montré dans [WOI 97] que, pour un
tournoi dont les poids vaent 1 (probléme de Slater), le nombre de solutions

,I ~
optimales peut atteindre expg%3 (3n - 2logsn- 3); quand n est une puissance de 3.

Puisgu’ un tel tournoi peut, viale théoréme 2.7., étre associé a un profil d' ordres
totaux, on en déduit que ce nombre exponentiel minore le nombre maximum d’ ordres
meédians qu’ un profil d’ ordres totaux peut admettre.

Une autre propriété vérifiée par les ordres totaux médians est la régle d’ unanimité
(ou principe de Pareto). Pour un profil P :(Ll, Ly, ..., LV) de v ordres totaux,

notons U(P):1£Q£ Li la partie unanime de P . Le théoréme suivant (voir
[FAY)

[FEL 73], [MON 73] ou [BAR 76]) exprime le fait que, s tous les votants
préférent un candidat x a un candidat y, alors x doit aussi étre préféré a y dans tout
ordremédiande P .

THEOREME 2.21.— Soit P un profil de v ordres totaux et soit L un ordre médian de
P.Onaalors: U(P)I L.
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Enfin, mentionnons une derniére propriété : la consistance. Elle exprime le fait
que, si deux profils P et P ¢ d ordres totaux définis sur X admettent des ordres
médians communs, |’ ensemble des ordres médians de la concaténationde P et de P ¢
est I’ensemble des ordres médianscommunsa P eta P ¢.

THEOREME 2.22.— Soient P =(Ly, Ly, ..., Ly) et P¢=(L& L%, ..., Lq) deux
profils de respectivement v et v’ ordres totaux. Soit PP ¢ le profil obtenu par
concaténationde P et de P¢: PP ¢=(Ly, Lo, ..., Ly, L L#, ..., L&). Ona
alors: Méd; (P)C Méd; (P91 £ P Méd, (PP9®=Méd,(P)C Méd,(P§.

Cette propriété de consistance est la plus importante dans une remarquable
caracté&risation axiomatique de la procédure des ordres médians due & Young et
Levenglick ([YOU 78]), ainsi que dans la caractérisation de la procédure médiane
dansles demi-treillis a médianes (cf. plusloin le théoréme 2.28.). Par ailleurs, elle
reste vraie pour toutes les médianes métriques (voir [BAR 91]). D’ autres propriétés
des ordres médians sont décrites dans [BAR 81], [CHA 96b], [CHA 97] ou, pour
des tournois dont les poids valent 1, dans[LAS 97].

2.4. Médianes dans les treillis et demi-treillis

Nous avons jusgu’ici abordé le probléme du consensus en recherchant les
meédianes de profils de relations binaires. Nous avons établi que cette recherche, facile
dans certains cas (relations et tournois médians) peut devenir fort difficile dans
d’ autres (ordres médians). Le but de cette section est de montrer que ces résultats se
généralisent grandement. En effet, on peut définir et rechercher des médianes dans
tout ensemble ordonné ou il existe une généralisation naturelle de la distance de la
différence symétrique, et en particulier dans tout demi-treillis (fini). Dés lors la
recherche de consensus médians peut se faire pour tout ensemble d’ objets a agréger
pouvant étre muni d’un tel ordre. Et |e fait que cette recherche soit ou non facile
dépend des propriétés structurelles de I’ ensemble ordonné, e « bon » cas étant celui
des demi-treillis a médianes, qui seront présentés ala section 2.4.3. Auparavant, ala
section 2.4.1., nous donnons les notions nécessaires sur les ensembles ordonnés, en
nous appuyant sur le cas d’ ensembles de relations binaires ordonnées par inclusion.
En particulier, nous précisons la nature d’ ensembles ordonnés de relations utilisées
pour modéliser les préférences ou les classements individuels. La section 2.4.2.
montre comment définir une généralisation de la distance de la différence symétrique
dans les demi-treillis et comment se calcule I’ €loignement associé entre un v-uple
d’ éléments et un élément. La section 2.4.4. évoque briévement les difficultés qui
surgissent si I’on travaille dans un demi-treillis qui n’est plus a médianes. Enfin, on
présente dans la section 2.4.5. des situations ou ces généralisations latticielles se
sont révél ées efficaces.
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2.4.1. Structures ordonnées

On considére souvent un ensembl e de relations D qui est (partiellement) ordonné,
c'est-adiremuni d'unereationd ordre £ vérifiant les trois propriétés : pour tous R,
R, R"T D, R £ R (réflexivit§), R £ R' e R £ R impliquent R = R’
(antisymétrie), R £ R’ et R" £ R”" impliquent R £ R” (transitivité). Fréquemment,
cet ordre 0’ est autre que larestriction 8D de |’ ordre d’ inclusion sur I’ ensemble P(X?2)
detoutes lesrelations binaires sur X. Sauf indication contraire, nous nous placerons
danscecaset écrironsR I R pour R £ R, et R1 R’si,deplus, Rt R'. Dans
cette partie, les ordres considérés sont généralement des « ordres partiels », mais
auss éventuellement des ordres totaux.

Etant donnée une partie 4 de D, un minorant de 4 est une relation R de Dtelle
que, pourtout A T 4, R A.Lapartie 4 est minoréesi elle a au moins un
minorant. De méme, un majorant de 4 est une relation R de Dtelleque A | R pour
tout AT 4, et 4est majoréesi elle aun majorant. La partie 4 est dite bornée
inférieurement si elle est minorée et si I’ ensemble de ses minorants a un maximum,
appelé alors!’infimum de 4 et noté UA (I’infimum de deux ééments R et R’ est
noté RUR’ ). Lorsque I intersection CA de toutes les relations de A est un élément
deD, on a UA = CA. De méme, A est bornée supérieurement si elle est majorée et
si I'ensemble de ses majorants a un minimum, le supremum de A, qui est noté UA,
ou E4 s'il s agit deI’union (le supremum de deux éléments R et R’ est noté
RUR'). On remarque alors que, quand il existe, le minimum (resp. le maximum) de
A est aussi son infimum (resp. son supremum).

L’ensemble ordonné D est :

— un inf-demi-treillissi toute paire { R, R’} de ses éléments admet un infimum
RUR’,

—un sup-demi-treillis s toute paire {R, R'} de ses ééments admet un
supremum RUR’,

— un treillis si toute paire admet un infimum et un supremum, donc s'il est ala
foisun inf-demi-treillis et un sup-demi-treillis.

Ainsi, si D est totalement ordonné, c'est un treillis avec, respectivement, le
minimum pour infimum et le maximum pour supremum. L’ ensemble P(X2) est un
treillis avec I' intersection pour infimum et I’ union pour supremum. Latable 2.1.
donne la structure ordinale des principaux ensembles de relations binaires réflexives
et transitives sur X, ordonnés par inclusion.
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Ensemble D Propriétés Infimum Supremum Structure
ordinade

Q,, Intersection C Fermeture Treillis
préordres transitive de
(partiels) I’'union U
£, Symétrie Intersection C Fermeture Trelllis
équivalences transitive de

I’union U
O, ordres Antisymétrie | IntersectionC — I nf-demi-
(partiels) treillis
W, préordres Totalité — Fermeture Sup-demi-
totaux transitive de treillis

I’union U
L, ordres Antisymétrie et — — —
totaux totalité

Table2.1.

L’'inclusion sur I'ensemble £ des ordres totaux, et plus généralement sur
I’ensemble T des tournois, correspond & une structure d antichaine, ¢ est-a-dire que,
pour T, ' 1T T, T1 T implique T = T'. Nous pouvons cependant munir
I'ensemble T d’un ordre de treillis, par référence & un tournoi fixé T,. Celui-ci est
arbitraire, maisil est commode de choisir un ordre total comme suit : on numérote
lesélémentsde X enposant X ={1, 2, ..., n} etonprend Ty ={(, j) T X2?:i£j}.

Notons Téj ={(,j)T X2:j<i} letournoi (irréflexif) dual de T, ; on associe a
tout tournoi T larelation I(T) des couples inversésdans T par rapport a T, €' est-a
direlM={@, )T T:j<i}= TC;T(?. Lacorrespondance T « I(T) établit une
bijection entre |’ ensemble T~ des tournois sur X, d’une part, et I’ ensemble P(Téj) des

ensembles d' arcs inversés, d’ autre part. L’ ordre d’inclusion (un ordre de treillis) sur le
second induit alorsun ordresur T par : T £ T' si et seulement si I(T) | I(T"). Le

minimum pour cet ordre est T, (avec|(Ty) = /A et le maximum T(Sj (I(T(?) = T(?).
Larestriction &£ del’ordre qui vient d &tre défini sur T est encore un ordre de treillis
(treillis permutoedre), quoique de fagon moins évidente [GUI 63].

Nous venons de constater que, soit directement par I’ ordre d'inclusion, soit par un
aménagement de celui-ci, les ensembles de relations binaires considérés sont munis
de structures latticielles (c.-a-d. sont des demi-treillis ou treillis). Cette observation
est renforcée par le fait que I'on retrouve de telles structures pour d autres
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modélisations des préférences ou des choix : formes valuées (ou floues) des relations
[LEC 95], fonctions de choix [MON 04]. Elle a conduit a poser |le probléme du
consensus au niveau plus abstrait des structures latticielles ellessmémes, avec
I’ obtention de résultats s appliquant a des situations diverses (cf., eg., [MON 90b],
[BAR 91], [LEC 93], [LEC 95], [DAY 03]). Nous nous plagons désormais dans le
cadre général d'un treillis ou d’un inf-demi-treillis D dont les éléments sont notés s,
t, etc. Nous considérons un profil P = (ty, ..., tj, ..., t,) T DV, que nous cherchons a
agréger en un élément unique t T D (on se place donc dans le cas M = D). On
pourra consulter [DAV 90] sur les ensembles ordonnés et treillis.

Une relation binaire R sur X est un ensemble de couples d' ééments qui peuvent
chacun étre vus comme une relation élémentaire. Cette décompaosition se prolonge a
tout demi-treillis D en considérant ses ééments irréductibles. Un élément t de D est
dit sup-irréductible si on ne peut I’ obtenir comme supremum d’' une partie de D ne le
contenant pas et, de méme, t est inf-irréductible s'il n’est pas I'infimum d’ une partie
ne le contenant pas. Nous nous intéresseronsici au role des sup-irréductibles, sachant
gue les mémes considérations s appliquent aussi, quoique plus rarement en pratique,
aux inf-irréductibles. Soitt 1 D ; on note :

— Sou S(D) I'ensemble des sup-irréductiblesde D ;
— S, I"ensemble des sup-irréductibles s de D verifiant s £ t.

On obtient ainsi une représentation des ééments de D par des parties de S, dont
deux propriétés essentielles sont rappel ées ci-dessous :

THEOREME 2.23.— Soit D un ensemble ordonné. Pour tout t I D,onat = USt ;
pour toust, t' I D telsquetUt’ existe, ona Sy = SCSy .

Lareprésentationt @ S, deD dans P(S) est donc un inf-morphisme, en ce sens
gu'elle préserve les infimums, et un plongement d' ordre, car on vérifie que, pour t, t’
I Dyonat£t U S i S;.Pourlestreillis et demi-treillis de latable 2.1. :
S(Q)) = S(O) est I’ensemble des ordres sur X contenant un unique couple (x, Y)
d éémentsdistincts; S(E) est I’ ensemble des équivalences sur X contenant une
unique paire de couples (X, y), (y, x) d'ééments distincts; S(W) est I’ensemble des
ordres totaux sur X (on montre en effet qu’ un préordre total est I’union — et le
supremum — des ordres totaux qu'’il contient).

Chacun des sup-irréductibles du treillis T des tournois est identifiable & un
couplede T etona ST ) ={T 1 T: |I(T)| = 1}. Quant aux sup-irréductibles du
treillis permutoédre £, ils sont encore associés aux couples de Tod , mais de fagon
plus complexe : le sup-irréductible associé au couple (x, y) 1 T(Sj est le plus petit
des ordres totaux contenant ce couple.
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Il est important pour la suite de noter que si tUt' existe, ona SES, | Sy,
mais non I’ égalité en général. Par exemple, considérons letreillis Q , des préordres
sur X, trois éléments x, y, zde X et deux préordres Q et Q telsque (x, y) T Qet
(y, 2 1 Q.Alors, par transitivité, ona(x, 21 QUQ', quele couple (x, 2) soit ou
non dansQoudansQ'.

2.4.2. La distance de la différence symétrique dans les demi-treillis
et ses éloignements

Ladistance de la différence symétrique définie au paragraphe 2.2.2. se généralise
aisement a tout demi-treillis D en passant par la représentation par les sup-
irréductibles qui vient d’ étre définie. On pose maintenant, pour t, t' | D,

dt, t') = ISDS¢ | = ISESy |- IS Sy | = IS\ Sp | + ISy \ Sl
=|sT S:[sl S;etsT Sy]ou[sl S;etsT S/}

Sur les treillis et inf-demi-treillis P(X?) (relations binaires), Q, (préordres),
F (équivalences), O (ordres) et T (tournois), on retrouve le nombre de couples par
lesquels deux relations R et R’ différent, ¢'et-adire la distance de la différence
symétrique telle qu’ elle a été définie plus haut. 1l en est de méme dans le treillis
permutoedre L. La situation est différente dans le sup-demi-treillis W (préordres
totaux) ou le comptage s effectue sur les ordres totaux inclus ou non dansRk et R'.

Considérons maintenant un profil P = (ty, ..., tj, ..., t,) T DV, et définissons les
paramétres suivants : pour tout sup-irréductibles | S(D),

Vp(s) =KiT V:sEt},
VS(9) =l Vst
Wp (S) :vp(s)—vg(s).

Comme plus haut, lorsgqu’'il n'y a pas d ambiguité, c'est-adire pratiquement
toujours, on omet I’indice p dans ces notations. On ales égalités v(s) + vC(s) = v et
w(S) = 2v(s) — v. Nous dirons qu’ un sup-irréductible s est mgjoritaire si 2v(s) > v
(c'est-a-dire s s apparait dans une majorité stricte des représentations des é éments du
profil), et équilibrési 2v(s) = v.

Pour aborder |e probléme de |’ agrégation du profil P de D en un unique élément t
Vv
deD, nous exprimons I’ @ oignement E(P, t) = a d(t,t;) d'unprofil P aun élément

i=1
t arbitraire de D au moyen des paramétres précédents.
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LEMME2.24.—Pour P = (ty, ..., tj, ..., t,) 1 DVettl D,ona:

)
EP, 0= alsy| - aw.
i=1 sl §

Il s'agit d'une version latticielle de |’ égalité (b) du lemme 2.2. de la section
2.2.3. et elle se démontre en fait de fagon analogue. La quantité - w(s) apparait alors
comme étant la contribution du sup-irréductible sde S; al’éloignement de t. De
facon analogue a ce qui a été décrit plus haut, cette contribution est négative si s est
un sup-irréductible majoritaire, nulle s'il est équilibré, et positive sinon. Pour
obtenir un éloignement aussi réduit que possible, le mieux serait donc de trouver un
élément t de D dont la représentation S; contiendrait tous les sup-irréductibles
majoritaires, éventuellement certains équilibrés, et aucun autre sup-irréductible.
L’ objet de la section suivante est de reconnaitre ceux des demi-treillis ou il existe
toujours un tel élément.

2.4.3. Médianes dans les demi-treillis a médianes

Nous supposons maintenant que D est un inf-demi-treillis, éventuellement un
treillis, et nous continuons a transposer certaines notations du paragraphe 2.2.3.
Pour P | DV et pour tout entier s, nous posons :

S(P,s)={s1 S: v(s)3 s}.

Cet ensemble sera le plus souvent noté simplement S(s). En particulier, en
reprenant les nombres a et b définis au paragraphe 2.2.3., S(a) est I’ ensemble des
sup-irréductibles mgjoritaires et S(b) \ S(a) est celui, qui est vide si v est impair, des
sup-irréductibles équilibrés.

PROPOSITION 2.25.— Pour touss, s 1 S, sT S(s) ets £ sentrainents T S(s).

Preuve.
Si s1 S(s), il existe une partie W IV telleque |W| 3 s et s £ t; pour tout
i T W.Alors, s £ simpliques’ £ t; pour touti T Wetdoncs T S(s). Q

Sous résarve de I'existence de ces éléments, posons t(s) = US(S) et
t(s)=UUt: i TWh: Wi Vv, w2 s} (le second est un « polynéme
latticiel »). Rappelons une propriété générale des inf-demi-treillis: mémesi D n’est
pas un treillis, toute partie magjorée D' de D a un supremum, a savoir I'infimum des
majorants de D'. En particulier, pour tout t T D, le sous-ensemble ordonné
{t T D:t £t} estuntreillis.
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PROPOSITION 2.26.— S I'un des éléments t(s) et t’ (S) existe, |’ autre existe aussi, et

t(s) =t' (s).

Preuve.

Supposons quet’ (s) existe. Soit sT S(s). Il existe donc une partie W I Vtele
queW|® sets£t pourtoutiT W.Doncs£ Ut : i TW} £ t'(s); aors, t'(s)
est un majorant de S(s), d' ou I’ existence det(s), avect(s) £ t' (s).

D’ autre part, selon le théoréme 2.23., la représentation par les sup-irréductibles
est un inf-morphisme. Onadonc Sy, :itw = | §; qui, pour [W| 3 s, est un
iTw

sous-ensemble de S(s). Il s'ensuit que I’ éément t(s) = US(s), dont I’ existence est
assurée par la premiére patie de la preuve, est un maorant de
Ui w ti = USyg « i1 w - Par conséquent, t' (s) est un supremum d’ éléments tous
majorés par t(s), ce qui entrainet(s) 3 t' (s).

Supposons que t(s) existe. I| majore chague infimum U{ti i T W} pour lequel
ona|W|3 s, doul’existencedet’ (s), et on peut appliquer ce qui précéde. Q

D’aprés cette proposition, I'élément t(a) a une expression polynomiae
tia) = UL i TW) - WiV, |W|2 a} qui, rapprochée de celle apparaissant ala
fin du paragraphe 2.2.3., congtitue une formalisation latticielle de la régle
majoritaire, et aussi une représentation St(a) qui contient tous les sup-irréductibles
majoritaires. Mais St(a) contient aussi en général des sup-irréductibles qui ne sont ni
majoritaires ni équilibrés.

Nous alons maintenant considérer des inf-demi-treillis particuliers, dans lesquels
la représentation par les sup-irréductibles est non seulement un inf-morphisme mais
aussi un sup-morphisme. Tout d'abord, un treillis D est distributif s'il vérifiel’ une
des conditions équivalentes suivantes :

(1) pourtous t, t', t" T D, tUt’ Ut") =t Ut ) ;

(2 pourtous t, t', t" T D, tUt’ Ut") = Ut )Uelt”) ;

(3)s1 S,D'i Dets£ UD impliquent s £ t pour au moins un élément t 1
D ;

(4 pourtoust, t' T D,onaSESy = Sy -
Sans démontrer complétement ces équivalences classiques, observons par

exemgle, que, s gl) est vraie, s £ UD' entraine, par ‘distributivité,
s=sUUD' ) = Ustt: tT D'}, dol,sétant sup-irréductible, s = sUt’, ¢’ est-a-dire
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S£ t', pour au moins un élément t' deD’. De méme, supposons (3) vraie, et soient
t, 1 Detsl Syp.Onas£tous£t,donc Sy | SESy, d ol (4)
puisque I’inclusion inverse est toujours vraie.

Lestreillis distributifs forment une classe de treillis d’ autant plus importante
gu'’ elle comprend les ensembles total ement ordonnés (avec les opérations maximum
et minimum comme supremum et infimum), mais auss les produits de tels
ensembles et les treillis des parties d'un ensemble, munis de I'union et de
I’intersection. Ainsi, dans les exemples précédents, les treillis P(X2) et T sont
distributifs. Par extension, un inf-demi-treillis D est dit distributif si, pour tout
t 1 D, letreillis{t'T D: t' £t} est distributif.

Un demi-treillisa médianes[AV A 61] est un inf-demi-treillis distributif D tel
quet, Ut,Ut; existe pour tousty, t,, tg 1 D telsque lestrois éléments t,Ut,, t,Ut; et
t,Ut; existent. Alors, pour toust, t', t" T D, I'élément (tUt' Ut Ut" )U(t" Ut) existe
toujours dans un tel treillis. Par un calcul algébrique sans difficulté, cette existence
assurecelledet(a) (mais non celle det(b)), sous sa forme de polyndme latticiel. On
obtient la caractérisation suivante des médianes pour la distance d dans de tels demi-
treillis [BAN 84], qui généralise une série de résultats sur les médianes dans les
treillis distributifs remontant & [BAR 61] :

THEOREME 2.27.— Soient D un demi-treillisa médianeset P T DY un profil de D.
Si v est impair, t(a) est I'uniqgue médiane de P ; si v est pair, I’ensemble des
médianesde P est Médp(P) ={US' : S(a) i S' i S(b) et US' existe}.

Preuve.

On a observé aprés le lemme 2.24. qu’un élément t vérifiant S@@) I S, I S(b)
minimise E(P, t), sil existe. D'apres ce qui précede et la proposition 2.26.,
t(@) = US(a) existe pour tout profil d’un demi-treillis amédianes. Soit s 1 S tel
ques £ t(a). D’ aprés la propriété (3) destreillis distributifs, il existe s 1 S(a) tel
ques £ s, d'ou s S(a) d apréslaproposition 2.25. Donc a) = S(a), ce qui
établit quet(a) est une médiane. On montrede mémeque s £ US avec S' | S(b)
entraines 1 S(b), Donc les éléments qui ont e méme éloignement que S(a) sont
ceux delaformeUS avecS(a) I S' I S(b). Si v est impair, on a S(a) = S(b) et
t(a) est la seule médiane. a

En particulier, s D et un treillis distributif, on a simplement
Médpy(P) = {t T D:t@)E£t£ t(b)}, cequi généralise la proposition 2.4. portant
sur les médianes d'un profil de relations binaires. Nous reviendrons plus loin
(paragraphe 2.4.5.) sur I'intérét de la prise en compte des demi-treillis a médianes.

Il est implicite, en particulier dans le théoréme 2.22., que la procédure médiane
peut étre considérée en tant que multi-procédure d’ agrégation associant atout profil de
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longueur finie P 1 D* =

vl N
treillis a médianes, cette procédure a été caractérisée axiomatiquement [MCM 00].
Rappelons qu'un élément s dun inf-demi-treillis D est sup-irréductible s et
seulement S'il existe un éément s~ unique de D tdl ques £ s, st s e

U DY unepartie nonvide ¢(P) I D. Dans les demi-
i

s £ s' £ sentrdines =s ou s = s. Pour deux profils P = (ty, ..., tj, ..., ty) et
P'=(tg ..., tj, ..., t'y) T D* la concaténation de P et P’ est le profil
PP’ = (ty, ..., ty, t'y, ..., t'yy). On aalors le théoréme 2.28. ci-dessous. Méme si

les structures en jeu et |’ énoncé différent notablement, on remarquera que la propriété
de consistance donnée ci-dessous est une généralisation directe de celle apparai ssant
dans la caractérisation de la procédure médiane sur les profils d' ordres totaux évoquée
alafin du paragraphe 2.3.6.

THEOREME 2.28.— Soient D un demi-treillis a médianes et une multi-procédure
d'agrégation c: D* ® (P(D) \ {A). Alors ¢ est la procédure médiane s et
seulement si elle vérifie les propriétés:

Condorcet: P 1 DVavecvpair,s1 S(D), 2v(s)=v, t T D et tUs existe
entrainent [tUs=T c(P) U tUsT o(P)].

Consistance: P, P¢ 1 D* e oP)CoP® ! /A& entrainent
cPP§ = c(P)Cc(P.

Conformité: P 1 Dlet P =(t)entrainent c(P) = {t}.

Dans ce paragraphe, nous avons, suivant en cela la maeure partie de la
littérature, développé le cas des inf-demi-treillis et donc considéré des (inf-)demi-
treillis a médianes. Bien évidemment, tout ce qui précéde peut étre repris pour des
sup-demi-treillis en échangeant les rdles de I'infimum et du supremum (les inf-
irréductibles prenant donc la place des sup-irréductibles). Nous verrons au paragraphe
2.4.5. que le sup-demi-treillis W des préordres totaux est justement un « sup-demi-
treillis @ médianes ».

2.4.4. Autres demi-treillis

Les demi-treillis a médianes constituent donc un type de structure ou les
médianes ont une caractérisation simple. De plus, la médiane t(a) est aisément
calculable, pourvu que la détermination de I’ ensemble S; pour tout t T Setlecalcul
du supremum soient aisés. La recherche des médianes pour la distance de la différence
symétrique dans un treillis ou demi-treillis d'un autre type devient vite difficile
[LEC 94].

Dans un inf-demi-treillis distributif qui n’est pas a médianes, les conclusions du
théoréme 2.27. s'appliquent atout profil pour lequel t(a) existe. Autrement, on
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recherche les élémentst de D delaformet = (L'JSl)U((JSZ) ou S; est un ensemble de

sup-irréductibles majoritaires tel que USl existe et maximise Q w(s) sous cette
slg

condition et S, est un ensemble de sup-irréductibles équilibréstel que t existe, un

probléme qui peut étre difficile.

Lorsque D est un inf-demi-treillis non distributif, on n’est méme plus assuré que
t(a) est une médiane, car la représentation St(a peut contenir des sup-irréductibles s
appartenant aS \ S(b), donc pour lesquelsw(s) est négatif. Il reste toutefois des liens
entre les médianes et larégle majoritaire, qui s appliquent, par exemple, au treillis
des équivaences (ou partitions) [BAR 95b] comme a celui des préordres, ou au demi-
treillis des ordres [LEC 03] :

THEOREME 2.29.— Soit D un inf-demi-treillis. Pour tout profil P de D tel que t(b)
existe et pour toute médianet deP, onal’inégalitét £ t(b) ; pour tout profil P tel
guet(a) existe et pour toute médianet de P, il existe une médiane t’ telle que
t' £ tUt(a) et que tout éément t” vérifiant t’ £ t” £ t est une médiane.

2.4.5. Applications

On a déja noté que le théoréme 2.27., qui caractérise les médianes dans, entre
autres, les treillis distributifs, s applique aux treillis de parties d’un ensemble, et
donc aux treillis P(X2) des relations binaires et 7 des tournois, précédemment
décrits. Une classe de treillis distributifs (généralisant le treillis des parties d'un
ensemble), est celle des produits directs d’ ordres totaux. Ces treillis apparai ssent
naturellement dans de nombreux problémes et modélisations. Ainsi, considérons par
exemple une évaluation multicritére avec k critéres, chacun prenant ses valeurs dans
un ensembl e totalement ordonné fini D' ; un élément t de D est alors identifiable &
un k-uple
%, ...t ..., %97 D=D!" ... D" ...~ DK. On vérifie que les médianes d’un
v-uple de tels objets s’ obtiennent en prenant la ou les valeurs médianes sur chaque
critére,

Un autre exemple est celui des fonctions de choix vérifiant certaines conditions.
Une fonction de choix sur X est une application ch : P*(X) ® P*(X) (comme en
section 2.2.1., P*(X) désigne I’ ensemble des parties non vides de X) vérifiant, pour
tout Y I X, ch(Y) I Y.L'idée est quune telle fonction exprime la sélection
gu’ opére un agent parmi les éléments de toute partie Y, et il est alors naturel de
considérer le choix social sous |’ angle du consensus de fonctions de choix. Parmi les
nombreux axiomes définissant des classes intéressantes de fonctions de choix (cf.
[ALE 02], [MON 04]), on trouve la propriété d’ hérédité (H) suivante :
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(H) PourtousY, Zi XtelsqueY | Z,onaYCch(Z)i ch(Y).

L’ ensemble X des fonctions de choix sur X est naturellement ordonné, en posant,
pour ch, ch' T X, ch£ ch' si ch(Y) [ ch' (Y) pour tout Y I X. On montre alors que
le sous-ensemble ordonné X, des fonctions de choix satisfaisant la condition
d’ héritage est un treillis distributif.

L’ extension aux demi-treillis & médianes constituée par le théoréme 2.27. se
justifie par le fait que I’ on rencontre fréquemment de tels demi-treillis, qui ne sont
pas des treillis. En effet, considérons un ensemble fini E muni d'une relation
symétriqgue C modélisant une idée de « compatibilité ». On s'intéresse al’ ensemble
F des parties F de E dont les éléments sont deux a deux compatibles (en d' autres
termes, larelation C est connexe sur F, qui est une clique au sens de la théorie des
graphes). On vérifie alors que, ordonné par inclusion, F est un demi-treillis a
médianes. Ainsi, si E est un ensemble ordonné et C sa relation de comparabilité, les
cliques de C correspondent aux parties totalement ordonnées de E (dites aussi les
chaines de C) et elles constituent un tel demi-treillis.

Voici un exemple de demi-treillis @ médianes de ce type. Associons a tout
préordre total W sur X lafamille (totalement odonnée par inclusion) N(W) de parties
deX définiepar NW)={{y T X : yWx}, x T X}.On vérifie qu on définit ainsi une
bijection entre, d’ une part, I'’ensemble W des préordres totaux sur X et, d’ autre part,
I’ensemble N des chaines de P(X) contenant X, avec de plus I’équivaence
Wi W U NW) I NW).D apréscequi précéde, N est un demi-treillis a
médianes. Comme I’ ordre d’inclusion sur ‘N est dual du sup-demi-treillis W décrit
dans la table 2.1., celui-ci est bien un sup-demi-treillis @ médianes. Les sup-
irréductibles de ‘N correspondent aux inf-irréductiblesde W, et la distance de la
différence symétrique d sur N compte les parties de X présentes dans |’ un exactement
desN(W) et N(W' ). Toutefois, avec cette métrique, on obtient souvent des médianes
qui contiennent peu de parties de X et correspondent donc a des préordres totaux
médians peu discriminants.

Les fonctions de choix vérifiant la condition d’ Arrow (A) suivante se rattachent a
cet exemple.

(A) PourtousY,Zi XtelsqueY | Zet YCch(Z)! & YCch(Z) = ch(Y).

La condition (A) implique (H) et caractérise les fonctions de choix qui sont
rationalisables par un préordretotal, ¢’ est-a-dire que, si chvérifie (A), il existe un
préordretotal W sur X tel que ch(Y) est I’ ensembl e des éléments maximaux dans Y
pour W. L’ ensemble X, des fonctions de choix satisfaisant la condition (A) est un
demi-treillis @ médianes, isomorphe N et dual de'w.
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