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Chapter 1

Introduction

Depuis quelques années, la prise en compte de la non linéarité et plus

spéci�quement de l�existence de phénomènes de changement de régimes

tend à modi�er profondément les approches de l�économétrie appliquée à

la macroéconomie et à la �nance. Cette évolution en devenir est sans nul

doute comparable à celle qu�a pu connaître la micro-économie lorsque l�on a

progressivement abandonné l�univers de référence walrassien, que nous pou-

vons assimiler à la modélisation linéaire en économétrie, pour s�orienter vers

les multiples formes de la concurrence imparfaite, auxquelles nous pouvons

assimiler les innombrables modélisations non linéaires.

En e¤et, il existe aujourd�hui un très grand nombre d�études ten-

dant à démontrer la présence de changements structurels permanents et

l�existence d�asymétries dans la dynamique des principaux agrégats macro-

économiques ou �nanciers. Etant donné qu�il est impossible de rendre

compte de ce type de phénomènes à partir des modèles linéaires autoré-

gressifs usuels qu�ils soient univariés (ARMA) ou multivariés (V AR), il a

été nécessaire de considérer des processus non linéaires qui soient en mesure

de reproduire ces caractéristiques.

Il s�avère que ces nouvelles formes de modélisations conduisent à un pro-

fond renouvellement de la problématique de la prévision à court et moyen

terme des séries macro-économiques et �nancières. Premièrement, ces mod-
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élisations à changement de régimes impliquent de repenser la dé�nition

même de ce que doit être une prévision (prévision ponctuelle, par inter-

valle ou par densité). Dans le cas de certains modèles, se posent un certain

nombre de problèmes techniques relatifs à la construction de la prévision

ponctuelle. Mais au-delà de ces problèmes techniques, l�utilisation des mod-

èles non linéaires à des �ns de prévision a conduit à s�intéresser de plus en

plus à la construction d�une densité de prévision et non plus à de simples

prévisions ponctuelles. L�estimation ou le calcul directe d�une densité de

prévision prend en e¤et tout son sens dans le cas des modèles à changement

de régime : cet exercice permet de révéler d�éventuelles asymétries ou autres

multi-modalités de la distribution des prévisions que ne pouvaient générer

de façon endogène les modèles linéaires. En�n, au-delà de la prévision sur

le niveau même de la variable se pose bien évidemment un problème totale-

ment nouveau dans cette perspective qui est celui de la prévision du régime

dans lequel se situera cette variable à l�avenir.

Deuxièmement, ces modélisations à changement de régimes impliquent

de repenser les critères d�évaluation de ces prévisions. En e¤et, si l�on

désire juger la qualité des prévisions des modèles à changement de régimes,

en particulier les prévisions par densité, il apparaît essentiel de recourir à

des critères di¤érents de ceux qui étaient généralement utilisés dans le cadre

des prévisions réalisées à partir de modèles linéaires. C�est pourquoi une

très abondante littérature est aujourd�hui consacrée aux di¤érents aspects

de la comparaison entre les prévisions des modèles linéaires, des modèles

non linéaires en général et des modèles à changement de régimes (de type

STAR ou MS-AR) en particulier. C�est de cette diversité des critères

d�évaluation des prévisions que peut provenir un sentiment de �ou quant à

l�apport des modèles non linéaires quant à la prévision économique.

Dans ce rapport de recherche, nous proposons une synthèse de

l�abondante littérature technique consacrée aux modèles non linéaires et

aux modèles à changement de régimes qui a pour objectif d�éclairer les dif-
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férentes dimensions du débat sur l�apport de ces modèles à la prévision. Ce

rapport comporte trois parties.

Dans la première partie, nous passons en revue les principaux modèles

univariés non linéaires utilisés à des �ns de prévisions. En nous limitant

au cadre univarié qui est assez simple pour permettre de comprendre le

principe des idées proposées et dont généralement la traduction multivariée

est une extension immédiate, et en considérant des modèles qui sont une

généralisation de la méthodologie ARMA dominante dans l�univers linéaire,

nous présentons en premier lieu des processus capables d�approximer toute

fonction continue non linéaire. Le processus type de cette approche est

constitué par le modèle bilinéaire. Outre les di¢ cultés de spéci�cation

et d�estimation qui lui sont propre, on reproche souvent à cette approche

l�absence de toute référence théorique de description du phénomène étudié.

In �ne l�utilisateur dispose d�un modèle dont la justi�cation est purement

statistique. Il n�est donc pas surprenant que la majorité des travaux ap-

pliqués d�économétrie non linéaire aient suivi une autre voie en recourant

à des modèles autour desquels une �histoire�économique peut être bâtie.

On retrouve alors tout particulièrement des modèles à seuils capables par

exemple de structurer une lecture des données au moyen de thèmes tels que

�conjoncture basse-conjoncture haute�avec des dynamiques spéci�ques au

régime concerné, ou bien encore de modèles à �tunnels�pour lesquels, par

exemple en raison de coûts de transaction, on va encadrer un régime cen-

tral au sein duquel les arbitrages spéculatifs n�auront pas lieu par deux

régimes où s�imposeront les relations théoriques d�équilibre. La classe de

modèles concernés est constituée par les modèles TARMA qui peuvent être

perçus comme une généralisation simple de la classe ARMA où la linéarité

est seulement véri�ée par morceaux. Outre les changements de régimes,

un apport supplémentaire de ces modèles à seuils est un enrichissement

du traitement de la non stationnarité. Les processus peuvent maintenant

être globalement stationnaires tout en présentant des épisodes de non sta-

tionnarité caractérisés par la présence de racine unitaire dans le polynôme
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autorégressif caractéristique d�un des régimes possibles. Sur cette base de

processus à seuils, une amélioration notable est fournie par le modèle STAR

: alors qu�avec un TARMA le changement entre chaque régime s�e¤ectue

brutalement en fonction de la valeur prise par une variable de transition,

on va ici autoriser une transition douce entre (au moins) deux régimes ex-

trêmes. Un avantage est par exemple d�éviter une forte révision des antici-

pations à la suite d�une modi�cation éventuellement minime des conditions

initiales simplement parce que cette modi�cation, même minime, est sus-

ceptible de signaler un changement de régime et donc une transformation

qui peut être importante de la dynamique future du système étudié. Dans

les modèles qui précédent la variable de transition qui gouverne le régime

en vigueur est supposée être observable or cette exigence est susceptible

d�être fortement limitative. C�est naturellement trivialement le cas si la

variable de transition ne peut être connue. Un autre cas, sans doute plus

intéressant se fait jour si l�on suppose que la transition s�e¤ectue selon un

processus complexe mettant en jeu plusieurs variables. Dans ces condi-

tions, plutôt que de réaliser une modélisation de cette transition pouvant

être cause d�erreurs de spéci�cation qui a¤ectent potentiellement la qual-

ité �nale du modèle non linéaire, il peut être préférable de considérer que

la variable de transition en question est inobservée. A condition de con-

traindre les propriétés du processus suivi par cette variable cachée il est

alors possible de préciser empiriquement l�historique des régimes auxquels

à été soumis une variable. Cette logique est tout particulièrement celle des

processus à changement de régimes markoviens. Au total il apparaît donc

que les modélisations non linéaires se caractérisent certes par leur richesse,

notamment en termes d�interprétation et de compréhension de phénomènes

�anormaux�au regard de la modélisation linéaire usuelle, mais en contre-

partie l�utilisateur est placé devant une diversité de représentations concur-

rentes sans procédure de tri simple. Dans ces conditions il serait utile de

disposer d�un modèle englobant qui admettrait les précédents comme cas

particuliers. Une telle tentative est ainsi o¤erte par le processus ACR (Au-

toregressive Conditional Root) qui peut donc, dans certains cas, se révéler
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particulièrement avantageux.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons à la manière dont on

construit une prévision dans le cadre d�un modèle non linéaire. De façon

générale, on sait qu�il existe trois grandes méthodes de prévisions : prévi-

sions ponctuelles, prévisions par intervalle de con�ance et densité de prévi-

sion. Mais contrairement au cas des modèles linéaires, ces trois méthodes

(et non plus uniquement la méthode de prévision ponctuelle) trouvent tout

leur intérêt dans le cas des modèles non linéaires. En ce qui concerne les

prévisions ponctuelles, deux cas doivent être considérés : pour di¤érents

modèles (modèles markoviens, modèles TMA) il existe une forme analy-

tique aux prévisions ponctuelles comme dans le cas des modèles linéaires.

En revanche, pour tous les autres modèles et en particulier pour les modèles

à seuils (TAR, STAR) il n�existe pas de forme analytique à ces prévisions.

Au moins cinq méthodes alternatives (méthode dite du skeleton, méthode

Normal Forecast Error, méthode de l�estimation dynamique, simulation

numérique de type Monte-Carlo ou Bootstrap) permettent alors de calculer

une prévision ponctuelle dans ces modèles. En ce qui concerne les prévisions

par intervalle de con�ance, la présence d�asymétrie ou de multi-modalités

des prévisions engendrées par ces modèles non linéaires peut conduire à des

intervalles de prévision non nécessairement symétriques et non nécessaire-

ment continus de type HDR (High Density Region).

Dans la troisième partie, nous évoquons en�n les méthodes d�évaluation

des prévisions issues de modèles non linéaires. Pour cela, nous distin-

guons l�évaluation des prévisions ponctuelles, des intervalles de con�ance

et des densités de prévision. En ce qui concerne l�évaluation des prévi-

sions ponctuelles, au-delà de la comparaison simple des critères usuels

(RMSFE, etc.), nous exposons les di¤érentes tests qui ont été proposés

pour comparer les qualités prédictives de deux modèles concurrents (em-

boîtés ou non emboîtés) sur la base d�une fonction de perte associée aux

prévisions ponctuelles. Nous présentons en outre les tests de prévision em-
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boîtés qui peuvent être mis en �uvre dans ce contexte, mais aussi les tests

non paramétriques de prévision de régime et les tests d�échec de prévision.

Concernant l�évaluation des prévisions par intervalle de con�ance, nous

dé�nissons les concepts de couverture non conditionnelle, de couverture

conditionnelle et d�indépendance proposés par Christo¤ersen (1998) ainsi

que les tests de ratio de vraisemblance associés à ces di¤érentes notions.

En�n, nous présentons les méthodes d�évaluation des densités de prévi-

sion en distinguant les tests de spéci�cation correcte et les tests de compara-

ison de densités. Dans le premier cas, il s�agit de tester l�hypothèse nulle

selon laquelle la densité de prévision obtenue à partir du modèle non-linéaire

est compatible avec le processus générateur de données de la séries étudiée.

Dans le second cas, la logique est di¤érente : il s�agit de choisir parmi un

ensemble de modèles potentiellement mal spéci�és, le moins mauvais (ou

le meilleur modèle) par rapport à un modèle de référence. Di¤érents outils

statistiques permettent d�établir cette comparaison non plus uniquement

sur une prévision ponctuelle, mais sur la base de l�ensemble de la densité de

prévision permettant de prendre en compte ainsi les éventuelles asymétries

et multi-modalités.



Chapter 2

Les Modèles Univariés Non Linéaires

Dans cette section, nous présentons les principaux modèles non linéaires

utilisés à des �ns de prévision. Seule sera traitée ici la modélisation de

l�espérance conditionnelle et en particulier nous n�aborderons pas ici les

modèles non linéaires employés pour la modélisation du risque tels que les

processus GARCH et leurs dérivés.

Il convient tout d�abord de rappeler la dé�nition d�un processus linéaire

dans la mesure où les principales modélisations non linéaires vont partir de

cette représentation de base. Un processus purement stochastique est dit

linéaire s�il peut s�écrire comme somme pondérée d�un processus en bruits

blancs, soit :

yt = �+
1X
i=0

 jut�i (2.1)

où � est une constante,  i des coe¢ cients réels avec  0 = 1 et futg des
variables aléatoires ayant même distribution, centrées, indépendantes et de

variance �2u <1 et telles que E[utjyt�1; yt�2; : : :] = 0. Si de plus
P1

i=0 j ij
alors les deux premiers moments de yt sont indépendants du temps et yt
est dit alors faiblement stationnaire.

Dans cet univers des processus linéaires et stationnaires la modélisation

de référence est celle des processus ARMA(p; q) popularisée par Box et

7
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Jenkins d�écriture :

�(L)yt = �(L)ut (2.2)

où L est l�opérateur de décalage dé�nit par Ljxt = xt�j , �(L) et �(L)

sont des polynômes en L de degrés respectifs p et q tels que leurs racines

sont extérieures au cercle complexe unitaire ce qui assure pour �(L) la

stationnarité du processus1 et pour �(L) son inversibilité2 .

L�écriture (2.1) peut naturellement être perçue comme étant un cas

particulier dérivée d�une structure dans laquelle yt est simplement fonction

des aléatoires u présente et passées :

yt = f(ut; ut�1; ut�2; : : :); (2.3)

structure dans laquelle on impose la linéarité de la fonction f . Si l�on

adopte cette vision, alors on comprend aisément que (2.1) revient à admet-

tre qu�un développement de Taylor du premier ordre su¢ t pour approximer

cette fonction inconnue f . Si tel n�est pas le cas, alors des ordres supérieurs

à 1 doivent aussi être considérés et l�approximation linéaire n�est pas sat-

isfaisante. Ce type de considération est bien connu et fonde par exemple

les tests de linéarité de WHITE ou RAMSEY appliqués dans le cadre des

régressions par moindres carrés. Ici, on peut par ce raisonnement retrouver

la logique prévalant à la construction des modèles non linéaires que sont les

processus bilinéaires proposés par Granger et Andersen (1978).

Une autre façon d�introduire la non linéarité est de considérer que la re-

lation est linéaire par morceaux. C�est également une approche bien connue

dans le cadre de la régression linéaire lorsqu�on pense qu�un événement daté

sur l�échelle des temps a pu a¤ecter les coe¢ cients de la régression. Si l�on

généralise cette idée à un autre type d�événements observables ou non, alors

on dérive sur des processus non linéaires à seuils de type TAR (Threshold
1Dans ce cas �(L) est inversible et on retrouve une écriture de type (2.1) : yt =

�(L)�1�(L)ut
2Cette dernière condition assure que le processus possède une représentation autoré-

gressive et rend son estimation possible
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AutoRegression) ou à changements markoviens envisagés par Tong (1978,

1983) et Hamilton (1989).

Tous les modèles paramétriques précédents permettent d�arriver à une

écriture utile pour la construction de prévisions qui possède la structure :

yt+1 = g (yt; yt�1; ::; ut; ut�1;�) + ut+1 (2.4)

où � désigne un vecteur de paramètres de dimension �nie. On peut déjà

noter que le choix d�une spéci�cation pour la fonction f entraîne en théorie

celle de g. Pour autant la non linéarité entraîne généralement des di¢ cultés

calculatoires pour un horizon de prévision h quelconque si on convient,

très classiquement, d�utiliser l�espérance conditionnelle en t de yt+h comme

anticipation de la future réalisation yt+h. Ceci est naturellement lié au fait

que E[f(:)] 6= f(E[:]) si f est non linéaire.

Précisons encore que l�on peut vouloir ne pas spéci�er la fonction f . En

ce cas on est amené à utiliser des méthodes d�estimation non paramétriques

telles que les réseaux de neurones, les régressions à noyaux, les régres-

sions locales (LOESS ou LOWESS par exemple), etc. En pratique ces

techniques nécessitent un nombre d�observations qui dépasse généralement

de beaucoup la taille des échantillons disponibles sur données macroé-

conomiques. Ceci peut expliquer que les études disponibles avec ces outils

ne donnent pas, dans ce domaine d�application, de résultats particulière-

ment probants. Pour cette raison nous ne les présentons pas dans les

développements qui suivent.

2.1 Les Processus Bilinéaires

Si on ne retient que certains des termes du second ordre dans le développe-

ment de Taylor de la fonction f alors on peut écrire :

yt =

pX
i=1

�iyt�i +

qX
j=0

�jut�j +
mX
i=1

sX
j=1

�ijyt�iut�j (2.5)
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où l�ensemble des coe¢ cients �i, �j , �ij sont des réels et ut des vari-

ables aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) centrées

homoscédastiques.

Dans ce cas yt est dit suivre un processus bilinéaire, noté BL(p; q;m; s).

On remarque immédiatement que l�on retrouve bien le processus

ARMA(p; q) lorsque �ij = 0; i = 1; : : : ;m; j = 0; : : : ; s. Ces proces-

sus sont linéaires en y et linéaires en u mais non linéaires sur le couple

(y; u). Ils apparaissent ainsi comme une généralisation simple des modèles

ARMA linéaires. Plus fondamentalement, leur intérêt vient aussi de ce

qu�ils sont en mesure d�ajuster le comportement entrée-sortie de processus

non linéaires complexes. En e¤et, les processus bilinéaires sont des formes

simpli�ées de séries de Volterra. Celles-ci peuvent être vues comme une

généralisation du développement de Taylor avec prise en compte de la mé-

moire et sont en mesure d�approximer toute fonction continue non linéaire3 .

Les propriétés de ces processus bilinéaires ont notamment été analysées

par Granger et Andersen (1978), Subba Rao (1981), Subba Rao et Gabr

(1984). Un de leurs intérêts est de pouvoir rendre compte avec une mod-

élisation relativement simple de non linéarités complexes et de réponses

asymétriques aux chocs. Par ailleurs ils peuvent être employés égale-

ment pour ajuster des modèles à volatilité conditionnelle hétéroscédas-

tique puisque plusieurs processus de type ARCH ou GARCH peuvent

être réécrits sous forme de modèles bilinéaires (voir par exemple Kris-

tensen, 2005)4 . Des conditions de stationnarité et d�ergodicité ont été

proposées pour certains modèles bilinéaires (voir notamment Berlinet et

Francq (1990), Bhaskara Rao, Subba Rao et Walker (1983), Granger et

Andersen (1978), Guégan et Pham (1987), Liu (1990, 1992), Liu et Brock-

well (1988), Pham (1985)). En pratique ces conditions sont d�interprétation

3Sur ces aspects, voir par exemple Brockett (1976), Priestley (1991).
4En ce cas on fait plutôt référence à des modèles bilinéaires généralisés dans la mesure

où ces processus ne sont pas nécessairement écrits sur le bruit blanc lui-même mais sur
des fonctions de ce bruit. En pratique cela a pour conséquence que l�on peut facilement
confondre modèle bilinéaire et modèle de type GARCH.
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di¢ cile sauf dans des cas relativement simples pris dans les sous-classes des

modèles bilinéaires diagonaux et super-diagonaux5 . Par exemple, avec le

modèle yt = �yt�iut�j diagonal (i = j) ou super-diagonal (i > j), la condi-

tion de stationnarité est �2E[u2t ] < 1 et celle d�inversibilité est �
2E[u2t ] < :5

avec E[u2t ] <1.

Dans les applications empiriques des formulations simples sont d�ailleurs

souvent employées. Ainsi Granger et Newbold (1976), Granger et An-

dersen (1978), Tsay (1986) ou Tong (1990) utilisent un modèle diagonal

BL(1; 0; 1; 1), soit :

yt = �0 + �1yt�1 + �11yt�1ut�1 + ut (2.6)

Dans la pratique lorsqu�on autorise des modèles plus complexes la

recherche des ordres (p; q;m; s) optimaux est généralement e¤ectuée au

moyen d�un critère de sélection et notamment le critère AIC d�Akaike.

Notons encore qu�une écriture bilinéaire a été utilisée par Peel et David-

son (1998) dans le cadre d�un modèle de type V ECM avec prise en compte

d�une relation de cointégration. Par ailleurs, des travaux récents envis-

agent le cas de modèles bilinéaires à coe¢ cients variables (Bibi (2001), Bibi

et Oyet (2002)) et périodiques (Bibi et Gauthierm 2005) généralisant ainsi

les processus ARMA à coe¢ cients variables. En�n Subba Rao (1997) et

Charemza, Lifshits et Makarova (2002) envisagent le cas de modèles bil-

inéaires à racine unitaire autorisant ainsi l�ajustement par ces modèles de

séries non stationnaires6 .

En�n, on peut concevoir le modèle bilinéaire comme ajoutant à une

représentation linéaire ARMA(p; q) des termes de la forme yt�iut�j pour

5Le processus est dit super diagonal lorsque i > j, diagonal lorsque i = j, et sous-
diagonal lorsque i < j.

6Ces extensions ne sont d�ailleurs pas équivalentes : alors que le processus à racine
unitaire dé�nit par Subba Rao est, comme habituellement, stationnaire en di¤érences
premières; celui utilisé par Charemza et al. est non stationnaire en niveaux et en dif-
férences premières.
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prendre en compte une éventuelle non linéarité. Dans cet esprit d�autres

modélisations sont également envisageables. Ainsi le processus AR expo-

nentiel de Ozaki (1985) d�écriture :

yt = �0 +

pX
i=1

�iyt�i +

qX
i=1

rX
j=0

�ijy
j
t�i exp(�
iy2t�i) + ut (2.7)

ou encore le modèle AR semi-paramétrique (voir notamment Robinson

(1983), Engle, Granger, Rice et Weiss (1986)) :

yt = �0 +

pX
i=1

�iyt�i + h(yt�1; yt�2; : : : ; yt�p) + ut (2.8)

2.2 Les Processus TARMA

Dans une série de travaux pionniers, Tong (Tong (1978), Tong et Lim

(1980), Tong (1983), Tong (1990)) envisage une linéarité par morceaux

de la fonction f . En d�autres termes, dans cette perspective il existe

plusieurs processus générateurs chacun s�appliquant à un sous-échantillon.

Comme rappelé plus haut, si les dates auxquelles se produisent les sauts

sont connues alors la modélisation peut s�e¤ectuer simplement par prise

en considération de variables indicatrices. On peut toutefois envisager que

l�événement responsable du changement de régime n�est pas simplement

observé sur l�échelle des temps mais qu�il peut être signalé par une autre

variable, dite variable de transition, supposée exogène. En�n, il est égale-

ment possible de considérer que les événements construits sur la variable de

transition dépendent de valeurs de paramètres inconnus. Par exemple, si

la variable de transition xt est simplement le temps, xt = t, cela revient à

poser que les dates de changement de régimes sont inconnues. Ainsi, dans

un modèle à deux régimes, on aura :

yt =

(
�10 +

Pp1
i=1 �1iyt�i + u1t +

Pq1
j=1 �1ju1;t�j si xt�d � c

�20 +
Pp2

i=1 �2iyt�i + u2t +
Pq2

j=1 �2ju2;t�j si xt�d > c

où u1t et u1t sont deux bruits blancs de variance respective �21 et �
2
2. L�entier

d est le paramètre de délai et le réel inconnu c qui coupe le support de x en
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deux sous-espaces, est un paramètre de seuil. Ainsi, lorsque x est inférieur

à c, alors d périodes plus tard, la variable y sera générée par un certain

processus ARMA(p1; q1); en revanche, si x est plus élevé que c alors après

d périodes y obéira à un autre processus ARMA(p2; q2).

Ce processus à seuil (Threshold) à deux régimes se généralise à un nom-

bre quelconque k de régimes et se note TARMA(2; p1; p2; q1; q2): On a alors

en considérant une variable de transition réelle :

yt =
KX
k=1

0@�k0 + pkX
i=1

�kiyt�i + ukt +

qkX
j=1

�kjuk;t�j

1A� I(xt�d 2 Ri) (2.9)
où ukt est un bruit blanc de variance �2k pour k = 1; � � � ;K. Les segments
Ri =]ci�1; ci] forment une partition de l�espace des réels conformément aux

valeurs des paramètres de seuil ci tels que �1 = c0 < c1 < � � � < cK = +1.
En�n I() est une fonction indicatrice prenant la valeur 1 si xt�d 2 Ri et 0
sinon.

Le processus TARMA(K; p1; � � � ; pk; q1; � � � ; qk) précédent est, dans la
logique d�une linéarité par morceaux, l�extension la plus générale du mod-

èle ARMA. En pratique seuls des cas simpli�és sont cependant consid-

érés. Ainsi Tong (1983) considère le cas où la variable de transition est

l�expliquée elle-même obtenant alors le modèle Self-Exciting TARMA (noté

SETARMA) dans lequel il impose également l�absence de changement dans

les processus en bruits blancs entre les régimes, soit ukt = ut. L�écriture

générale de ce SETARMA(K; p1; � � � ; pK ; q1; � � � ; qK) est donc :

yt =

KX
k=1

0@�k0 + pkX
i=1

�kiyt�i + ut +

qkX
j=1

�kjut�j

1A� I(yt�d 2 Ri) (2.10)

La construction de prévisions à partir de cette structure est discutée

notamment par Amendola et Niglio (2003) qui autorisent d�ailleurs une

modi�cation des variances des bruits selon les régimes. Des conditions de

stationnarité et d�ergodicité ont été obtenues notamment par Brockwell,
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Liu et Tweedie (1992) dans le cas particulier où la composante MA n�est

pas soumis aux e¤ets de seuils. Face aux di¢ cultés rencontrées dans le

cas général, la majorité des travaux se fonde sur des simpli�cations de ces

structures générales pour ne retenir que des processus à seuils en moyennes

mobiles (TMA) et surtout autorégressifs (TAR).

2.2.0.1 Les processus TMA

Un processus TMA est une structure composée uniquement de processus

MA sur chacun des sous-ensembles disjoints dé�nis par la variable de tran-

sition. Ainsi un SETMA(q1; q2; d) à un seul changement de régime (K = 1)

est dé�ni par l�équation suivante :

yt =

q1X
i=1

�1iut�i +

q2X
j=1

�2i I(yt�d � c)ut�i + ut (2.11)

Le processus TMA partage avec le processus MA(q) la propriété d�être

toujours stationnaire sans qu�il soit besoin d�imposer de contraintes sur les

coe¢ cients (Liu et Susko, 1992). Comme pour les MA il est cependant

nécessaire d�imposer des conditions d�inversibilité. A notre connaissance,

seules des conditions su¢ santes ont été énoncées par Ling et Tong (2005)

pour un TMA quelconque, et des conditions nécessaire et su¢ sante pour un

TMA(1) par Ling, Tong et Li (2005)7 . Le processus SETMA est également

analysé par De Gooijer (1998) qui propose en particulier un test de Lagrange

de l�hypothèse MA versus SETMA8 .

Ces processus engendrent naturellement des réponses asymétriques aux

chocs : lorsque yt�d est supérieur à c alors le poids de ut�i dans la déter-

mination de yt est donné par �1i, en revanche ce poids est égal à �1i + �2i

lorsque yt�d est inférieur ou égal à la valeur du seuil c.
7Soit yt = ut + f�1 + �2I(yt�1 � c)gut�1 un processus stationaire et ergodique, avec

Ejlnjytjj <1 alors il est inversible si j�1j1�Fy(c)j�1+�2jFy(c) < 1 où Fy() est la fonction
de répartition de yt. Il est non inversible si j�1j1�Fy(c)j�1 + �2jFy(c) > 1 et Ling, Tong
et Li suspectent qu�il ne l�est pas lorsque la quantité précédente est égale à un.

8Sur ce point, voir également Ling et Tong (2005) qui o¤rent un test de quasi-rapport
de vraisemblance.
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Dans l�esprit, un processus proche est considéré par Wecker (1981)

dans lequel deux �ltres MA(q) sont utilisés, l�un fondé sur les innovations

passées positives et l�autre sur les innovations passées négatives. Ainsi, en

dé�nissant u+t = max(0; ut) et u
�
t = min(0; ut), un processus asMA(q)

(asymmetric MA) est donné par :

yt =

qX
i=1

�+i u
+
t�i +

qX
i=1

��i u
�
t�i + ut (2.12)

soit encore :

yt =

qX
i=1

�+i ut�i +

qX
i=1


iI(ut�i � 0)ut�i + ut

avec 
i = ��i � �+i 6= 0 pour au moins un i. Un test de linéarité versus

une réponse asymétrique au sein d�une telle structure a été proposé par

Brännäs, De Gooijer et Teräsvirta (1998).

2.2.0.2 Les processus TAR

Toutefois, dans cette classe de modèles, les travaux ont dans leur très

grande majorité porté sur la sous-classe des processus TAR et tout par-

ticulièrement celle des SETAR certainement en raison de moindres di¢ -

cultés d�estimation. Contrairement aux TMA, ces modèles ne retiennent

que des écritures AR sur les sous-ensembles disjoints dé�nis par la variable

de transition. Ainsi, un SETAR a un seul changement de régime aura pour

écriture :

yt =

(
�10 +

Pp1
i=1 �1iyt�i + u1t si yt�d � c

�20 +
Pp2

i=1 �2iyt�i + u2t si yt�d > c
(2.13)

et plus généralement, un SETAR(K; p1; � � � ; pk; d) s�écrira :

yt =
KX
k=1

 
�k0 +

pkX
i=1

�kiyt�i + ukt

!
� I(yt�d 2 Ri) (2.14)

où, comme précédemment, les Ri =]ci�1; ci] sont des segments de la droite

réelle dont les bornes sont données par les valeurs des paramètres de seuil
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ci ordonnées de sorte que �1 = c0 < c1 < � � � < cK = +1.

Des conditions su¢ santes de stationnarité des SETAR ont été données

mais ces conditions apparaissent comme très restrictives lorsqu�on les com-

pare aux conditions nécessaires et su¢ santes qui sont connues pour des cas

particuliers (Chang (1993), De Gooijer et De Bruin (1998), Tong(1990)).

A titre d�illustration, on peut reprendre un exemple donné par Terasvirta

(2005). Avec une structure SETAR(K; p; d), où tous les AR sont du même

ordre p, Chang (1993) donne comme condition su¢ sante de stationnarité

maxk
Pp

i j�kij < 1 et lorsque p = 1, cette condition devient maxk j�k1j < 1,
ce qui équivaut à imposer la stationnarité de chacun desK processus AR(1).

Or, dans ce cas particulier les conditions à la fois nécessaire et su¢ sante

dans un modèle à deux régimes sont connues et correspondent aux con-

traintes �11 < 1, �21 < 1 et �11�21 < 1. De toute évidence, la condition

su¢ sante de Chang est alors beaucoup trop restrictive et il est par exemple

possible de construire un SETAR stationnaire dans lequel un des régimes

est gouverné par un AR non stationnaire. Considérons par exemple le

SETAR(2; 1; 1) suivant :

yt =

(
�2 yt�1 + ut si yt�1 � 0

0:6 yt�1 + ut si yt�1 > 0

C�est un processus stationnaire alors même que l�un des régimes est gou-

verné par un AR explosif. Du fait de ce coe¢ cient �11 = �2, yt sera
plus souvent positif que négatif de sorte que E[yt] > 0. Ainsi, l�espérance

de ce processus sans terme constant est non nulle. Par contraste, on rap-

pelle qu�un AR est d�espérance non nulle précisément si et seulement si son

équation fait apparaître un terme constant non nul.

Un autre cas de �gure souvent employé est celui d�un SETAR à

3 régimes dans lequel le processus central possède une racine unitaire.

Lorsqu�on se limite à des processus autorégressif d�ordre 1, cela revient

à imposer que dans le régime intermédiaire la variable obéit à une marche
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au hasard. On a donc une structure du type suivant :

yt =

8<:
�1yt�1 + ut si yt�1 � c1
yt�1 + ut si c1 < yt�1 � c2
�2yt�1 + ut si yt�1 > c2

(2.15)

Si j�1j < 1 et j�2j < 1 alors le processus est globalement ergodique ce

qui implique l�existence d�une distribution stationnaire pour yt (Tong, 1990)

même si la série est localement non-stationnaire. Ce modèle a notamment

été employé en �nance où, lorsque l�on prend en compte des coûts de trans-

action, les arbitrages ne se réalisent qu�à la condition que les déviations

des rendements soient su¢ sants et on observe alors un phénomène de re-

tour à la moyenne (ici zéro) du fait des deux processus AR stationnaires en

vigueur dans les deux régimes extrêmes. Dans ce système le régime central

est quali�é de corridor inactif ce qui signi�e qu�il ne nécessite l�estimation

d�aucun paramètre (pour une analyse du système à corridor inactif, voir

notamment Kapetanios et Shin (2006)). Un système plus général ou cha-

cun des trois régimes est gouverné par un AR(p) a été notamment étudié

et estimé par Bec, Ben Salem et Carrasco (2004).

On notera que la considération de processus de type SETAR avec racine

unitaire donne lieu à des extensions particulièrement intéressantes général-

isant la théorie de la cointégration initiée par Engle et Granger (1987) et

Johansen (1988, 1991, 1996) qui suppose la linéarité et la symétrie des

ajustements9 . Dans la logique précédente si on considère que yt est une

équation d�équilibre de long terme, alors la cointégration à seuils correspond

à un SETAR à trois régimes globalement stationnaire dans lequel le régime

9Par exemple l�approche en deux étapes d�Engle-Granger considère l�équation linéaire
x1t = �0+�2x2t+ � � �+�mxmt+vt où xit � I(1) et vt peut être autocorrélé. La seconde
étape consiste en un test de racine unitaire à la Dickey-Fuller sur �vt = bvt�1 + �t
éventuellement augmentée de décalages �vt�1;�vt�1; : : :. Le rejet de l�hypothèse nulle
implique que vt � I(0) et dans ce cas le théorême de représentation de Granger assure
l�existence d�une écriture de type modèle à correction d�erreur de la forme �x1t =
�(x1t � �0 � �2x2t � � � � � �mxmt) + �1t, éventuellement augmentée de décalages �xit.
Ainsi les déviations positives et négatives de x1t autour de sa position d�équilibre de long
terme donnée par �0 + �2x2t + � � �+ �mxmt sont a¤ectées du même coe¢ cient �.
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intermédiaire possède une racine unitaire (Balke et Fomby10 , 1997). Dans

ce cadre des réponses asymétriques aux chocs sont possibles, l�asymétrie

pouvant là encore être provoquée par l�existence de coûts de transaction

comme dans l�étude portant sur les taux d�intérêt réalisée par Anderson

(1997). Elle peut, toujours sur ce même thème, être également justi�ée par

un comportement di¤érencié de la banque centrale qui serait plus réactive

lors des périodes où les anticipations d�in�ation s�élèvent et plus attentiste

en cas de baisse de ces anticipations11 .

Dans un modèle SETAR la variable de transition est constituée par le

niveau décalé de l�expliquée, yt�d. Enders et Granger (1998), Enders et

Siklos (2001), Caner et Hansen (2001) ont suggéré d�utiliser également la

variation décalée �yt�d = yt � yt�d. Un argument statistique est avancé :

si le processus gouvernant y tout en étant stationnaire possède une racine

proche de l�unité (near unit root process) alors il peut être préférable de

considérer la série en di¤érence. Indépendamment de cet argument, il est

possible que la variable étudiée soit-elle que les agents font particulièrement

attention à l�amplitude des variations plutôt qu�au niveau lui-même. Ce

peut par exemple être le cas pour les taux d�intérêt, les taux de change

et, plus généralement, les rendements des actifs �nanciers. Bohl et Siklos

(2004) préconisent aussi l�emploi de ce modèle pour la détection des bulles

sur les marchés �nanciers. Un tel modèle, quali�é de MTAR (Momentum

Threshold AutoRegression) a donc pour écriture :

yt =
KX
k=1

 
�k0 +

pkX
i=1

�kiyt�i + ukt

!
I(�yt�d 2 Ri) (2.16)

10Dans cette approche une procédure en deux étapes est implémentée : test standard
de cointégration ou de présence d�une racine unitaire dans la première puis, en cas de
rejet de l�hypothèse nulle, test de présence d�une non-linéarité à seuil. La puissance des
tests de Dickey-Fuller étant a¤ectée par la non linéarité, des tests évitant cette procédure
en deux étapes ont été également proposés (Bec, Ben Salem et Carrasco (2004), Caner et
Hansen (2001), Enders et Granger (1998), Kapetanios et Shin (2006), Enders et Siklos
(2001), Seo (2005))
11Sur ces aspects, voir par exemple l�étude récente de Haug et Siklos (2005). Pour

des applications sur les changes, voir par exemple Taylor et Peel (2000), Taylor, Peel et
Sarno(2001)
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La recherche de la spéci�cation optimale, pour un nombre de régimes

�xé a priori, s�e¤ectue généralement au moyen de critères de sélection de

type AIC ou BIC adaptés par Wong et LI (1998) dont les valeurs sont

données par les équations suivantes :

AIC(p1; : : : ; pK) =
KX
k=1

�
Tk log �̂

2
k + 2(pk + 2)

�
(2.17)

AICc(p1; : : : ; pK) =

KX
k=1

�
Tk log �̂

2
k +

Tk(Tk + pk + 1)

Tk � pk � 3

�
(2.18)

BIC(p1; : : : ; pK) =

KX
k=1

�
Tk log �̂

2
k + (pk + 1) log Tk

�
(2.19)

Des simulations de Monte Carlo réalisées par ces auteurs paraissent

indiquer que le critère BIC est préférable sur grands échantillons alors

que sur petits échantillons l�emploi du critère d�Akaike corrigé AICc serait

préférable. On trouve également des critères de validation de choix des

paramètres d�un SETAR dans De Gooijer (2001) et Galeano et Peña

(2004).

2.3 Les Processus STAR

Un des reproches faits à l�encore des modèles de type TAR concerne la bru-

talité de la transition entre les régimes pouvant notamment mettre en doute

la crédibilité des prévisions qui en sont issues. Si l�on suppose par exemple

dans un SETAR à deux régimes que yt�d est très légèrement inférieur à la

valeur du seuil c, mais que l�observation yt+1�d soit légèrement supérieur à

c alors la prévision en t+1 sera tirée d�une équation di¤érente de celle util-

isée en t de sorte qu�une forte révision de ces prévisions n�est pas impossible

alors que les conditions initiales des deux con�gurations sont proches. Par

ailleurs la discontinuité au niveau du seuil complique l�étape d�estimation.

A�n de pallier à ces di¢ cultés, Chang et Tong (1986) ont proposé de retenir
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une transition douce entre les di¤érents régimes dé�nissant ainsi la classes

des processus STAR (Smooth Transition Autoregressions).

Dans le cas simple caractérisé par une seule fonction de transition qui

vient pondérer les équations AR a¤érentes à deux dynamiques di¤érentes

dans lesquelles on suppose pour simpli�er l�égalité des variances des résidus,

on obtient donc l�écriture suivante :

yt =

 
�10 +

pX
i=1

�1iyt�i

!
�[1�G(xt; �)]+

 
�20 +

pX
i=1

�2iyt�i

!
�G(xt; �)+ut

(2.20)

où G() est une fonction continue de paramètres � telle que 0 � G() � 1 et
xt une variable de transition stationnaire.

Comme le font remarquer van Dijk, Teräsvirta et Franses (2000), un

modèle STAR peut recevoir deux interprétations possibles : soit celle d�un

modèle à seuil à deux régimes, chacun étant associé aux valeurs extrêmes de

la fonction de transition, G(xt; �) = 0 et G(xt; �) = 1, avec une transition

continue de l�un des régimes vers l�autre. Soit celle d�un continuum de

régimes, celui en vigueur étant déterminé par une valeur particulière de la

fonction de transition et donc de la variable de transition xt.

L�équation (2.20) peut être ré-écrite de manière équivalente comme :

yt = �0t + �1tyt�1 + �2tyt�2 + � � �+ �ptyt�p + ut (2.21)

avec �it = �1;i� [1�G(xt; �)]+�2;i�G(xt; �). En d�autres termes, et ainsi
que l�ont souligné Lundbergh et Teräsvirta (2002), le modèle STAR peu

être également vu comme un AR à coe¢ cients variables. En conséquence

le modèle STAR est localement linéaire lorsque la variable de transition xt
est constante.

Dans l�immense majorité des travaux le choix de la fonction de transition

s�e¤ectue entre deux formulations :
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� Soit avec une fonction de type logistique, pour donner le modèle
LSTAR (Logistic STAR), qui dans sa version la plus simple a

pour expression :

G(xt; �) = L(xt; 
; c) = [1 + exp (�
(xt � c))]�1 ; 
 > 0 (2.22)

� Soit avec une fonction de type exponentielle pour donner le modèle
ESTAR (Exponential STAR),

G(xt; �) = E(xt; 
; c) = 1� exp
�
�
(xt � c)2

�
; 
 > 0 (2.23)

Comme le montre la Figure (2.1), dans un LSTAR, la fonction de tran-

sition est monotone croissante en xt avec L(c; 
; c) = 0:5. Le paramètre

de pente 
 détermine le rythme de la transition d�un régime vers l�autre.

Lorsque 
 tend vers 0 alors la fonction L(xt; 
; c) tend vers 0.5 et le SETAR

dégénère en un AR linéaire12 . A l�autre extrémité du domaine de dé�ni-

tion, lorsque 
 tend vers +1; alors la fonction de transition L(xt; 
; c) tend
vers 1 si xt > c, et tend vers 0 si xt < c. En d�autres termes le processus

TAR a deux régimes est un cas particulier du LSTAR obtenu avec des

valeurs élevées de la pente de la fonction de transition13 . Compte-tenu de

ces caractéristiques, on conçoit que le processus LSTAR avec une seule

transition soit intéressant pour traiter des variables pouvant obéir à deux

dynamiques di¤érentes dans des régimes extrêmes avec un comportement

asymétrique en fonction de l�écart à l�équilibre. L�exemple type est celui de

la modélisation des cycles d�activité avec alternance de phases de récession

et d�expansion.

Le comportement de la fonction de transition du processus ESTAR,

toujours dans le cas simple à deux régimes extrêmes et une seule valeur

pour le paramètre de seuil c, est sensiblement di¤érent du cas LSTAR

comme le montre la Figure (2.2). Du fait de la forme quadratique retenue,
12Cela se voit aisément à partir de l�écriture du LSTAR comme AR à coe¢ cients

variables. En reprenant l�équation (2.21), il vient en e¤et �it ! �i = (�1;i + �2;i)=2

lorsque 
 ! 0.
13En considérant à nouveau l�écriture (2.21), lorsque 
 !1 on véri�e que �it ! �2;i

si si xt > c; et �it ! �1;i si xt < c.
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Fig. 2.1 Fonction de Transition d�un modèle LSTAR L(xt; 
; c) pour c = 0
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seule la distance entre la variable de transition, xt, et le paramètre de seuil,

c, va intervenir sans considération de leurs positions relatives, puisque :

E(c; 
; c) = E(xt; 0; c) = 0 (2.24)

lim
x!�1

E(x; 
; c j 
 6= 0) = lim

!1

E(xt; 
; c j xt 6= c) = 1 (2.25)

Ainsi, en fonction de la distance xt � c, la transition à une forme en U :

un régime extrême correspond au cas où xt = c et l�autre au cas où xt
tend vers +1 ou �1 . De ce fait, le processus ESTAR est plutôt adapté

à l�ajustement de systèmes possédant un corridor central tel que vu plus

haut avec les SETAR à trois régimes. Notons cependant que le processus

ESTAR ne dégénère pas en un TAR à trois régimes selon les valeurs de 


puisqu�aux limites de son espace de dé�nition le modèle devient linéaire14 .
14Si ce cas particulier doit être couvert, Jansen et Teräsvirta (1996) suggère de

retenir un LSTAR du second ordre, c�est à dire un processus avec une fonction de
transition dé�nie sur deux paramètres de seuil c1 et c2, avec c1 < c2, d�écriture
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Fig. 2.2 Fonction de Transition d�un Modèle ESTAR E(xt; 
; c) pour c = 0
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Les processus précédents se généralisent au moins en théorie aisément.

Ainsi, un processus LSTAR d�ordre n aura pour fonction de transition :

LSTAR(xt; 
; c1; c2; : : : ; cn) =

"
1 + exp

 
�


nY
i=1

(xt � ci)
!#�1

; 
 > 0

(2.26)

Van Dijk et Franses (1999) présente également un processus à plusieurs

fonctions de transition faisant éventuellement chacune référence à des vari-

ables de transition di¤érentes pour obtenir un modèleMRSTAR (Multiple

Regime STAR). Ce modèle possède la particularité, au même titre que les

LSTAR(xt; 
; c1; c2) = (1 + exp f�
(xt � c1)(xt � c2)g)�1. Ici, LSTAR(xt; 0; c1; c2) =
1=2 et lim
!1 LSTAR(xt; 
; c1; c2jxt < c1) = lim
!1 LSTAR(xt; 
; c1; c2jc2 < xt) =

1, et lim
!1 LSTAR(xt; 
; c1; c2jc1 < xt < c2) = 0 : il y a bien maintenant un bascule-
ment entre les deux équations selon la position de la variable de transition avec toutefois
une contrainte par rapport au SETAR puisque les équations des deux régimes extrêmes
sont identiques.



24

réseaux de neurones, de pouvoir approximer toute fonction continue non

linéaire.

En�n des travaux récents ont proposé des processus à transition douce

avec mémoire longue : dans un modèle FISTAR, la variable modélisée est

la di¤érence fractionnaire de yt, soit :

(1� L)dyt =
 
�10 +

pX
i=1

�1i(1� L)dyt�i

!
� [1�G(xt; �)]

+

 
�20 +

pX
i=1

�2i(1� L)dyt�i

!
�G(xt; �) + ut (2.27)

Un tel processus est étudié par van Dijk, Franses et Paap (2002) avec

une fonction de transition logistique, et par Smallwood (2005) au moyen

d�une fonction exponentielle. Notons cependant que la possibilité de dis-

tinguer les deux aspects que sont la mémoire longue et les changements

structurels peut être douteuse. Ainsi Diebold et Inoue (1999) soulignent

qu�ils sont "intimement liés et peuvent être aisément confondus" (p.22). Ils

montrent d�ailleurs que dans des cas particuliers construits sur des proces-

sus de markov, les changements structurels et la mémoire longue sont deux

appellations di¤érentes qui recouvrent en fait un même phénomène. Sur ces

aspects voir encore Guegan (2005), Guegan et Rioublanc (2005) ainsi que

Kapetanios (2004), ce dernier considérant également un processus TAR.

La démarche a suivre pour l�identi�cation, l�estimation et la mise en

oeuvre de tests de validation des modèles STAR est notamment présentée

par Teräsvirta (1994, 1998) et van Dijk, D., Teräsvirta, T. et Franses (2000).

Lorsque la fonction de transition et la variable de transition ont été choisies

alors les estimateurs des moindres carrés non linéaires des paramètres peu-

vent être obtenus. Une procédure en deux étapes est généralement employée

: pour des valeurs données de la pente et des paramètres de transition, on

trouve les estimateurs des MCO des paramètres �. Ces derniers étant

alors �xés, on recherche les estimateurs des moindres carrés non linéaires
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des premiers. Le processus est itéré jusqu�à ce qu�un critère de convergence

soit satisfait. Les propriétés de ces estimateurs et leurs caractéristiques

empiriques révélées par des simulations de Monte Carlo ont été étudiées

notamment par Chan et McAleer (2002).

2.4 Les Processus à Changement de Régimes Markovien

Dans les modèles de type TAR la variable de transition est observée mais

on peut imaginer faire dépendre le régime en vigueur d�une variable d�état

inobservée st. En faveur de cette approche, on peut imaginer que le change-

ment de régime est le résultat d�un ensemble de causes ce qui, dans le cadre

d�un modèle TAR, obligerait à prendre en compte plusieurs variables de

transition et éventuellement contraindrait à la modélisation et à l�estimation

d�un système d�équations. La référence à une variable d�état o¤re alors une

description alternative parcimonieuse.

Dans un article fondateur, Hamilton (1989) envisage ainsi un processus

autorégressif d�ordre 4 sur le taux de croissance trimestriel du PNB réel

américain de la forme :

4yt��(st) = �1(4yt�1��(st�1))+ � � �+�4(4yt�4��(st�4))+ut (2.28)

où ut est un bruit blanc gaussien de variance constante �2u, et donc ici seule

l�espérance est autorisée à changer. La variable latente �(st) est supposée

obéir à un processus de Markov ergodique en temps discret à deux états

de la forme st = 0 si on est en expansion à la date t , st = 1 si on est

en récession. Avec, par exemple, un taux de croissance moyen positif en

expansion et négatif en récession, on aura ainsi :

�(st) =

(
�0 > 0 si st = 0

�1 < 0 si st = 1
(2.29)

Le processus stochastique générant l�état inobservable est dé�ni par un
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ensemble de probabilités de transition constantes :

pij = Pr(st+1 = j j st = i; st�1 = k; : : :) = Pr(st+1 = jjst = i); (2.30)

avec pij + pii = 1 8i; j; k 2 f0; 1g15 . Ainsi, la probabilité que le système
soit dans l�état j en t+ 1 ne dépend que de l�état dans lequel il se trouvait

à la période immédiatement précédente. En d�autres termes, le futur du

processus ne dépend que de son état actuel et est indépendant de son passé.

Cette structure de base peut naturellement être amendée par exemple

en considérant plus de deux états. La variance du bruit peut aussi être

dépendante du régime, soit �2ut = �2(st). Il est également possible de

lever la contrainte de constance des probabilités de transition. En e¤et,

la probabilité de sortir d�un épisode de récession ou d�expansion peut se

modi�er en fonction de la durée de celui-ci (Diebold, Rudebush et Sichel

(1993), Diebold, Lee et Weinbach (1994)). Par ailleurs, avec une équation

telle que (2.28), le changement d�état provoque un saut immédiat de la

série vers son nouveau niveau. Krolzig (1997) 16 montre qu�un ajustement

graduel du niveau de la série peut être pris en compte par une structure

autorégressive avec un terme constant fonction de cette variable d�état :

4yt = �0(st) + �14yt�1 + � � �+ �p4yt�p + ut (2.31)

Il est également possible de faire dépendre les valeurs des coe¢ cients

autorégressifs du régime en vigueur indiqué par st. En ce cas, il peut

arriver que la racine d�un des polynômes autorégressifs soit unitaire, voire

explosive, alors que le processus est globalement stationnaire. Comme avec

un SETAR, le modèle autorégressif à saut de Markov est ainsi en mesure de
15Si on note P la matrice constituée des probabilités de transitions, soit pour un

système à E états possibles, P = fpijg pour i; j = 1; 2; : : : ; E, alors cette matrice a par
construction une valeur propre égale à l�unité. L�ergodicité de st exige que ses autres
valeurs propres soient de modules inférieurs à l�unité.
16Par ailleurs Krolzig généralise le modèle aux processus multivariés VAR éventuelle-

ment cointégrés pour dé�nir une typologie de modèles : MSM-VAR (Markov Switching
VAR avec espérances non constantes), MSI-VAR (Markov Switching VAR avec termes
constants sujets à sauts), MSMH-VAR (MSM-VAR avec hétéroscédasticité),...Dans cette
terminologie, le modèle de Hamilton est un MSM(2)-AR(4), i:e: un processus de Markov
à saut à 2 régimes couplé à une écriture autorégressive d�ordre 4.
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représenter des alternances d�historiques stationnaires et non stationnaires

(Hall, Psaradakis et Sola, 1999).

L�estimation du maximum de vraisemblance de ces processus fait ap-

pel à l�algorithme EM (Expectation Maximization) proposé par Demster,

Laird et Rubin (1977) qui s�applique précisément lorsque la trajectoire ob-

servée est fonction de variables aléatoires inobservées17 . Les propriétés des

estimateurs sont discutées notamment par Douc, Moulines et Ryden (2004).

Un des intérêts des applications empiriques est qu�il est possible d�obtenir

les estimateurs des probabilités associées aux régimes inobservés condition-

nellement à l�ensemble d�information disponible et donc de fournir une in-

dication sur l�historique de ces régimes. On distingue alors trois types de

probabilité : la probabilité associée au �ltrage (�ltered regime probabilities),

Pr[stjYt], la probabilité lissée (smoothing regime probabilities), Pr[stjYT ], et
les probabilités prévues (predicted regime probabilities), Pr[stjYt�1], où Yt
désigne l�historique des réalisations de la variable y jusqu�à la date t. Il est

ainsi possible de comparer les enseignements du modèle avec des informa-

tions tierces, l�exemple type étant la datation des cycles US du NBER.

2.5 Le Processus ACR

Récemment, Gourieroux et Robert (2001), Rahbek et Shephard (2002), Bec,

Rahbek et Shephard (2005) ont proposé un modèle capable de reproduire

des épisodes de non-stationnarité au moyen d�un processus géométrique-

ment ergodique et globalement stationnaire. Un des intérêts de cette mod-

élisation ACR (Autoregressive Conditional Root) est d�o¤rir une écriture

englobante des processus SETAR, STAR et autorégressif à changement de

régime markovien.

17Cet algorithme appliqué au processus à sauts markoviens est exposé en détail par
Hamilton (1990) et Krolzig (1997).
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Le plus simple des processus ACR est l�ACR(1) d�expression :

yt = �styt�1 + ut (2.32)

où st est une indicatrice binaire prenant ses valeurs dans l�ensemble f0; 1g, �
un coe¢ cient réel et ut un bruit blanc gaussien. Cette équation est couplée

à une hypothèse relative à la probabilité de l�état décrit par st qui est

supposée ne dépendre que de la valeur passée de la variable d�intérêt y :

Pr(st = 1 j yt�1; ut) = Pr(st = 1 j yt�1) = P (yt�1) (2.33)

Ainsi y se comporte comme une marche au hasard si st = 0 et comme

un AR(1) stationnaire si st = 1 et j�j < 1. La seule exigence est que la

fonction P (yt) tende vers l�unité lorsque jytj tend vers l�in�ni.

Il est aisé de voir qu�un cas particulier de processus SETAR à 3 régimes

peut être dérivé de cette structure. En e¤et, en posant :

P (yt) =

(
1 si jytj > c > 0

0 sinon
(2.34)

il vient18 :

yt =

(
�yt�1 + ut si jytj > c > 0

yt�1 + ut sinon
(2.35)

Le rapport avec les processus à transition douce STAR peut être il-

lustré en considérant une spéci�cation de type logistique sur la probabilité

prévisionnelle :

log

�
P (yt)

1� P (yt)

�
= �0 + �1 f(yt) (2.36)

où f() est une fonction croissante avec jytj. Comme d�après (2:32), on a :

�yt = (�
st � 1)yt�1 + ut = st(�� 1)yt�1 + ut = stbyt�1 + ut (2.37)

18Il s�agit d�un cas particulier dans la mesure où les deux régimes extrêmes station-
naires sont gouvernés par la même équation. Dans un SETAR on peut faire apparaître
deux coe¢ cients di¤érents sur chacune de ces équations.



Modèles Non Linéaires et Prévisions 29

avec b = �� 1, il vient alors :

E[�yt j yt � 1] = b�
�

exp [�0 + �1f(yt�1)]

1 + exp [�0 + �1f(yt�1)]

�
� yt�1 (2.38)

et �nalement on retrouve sur les variations de yt une expression typique du

modèle STAR :

�yt = b�
�

exp [�0 + �1f(yt�1)]

1 + exp [�0 + �1f(yt�1)]

�
� yt�1 + �t (2.39)

où �t est un bruit à éléments indépendants. Rappelons cependant que

contrairement au STAR, un processus ACR est en mesure de connaître

des périodes de non stationnarité.

En�n, il su¢ t de considérer l�écriture (2.33) pour noter la proximité

de l�ACR avec les processus autorégressifs à sauts markoviens présentés

auparavant. Une di¤érence fondamentale est que la probabilité associée à

un état de la variable st est une fonction explicite de la variable yt�1.

Dans sa forme la plus générale, le modèle ACR est un processus vectoriel

tel que :

yt = st(�11yt�1+� � �+�1kyt�k)+(1�st)(�21yt�1+� � �+�2kyt�k)+ut (2.40)

où yt = (y1t; : : : ; ynt)
0 et ut = (u1t; : : : ; unt)

0 un processus en bruits

blancs. Comme dans le cas particulier précédent, l�une des deux matrices

�1 = (�11; : : : ; �1k) et �1 = (�11; : : : ; �1k) peut avoir des racines unitaires

alors même que yt est globalement stationnaire. Les hypothèses néces-

saires à ce résultat ainsi qu�une discussion des estimateurs du maximum

de vraisemblance sont présentées dans Rahbek et Shephard (2002). Une

application univariée au taux de change franc-mark est réalisée par Bec,

Rahbek et Shephard (2005). Les auteurs discutent notamment des prob-

abilités conditionnelles des deux régimes tirées respectivement d�un ACR

et d�un SETAR. En particulier il n�est pas fait état de résultats relatifs à

une utilisation à des �ns de prévision de l�ACR.
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Chapter 3

Comment Construire une Prévision
dans un Modèle Non Linéaire ?

De façon générale, que ce soit dans un modèle linéaire ou non linéaire, il

existe trois principales formes de prévision : les prévisions ponctuelles, les

intervalles de con�ance et la densité de prévision. Dans le cas des modèles

linéaires de type ARMA, seules les deux premières formes de prévisions sont

généralement utilisées. Les intervalles de con�ance supposés symétriques

et continus permettent alors de rendre compte de l�incertitude autour de

l�erreur de prévision au même titre que la variance de l�erreur de prévi-

sion. En revanche pour ces modèles, la fonction de densité de la prévision

est rarement, voire jamais reproduite, puisque comme nous l�avons évoqué

en introduction les modèles linéaires ne permettent pas de reproduire les

phénomènes, tels que l�asymétrie ou la multi modalités, susceptibles d�être

analysés et interprétés lors de l�examen de la densité de prévision.

Au contraire, dans le cas des modèles non linéaires les trois formes de

prévisions retrouvent toutes leurs justi�cations et leur intérêt. En e¤et,

un des messages essentiels de la littérature est qu�il totalement réducteur

de se contenter d�une prévision ponctuelle dans le cas d�un modèle non

linéaire susceptible par exemple de générer des asymétries. Les intervalles

de con�ance associés aux prévisions peuvent alors être non symétriques

voire même discontinus avec l�émergence de concepts tels que laHDR (High

Density Region). La fonction de densité de la prévision peut de la même

façon révéler des évolutions possibles des variables économiques beaucoup

31
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plus �nes et nuancées, liées notamment aux asymétries de cette distribution,

que ne le permet une simple prévision ponctuelle moyenne.

En�n, se pose un certain nombre de di¢ cultés techniques liées à la

construction même d�une prévision ponctuelle dans le cadre de certains

modèles non linéaires qui nécessitnt souvent le recours à des méthodes de

simulation numérique. C�est pour cette raison que nous évoquerons succes-

sivement d�une part les méthodes de prévision ponctuelle et d�autre part

les méthodes d�intervalle de con�ance et de densité de prévision.

3.1 Méthodes de Prévision Ponctuelle

Tout comme dans le cas des modèles linéaires, les prévisions établies à

partir de modèles non linéaires peuvent être exprimées sous la forme d�une

valeur ponctuelle traduisant une notion de prévision au «point moyen» .

Considérons un modèle non linéaire s�écrivant sous la forme suivante :

yt = F (xt; �) + "t (3.1)

où "t est i:i:d:
�
0; �2"

�
et xt désigne un ensemble de variables pouvant in-

clure à la fois des variables exogènes et des valeurs retardées de la vari-

able endogène. On appelle skeleton, l�espérance conditionnelle du proces-

sus yt, i:e: F (xt; �) : Soit by t+hjt le prédicteur optimal de yt+h compte tenu
de l�ensemble d�information disponible à la date t; noté 
t; et soit b" t+hjt
l�erreur de prévision associée à by t+hjt. Par dé�nition, on a :

by t+hjt = E [yt+h j 
t] h � 1 (3.2)

b" t+hjt = yt+h � by t+hjt (3.3)

Quel que soit le modèle non linéaire envisagé, la prévision à l�horizon

d�une période (h = 1) ne pose pas de problème particulier. Puisque

E ["t+1j 
t] = 0, la prévision ponctuelle optimale à l�horizon un corre-
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spond toujours au skeleton1 :

by t+1jt = F (xt+1; �) (3.4)

Dès lors, la prévision ponctuelle à l�ordre un de tout modèle non linéaire

peut s�obtenir de façon analytique comme s�était le cas pour les modèles

linéaires. En revanche, pour un ordre de prévision h > 1, dans le cas de

certains modèles non linéaires, il n�existe pas de formule analytique per-

mettant d�obtenir aisément cette prévision ponctuelle. C�est en particulier

le cas des modèles à seuil pour lesquels on est obligé d�avoir recours à dif-

férentes méthodes d�approximation ou méthodes numériques pour obtenir

les prévisions. Avant d�évoquer ces dernières, commençons par considérer le

cas le plus simple dans lequel il existe une forme analytique aux prévisions

ponctuelles.

3.1.1 Méthode Analytique

Il n�est possible de donner une expression analytique à la prévision pour

un horizon supérieur à une période que pour quelques spéci�cations parti-

culières de modèles non linéaires. Teräsvirta (2005) recense en particulier

deux types de modèles : le modèle moyenne mobile à seuil TMA et le

modèle à changement de régime markovien.

Considérons le cas le plus simple d�un modèle de type moyenne mobile

à seuil ou moyenne mobile asymétrique tel que :

yt = �+

qX
j=1

�j"t�j +

qX
j=1

 j"t�jI("t�j>0) + "t (3.5)

où I("t�j>0) désigne la fonction indicatrice valant 1 si "t�j > 0 et 0 dans le
cas contraire. On suppose que le résidu "t est distribué selon une loi normale

N
�
0; �2"

�
. Comme mentionné précédemment, la prévision à l�ordre 1 est

1Rappelons que par dé�nition du vecteur xt, la quantité xt+1 est soit exogène, soit
connue à la date t. Si, par exemple, le modèle est autorégressif d�ordre un, i.e. xt = yt�1,
alors by t+1jt = F (yt; �) :
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équivalente au skeleton :

by t+1jt = �+

qX
j=1

�j"t+1�j +

qX
j=1

 j"t+1�jI("t+1�j>0) (3.6)

La formule de la prévision à l�ordre 2 est similaire à celle d�un modèle

de type moyenne mobile linéaire à l�exception du terme correspondant à

l�espérance de la variable censurée, i.e. "t+1I("t+1>0):

by t+2jt = �+

qX
j=2

�j"t+2�j

+

qX
j=2

 j"t+2�jI("t+2�j>0) +  1E
�
"t+1I("t+1>0)

�
(3.7)

Rappelons que même si "t est un processus centré sur 0, l�espérance de la

variable normale tronquée "tI("t>0) n�est pas nulle2 et véri�e E
�
"tI("t>0)

�
=

�=
p
2�: On obtient ainsi :

by t+2jt = �+

qX
j=2

�j"t+2�j

+

qX
j=2

 j"t+2�jI("t+2�j>0) +  1
�p
2�

(3.8)

De façon générale si l�ordre de prévision h est inférieur à l�ordre q de

la moyenne mobile, la prévision ponctuelle à l�ordre h; notée by t+hjt =
E [yt+h j 
t] ; véri�e :

by t+hjt = �+

qX
j=h

�j"t+h�j

+

qX
j=h

 j"t+h�jI("t+h�j>0) +
�p
2�

h�1X
j=1

 j (3.9)

Pour un horizon de prévision supérieur à l�ordre q de la moyenne mobile,

la prévision correspond alors à l�espérance non conditionnelle du processus
2De façon générale, si z � N

�
m;�2

�
, alors E

�
z I(z>0)

�
= m�

�
m
�

�
+��

�
m
�

�
où �(:)

et � (:) désignent respectivement les fonctions de répartition et de distribution de la loi
normale centrée réduite.
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yt; c�est à dire à :

by t+hjt = E (yt) = �+
�p
2�

qX
j=1

 j h > q (3.10)

Reste que seules quelques spéci�cations très particulières des modèles

non linéaires permettent d�établir de telles formules analytiques pour les

prévisions à un horizon supérieur à une période. Dans la plupart des

cas, et en particulier dans le cas des modèles à seuil, il n�existe pas de

formule analytique et l�on est obligé d�avoir recours à di¤érentes méth-

odes d�approximation ou méthodes numériques pour obtenir les prévisions.

Parmi ces méthodes, �gurent au moins cinq méthodes alternatives :

� Méthode de simulation par Monte-Carlo
� Méthode de simulation par Bootstrap
� Méthode dite �Naïve�ou méthode dite �du Skeleton�
� Méthode Normal Forecast Error (NFE)
� Méthode dite de l�Estimation Dynamique.

Nous allons à présent, présenter successivement ces di¤érentes méthodes

dans le cas particulier des modèles à seuils.

3.1.2 Méthodes de Simulation Numérique

Considérons un modèle autorégressif d�ordre 1 de type STAR(1; 1; 1) :

yt = F (yt�1; �) + "t (3.11)

où F (yt�1; �) est une fonction non linéaire et � un ensemble de paramètres.

Considérons le cas d�un modèle STAR où la variable de transition corre-

spond au niveau de l�endogène retardé d�une période; i.e. xt = yt�1. La

fonction F (yt�1; �) est alors dé�nie par :

F (yt�1; �) =
�
�1;0 + �1;1yt�1

�
� [1�G (yt�1; 
; c)]

+
�
�2;0 + �2;1yt�1

�
�G (yt�1; 
; c) (3.12)
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Comme nous l�avions mentionné, à l�horizon d�une période, sachant que

E ["t+1j 
t] = 0, la prévision ponctuelle optimale correspond simplement

au skeleton :

by t+1jt = E [yt+1j
t] = F (yt; �) (3.13)

Toutefois, pour un ordre h supérieur à une période, il n�est plus possible

d�obtenir une forme analytique de la prévision. Par exemple, si l�on souhaite

prévoir le niveau de yt+2; le prédicteur optimal s�écrit alors sous la forme

suivante :

by t+2jt = E [yt+2j
t] = E [F (yt+1; �)j
t] (3.14)

Tout le problème tient alors au fait que de façon générale l�opérateur linéaire

espérance ne peut pas être interchangé avec la fonction non linéaire F (:).

En d�autres termes, tout le problème provient du fait que :

E [F (yt+1; �)j
t] 6= F [E (yt+1j
t) ; �] (3.15)

et donc par conséquent :

by t+2jt 6= F
�by t+1jt; �� (3.16)

Ainsi, contrairement à un modèle linéaire, il n�existe pas de relation

récursive simple entre la prévision à des horizons successifs qui permettrait

de calculer aisément la prévision à un horizon h quelconque. La prévision

optimale à l�ordre deux est ainsi dé�nie par la relation suivante3 :

by t+2jt = E
�
F
�by t+1jt + "t+1; ����
t� (3.17)

Dès lors, si l�on souhaite prévoir la valeur de yt+2 conditionnellement à

l�information disponible à la date t il convient d�évaluer la quantité :

by t+2jt = Z 1

�1
F
�by t+1jt + "t+1; �� f (") d" (3.18)

3En e¤et, en omettant les paramètres dans l�expression de F (:), il vient

by t+2jt = E [F (yt+1)j
t] = E [F (F (yt) + "t+1)j
t] = E �F �by t+1jt + "t+1���
t�
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où f (") désigne la fonction de densité du choc "t+1: Etant donné qu�il

n�est généralement pas possible de dériver une expression analytique de

cette intégrale, l�évaluation de la prévision ponctuelle requiert l�utilisation

de méthodes numériques fondées sur des simulations.

La méthode de simulation numérique la plus simple est la méthode de

Monte-Carlo. Cette méthode nécessite que l�on fasse une hypothèse sur

la distribution des résidus "t+1. On simule alors N tirages indépendantsn
"
(1)
t+1; ::; "

(i)
t+1; ::; "

(N)
t+1

o
dans cette distribution et la prévision ponctuelle de

yt+2, notée byMC
t+2jt, est alors dé�nie par la quantité moyenne :

byMC
t+2jt =

1

N

NX
i=1

by(i)t+2jt
=
1

N

NX
i=1

F
�by t+1jt; ��+ "(i)t+1 (3.19)

Une méthode alternative consiste à ré-échantillonner les résidus his-

toriques, notés b"t, en tirant des séquences nb"(1)t+1; ::;b"(i)t+1; ::;b"(N)t+1

o
dans la

séquence des résidus historiques fb"1;b"2; ::;b"tg. La prévision ponctuelle de
yt+2 par méthode de Bootstrap, notée byBt+2jt, est dé�nie de façon similaire
par la quantité moyenne :

byBt+2jt = 1

N

NX
i=1

by(i)t+2jt
=
1

N

NX
i=1

F
�by t+1jt; ��+ b"(i)t+1 (3.20)

Les avantages et inconvénients respectifs de ces deux méthodes sont

bien connus. L�avantage essentiel de la méthode Bootstrap par rapport à la

méthode de Monte Carlo est qu�elle ne nécessite a priori aucune hypothèse

sur la distribution de "t+1.

La généralisation de ces deux formules conduit des relations de récur-

rence qui permettent (par simulations) d�obtenir la valeur de la prévision
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ponctuelle à un horizon h quelconque. Ainsi, de façon générale, les prévi-

sions ponctuelles obtenues par méthode de Monte Carlo et de Bootstrap

sont dé�nies par les relations suivantes pour h � 2 :

byMC
t+hjt =

1

N

NX
i=1

by(i)t+hjt (3.21)

où dans le cas de la méthode de Monte Carlo, on :

by(i)t+jjt = F
�by t+j�1jt; ��+ "(i)t+j�1 (3.22)

et dans le cas de la méthode de Bootstrap :

by(i)t+jjt = F
�by t+j�1jt; ��+ b"(i)t+h�1 (3.23)

où "(i)t+h�1 et b"(i)t+h�1 désignent respectivement deux tirages du choc "t+h�1
issus soit d�une distribution postulée a priori, soit d�un tirage au hasard

dans la séquence historique des chocs estimés. La condition initiale de ces

relations de récurrence étant alors fournie par le skeleton pour l�ordre h = 1

(équation 3.13).

3.1.3 Méthode "Naïve" ou Méthode dite du "Skeleton"

Une autre solution permettant d�obtenir une prévision ponctuelle dans un

modèle non linéaire consiste à négliger4 le terme d�erreur de prévision "t+1
dans la formule (3.17). En posant "t+1 = 0, la prévision optimale de yt+2,

dite prévision �naïve�et notée byNt+2jt, correspond alors simplement au skele-
ton du modèle non linéaire :

byNt+2jt = E
�
F
�by t+1jt; ����
t� = F

�by t+1jt; �� (3.24)

avec by t+1jt = F (yt; �) (cf. équation 3.13). On obtient alors une formule

récursive facile à mettre en �uvre et qui ne nécessite aucune simulation

numérique. Pour un ordre h quelconque la valeur de la prévision �naïve�

4Autrement dit cela revient à interchanger les opérateurs F (:) et E (:) dans l�équation
3.14 de dé�nition de by t+2jt:
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est dé�nie par une relation récursive de la forme :

byNt+hjt = F
�byNt+h�1jt; �� h � 1 (3.25)

Cette méthode "naïve", ou méthode dite du "skeleton", a été utilisée

entre autres par Tong (1990) et Brown et Mariano (1989). Naturellement,

elle conduit à une forte perte d�e¢ cacité et à des prévisions biaisées. Lin

et Granger (1994) montrent ainsi que les méthodes de type Bootstrap ou

Monte Carlo dominent largement la méthode naïve en termes de biais de

prévision dans de nombreux exercices de simulations.

3.1.4 Méthode Normal Forecast Error (NFE)

Comme nous l�avons vu, le calcul de la prévision optimale de yt+2 néces-

site d�évaluer une intégrale dé�nie notamment à partir de la fonction de

densité des erreurs de prévisions commises sur la prévision à l�ordre un

(équation 3.18). Il existe toutefois une autre façon d�écrire la prévision

optimale. Celle-ci revient à exprimer la prévision optimale en fonction

de la distribution conditionnelle du "vrai" processus yt+1 par rapport à

l�ensemble d�information disponible à la date t. Formellement, la dé�nition

de la prévision optimale by t+2jt (équation 3.18) peut se réécrire sous deux
formes alternatives :

by t+2jt = Z 1

�1
F
�by t+1jt + "t+1; �� f (") d" (3.26)

ou encore

by t+2jt = Z 1

�1
F (yt+1; �) g (yt+1j
t) dyt+1 (3.27)

où g (yt+1j
t) désigne la distribution conditionnelle de yt+1 par rapport à
l�ensemble d�information 
t: Comme le note Van Dijk (2002), cette distrib-

ution correspond à la distribution du résidu5 "t+1 avec une moyenne égale

à F (yt; �). En e¤et, compte tenu de la dé�nition de la prévision à l�ordre

un (équation 3.13), l�erreur de prévision "t+1 est dé�nie par l�écart entre
5De par la dé�nition de la prévision à l�ordre un, l�erreur de prévision correspond ici

au choc "t+1.
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le vrai processus yt+1 et le skeleton, i.e. "t+1 = yt+1 � F (yt; �) : Par con-

séquent, la fonction de densité associée à l�erreur de prévision "t+1; notée

f ("t+1) ; peut se réécrire sous la forme f [yt+1 � F (yt; �)] : Conditionnelle-
ment à l�ensemble d�information 
t; le skeleton F (yt; �) est connu. Ainsi,

la densité non conditionnelle des erreurs de prévision f ("t+1) correspond en

fait à la densité conditionnelle du vrai processus yt+1 centré sur F (yt; �) :

En�n, sachant que le skeleton F (yt+1; �) correspond à l�espérance condi-

tionnelle de yt+2 sachant yt+1; la prévision optimale peut s�écrire sous la

forme suivante :

by t+2jt = Z 1

�1
E (yt+2j yt+1) g (yt+1j
t) dyt+1 (3.28)

Naturellement, cette dé�nition ne résout en rien le problème de

l�évaluation de cette intégrale. Mais elle présente certaines propriétés in-

téressantes lorsque que l�on envisage la formule de révision des prévisions

entre deux dates successives.

En e¤et, dès lors que l�on cherche à évaluer la prévision optimale à un

ordre h quelconque, se pose immédiatement le problème de la caractérisa-

tion de la distribution conditionnelle g (yt+hj
t) : Toutefois, celle-ci peut
s�écrire en fonction de la distribution conditionnelle g (yt+hj yt+h�1) sous
la forme :

g (yt+hj
t) =
Z 1

�1
g (yt+hj yt+h�1) g (yt+h�1j
t) dyt+h�1 (3.29)

Ainsi l�équation 3.28 peut être généralisée à la prévision optimale by t+hjt
pour un ordre h quelconque.

by t+hjt = E (yt+hj
t) =
Z 1

�1
E (yt+hj yt+h�1) g (yt+h�1j
t) dyt+h�1

(3.30)

Cette équation signi�e que la prévision optimale à l�ordre h dépend de la

distribution conditionnelle de yt+h�1. Par conséquent, une procédure itéra-

tive peut être envisagée à partir de la relation récursive (3.29) : pour carac-

tériser g (yt+h�1j
t) en fonction de g (yt+h�2j
t) (et ainsi de suite jusqu�à
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g (yt+1j
t)), il su¢ t de calculer la quantité g (yt+h�1j yt+h�2) : Or rap-
pelons que celle-ci n�est rien d�autre que la distribution du choc "t+h�1 dont

la moyenne est �xée à F (yt+h�2; �) : La procédure récursive peut démarrer

pour h = 2 en utilisant le fait que g (yt+1j
t) = f [yt+1 � F (yt; �)] : La car-
actérisation de g (yt+h�1j
t) pour h > 2 implique alors de répéter la phase
d�intégration numérique dans l�équation (3.29). Toutefois, cette méthode

peut s�avérer très lourde à implémenter notamment pour des valeurs de h

élevées.

Une solution alternative consiste à supposer que l�erreur de prévision

commise à l�horizon h � 1 est normalement distribuée. Formellement, on
suppose que l�erreur et+h�1 = yt+h�1 � by t+h�1jt est distribuée selon une
loi normale de moyenne nulle et de variance �2h�1: Sous cette hypothèse,

la distribution conditionnelle g (yt+h�1j
t) correspond à une distribution
normale d�espérance égale à by t+h�1jt; et de variance égale à �2h�1: Cette
méthode, fondée sur l�hypothèse de normalité de la dernière erreur de prévi-

sion et proposée initialement par Pemberton (1987), est connue sous le nom

de méthode NFE pour Normal Forecast Error.

3.1.5 Méthode de l�Estimation Dynamique ou Dynamic Es-
timation (DE) Method

Dans l�esprit des méthodes d�estimation dynamique appliquées aux mod-

èles linéaires (Clements et Hendry, 1996), il est possible de construire une

prévision ponctuelle pour yt+h à partir de l�information disponible en t en

établissant directement au sein de l�échantillon d�estimation (in sample)

une relation entre yt et yt�h: Par exemple, si l�on souhaite construire une

prévision pour un horizon h de deux périodes, on commence par établir la

forme de la relation entre yt et yt�2: Formellement, si l�on considère le cas

d�un modèle non linéaire autorégressif d�ordre un, on a :

yt = F (yt�1; �) + "t = F [F (yt�2;; �) + "t�1; �] + "t (3.31)
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Ce modèle peut parfois se récrire sous une forme simpli�ée de type :

yt = G (yt�1; �) + vt (3.32)

où vt désigne une combinaison éventuellement non linéaire des chocs "t et

"t�1. Ce modèle simpli�é peut être estimé et dès lors, à partir de cette rela-

tion estimée, il est possible de prévoir directement yt+2 à partir uniquement

de l�observation de yt :

by t+2jt = G
�
yt;b�� (3.33)

Cette fonction G
�
yt;b�� ; sauf pour le cas particulier d�une prévision à

l�ordre h = 1 ne correspond naturellement pas au skeleton F (yt; �) du

modèle non linéaire. Cette méthode discutée dans Granger et Teräsvirta

(1993) a notamment été utilisée par Clements et Smith (1997) dans le cadre

des modèles SETAR.

3.1.6 Application au Modèle SETAR

A�n d�illustrer ces di¤érentes méthodes de calcul de prévision ponctuelle,

nous proposons ici une application au cas d�un modèle simple type

SETAR(1; 1; 1). On considère le processus non linéaire suivant :

yt = �1;0 + �1;1yt�1 +
�
�2;0 + �2;1yt�1

�
� Iyt�1>c + "t (3.34)

où Iyt�1>c désigne la fonction indicatrice telle que Iyt�1>c = 1 si yt�1 >

c et 0 sinon. On suppose que les paramètres de ce modèles notés � =�
�1;0 : �1;1;�2;0 : �2;1; c

	
sont connus. On suppose que les résidus sont

normalement distribués N:i:d:
�
0; �2"

�
: Soit F (yt�1; �) le skeleton associé à

yt tel que :

yt = F (yt�1; �) + "t (3.35)

F (yt�1; �) = �1;0 + �1;1yt�1 +
�
�2;0 + �2;1yt�1

�
� Iyt�1>c (3.36)
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Nous avons vu que pour la prévision à l�ordre 1, notée by t+1jt =
E [yt+1j
t] ; il n�y pas de divergence de méthode puisque la prévision op-
timale se ramène au skeleton :

by t+1jt = F (yt; �) = �1;0 + �1;1yt +
�
�2;0 + �2;1yt

�
� Iyt>c (3.37)

En revanche, pour un horizon h au moins égal à deux périodes, les dif-

férentes méthodes de prévision ponctuelle donnent des résultats di¤érents.

La prévision "naïve" ou du "skeleton" est obtenue en négligeant le terme

d�erreur de prévision dans la formule (3.17). Ainsi, la prévision "naïve" à

l�ordre h; notée byNt+hjt; est dé�nie par une formule récursive en fonction de
la prévision "naïve" à l�horizon h� 1 :

byNt+hjt = F
�byNt+h�1jt; �� (3.38)

= �1;0 + �1;1byNt+h�1jt + ��2;0 + �2;1byNt+h�1jt�� IbyNt+h�1jt>c
La prévision optimale à l�ordre h � 2 obtenue par la méthode de Monte

Carlo suppose que l�on réalise N tirages indépendants de séquences de chocsn
"
(i)
t+1; "

(i)
t+2; ::; "

(i)
t+h

oN
i=1

dans une distribution supposée pour les résidus. A

partir de ces séquences de chocs, on peut alors reconstruire des séquences

�d�histoires�de la variables endogène, notées
nbyit+hjtoN

i=1
; selon la formule

de récurrence :

byit+hjt = �1;0 + �1;1byit+h�1jt + ��2;0 + �2;1byit+h�1jt�� Ibyit+h�1jt>c + "(i)t+h�1
(3.39)

byit+1jt = by t+1jt = F (yt; �) 8i = 1; :; N (3.40)

A partir de ces N séquences simulées, on construit un estimateur de Monte

Carlo byMC
t+hjt à l�horizon h en considérant tout simplement la moyenne em-

pirique des N valeurs simulées byit+hjt :
byMC
t+hjt =

1

N

NX
i=1

byit+hjt (3.41)



44

La prévision optimale obtenue par la méthode de Bootstrap, notée byBt+hjt;
sera obtenue par une formule de récurrence identique à la di¤érence près

que les chocs utilisés dans les simulations auront été obtenus par ré-

échantillonnage des résidus historiques.

La prévision ponctuelle à l�ordre h obtenue par la méthode NFE, notée

est obtenue par résolution de l�intégrale suivante :

byNFEt+hjt =

Z 1

�1
E (yt+hj yt+h�1) g (yt+h�1j
t) dyt+h�1 (3.42)

où g (yt+h�1j
t) désigne une distribution normale de moyenne nulle et
de variance �2h�1: Clements et Smith (1997) montrent que dans le cas du

modèle SETAR, cette récurrence se ramène à la formule suivante :

byNFEt+hjt = �

 
c� byNFEt+h�1jt

�h�1

!
�
�
�1;0 + �1;1byNFEt+h�1jt

�
(3.43)

+ �

 byNFEt+h�1jt � c
�h�1

!
�
�
�2;0 + �2;1byNFEt+h�1jt

�
+�

 
c� byNFEt+h�1jt

�h�1

!
�
�
�2;1 � �1;1

�
� �h�1

où � (:) et � (:) désignent respectivement les fonctions de répartition et de

densité de la loi normale standard et où byNFEt+h�1jt désigne la prévision opti-

male à l�ordre h� 1: Cette formule indique que la prévision optimale n�est
rien d�autre qu�une somme pondérée des prévisions obtenues dans chacun

des deux régimes du SETAR. Les poids sont dé�nis par la probabilité que

l�observation yt+h appartienne à un régime particulier. En e¤et, condi-

tionnellement à la valeur de yt+h�1; la probabilité que l�observation yt+h
appartienne au régime 1 (dé�ni par les paramètres �1;0 et �1;1) est égale

à la probabilité que yt+h�1 soit inférieur au paramètre de seuil c; soit sous

l�hypothèse de normalité � [(c� yt+h�1) =�h�1] :
Notons que dans l�équation (3.43) ces probabilités sont établies (sous
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l�hypothèse de normalité) par comparaison de la prévision6 byNFEt+h�1jt au seuil

c. Le dernier terme correspond alors à un terme de correction. De Gooijer

and de Bruin (1998) dérivent les formules de récurrence pour la variance

de l�erreur de prévision �2h�1 d�un modèle SETAR(q; p1; p2) et montrent en

particulier que :

�2h =

��
�1;0 + �1;1byNFEt+h�1jt

�2
+ �21;1�

2
h�1

�
� ph�1

+

��
�2;0 + �2;1byNFEt+h�1jt

�2
+ �22;1�

2
h�1

�
� (1� ph�1)

�
h
�22;1

�
c� byNFEt+h�1jt

�
+ 2�2;1

�
�2;0 + �2;1byNFEt+h�1jt

�
��21;1

�
c� byNFEt+h�1jt

�
� 2�1;1

�
�1;0 + �1;1byNFEt+h�1jt

�i
� �h�1 � ph�1

+�2" �
�byNFEt+hjt

�2
(3.44)

où �2" désigne la variance des résidus du modèle et où

ph�1 = �
h�
c� byNFEt+h�1jt

�
=�h�1

i
(3.45)

désigne la probabilité estimée que l�observation yt+h appartienne au régime

un.

Considérons en�n la prévision ponctuelle par la méthode d�Estimation

Directe (DE). Dans ce cas il convient au préalable d�estimer une relation

entre la valeur yt+h et yt: Considérons le cas d�une prévision à l�ordre h = 2:

On sait que :

yt+2 = �1;0 + �1;1yt+1 +
�
�2;0 + �2;1yt+1

�
� Iyt+1>c + "t+2 (3.46)

= �1;0 + �1;1
�
�1;0 + �1;1yt +

�
�2;0 + �2;1yt

�
� Iyt>c + "t+1

�
+
�
�2;0 + �2;1

�
�1;0 + �1;1yt +

�
�2;0 + �2;1yt

�
� Iyt>c + "t+1

�	
� Iyt+1>c + "t+2

En négligeant les termes multipliés par l�indicatrice Iyt+1>c; on se

ramène ainsi à une relation non linéaire entre yt+2 et yt de la forme :

yt+2 =  0;2 +  1;2yt + Iyt>�2
�
 2;2 +  3;2yt

�
+ �t+2 (3.47)

6La valeur de yt+h�1 étant inconnue à la date t.
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où les paramètres  j;2; j = 0; ::; 3 et le seuil �2 sont des combinaisons non

linéaires des paramètres initiaux. Reste alors à estimer in sample cette

relation en utilisant la même méthode de Moindres Carrés Non Linéaires

que celle utilisée pour l�estimation des paramètres d�un modèle SETAR ou

STAR usuel. Compte tenu des paramètres estimés b j et b�, la prévision
optimale, notée byDEt+2jt; s�écrit :

byDEt+2jt = b 0 + b 1yt + Iyt>� �b 2 + b 3yt� (3.48)

De la même façon, la généralisation pour une prévision à un ordre h

conduit à une relation de la forme :

byDEt+hjt = b 0;h + b 1;hyt + Iyt>�h �b 2;h + b 3;hyt� (3.49)

où b j;h; j = 0; ::; 3 et b�h désignent des estimateurs de combinaisons (non
linéaires) des paramètres initiaux obtenus sur la période d�échantillon par

la projection (non linéaire) de yt+h sur yt:

Lin et Granger (1994) ou Clements et Smith (1997) ont ainsi comparé

ces di¤érentes méthodes d�estimation ponctuelles dans le cas des modèles

STAR et SETAR. Leur principale conclusion est que les méthodes de sim-

ulation par Monte Carlo ou Bootstrap donnent de bons résultats compar-

ativement aux autres méthodes et présentent en outre l�avantage d�une

grande simplicité dans leur mise en oeuvre.

3.2 Méthodes de Prévision par Intervalle de Con�ance et
par Densité

Un avantage des méthodes ponctuelles de prévision par simulation (Boot-

strap ou Monte-Carlo) réside dans le fait qu�elles permettent d�obtenir

en sous produit un ensemble de réplications qui autorise à sous tour

l�estimation de la distribution conditionnelle g (yt+hj
t) et/ou la con-
struction d�un intervalle de con�ance éventuellement non continu et non

symétrique.
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En e¤et, comme nous l�avons mentionné précédemment les méthodes

de prévision par Monte Carlo ou par Bootstrap requièrent le calcul d�un

ensemble de N simulations des prévisions conditionnelles notées by(i)t+hjt; i =
1; ::; N avec

by(i)t+hjt = F
�by(i)t+h�1jt; ��+ "(i)t+h�1 (3.50)

dans le cas des prévisions par Monte-Carlo et

byit+hjt = F
�by(i)t+h�1jt; ��+ b"(i)t+h�1 (3.51)

dans le cas des prévisions par Bootstrap. Il est naturel de penser que, dans

ce contexte, la prévision ponctuelle apparaît réductrice, dans la mesure où

elle ne conduit qu�à considérer la moyenne empirique de ces simulations avecbyMC
t+hjt =

PN
i=1 (1=N) by(i)t+hjt ou byBt+hjt = PN

i=1 (1=N) by(i)t+hjt: Au contraire,
on peut envisager à partir de la distribution empirique des N simulationsby(i)t+hjt de construire (i) soit un estimateur de la distribution conditionnelle
théorique g (yt+hj 
t) ; (ii) soit directement un intervalle de con�ance.

3.2.1 Prévision par Densité

La prévision par densité fournit bien plus d�information au décideur

économique que la seule espérance de cette distribution qui reportée dans le

cas de la prévision ponctuelle. En particulier, elle permet (i) d�appréhender

les éventuelles asymétries de la distribution conditionnelle de la prévision

et (ii) l�éventuelle existence de plusieurs modes. En e¤et, contrairement

au cas d�un modèle linéaire, un modèle non linéaire peut engendrer une

distribution de prévisions asymétrique, et cela même dans le cas d�une dis-

tribution symétrique des résidus. Or, comme le note Teräsvirta (2005),

cette information est essentielle : si par exemple, dans le cas d�une prévi-

sion d�in�ation, la densité de la prévision présente une skewness positive,

cela implique que les erreurs associées à la prévision ponctuelle ont une

plus forte probabilité d�être positives que négatives. Ce qui peut nécessiter

des réponses de politique économique di¤érentes. L�examen des densités de
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prévision permet en outre de mettre en évidence l�existence d�éventuelles

caractéristiques bi-modales ou multi-modales, même si ce phénomène est a

priori relativement rare sur séries macro-économiques.

Techniquement, les simulations Monte Carlo ou Bootstrap by(i)t+hjt peu-
vent être considérées comme des réalisations de la distribution condition-

nelle théorique g (yt+hj
t) dont l�espérance correspond à la prévision op-
timale ponctuelle by t+hjt = E (yt+hj
t) : A partir de ces N réalisations,

on peut dès lors construire un estimateur à noyau de la densité condi-

tionnelle par les techniques usuelles de l�économétrie non paramétriques.

L�estimateur à noyau de la fonction de densité g (yt+hj
t) évaluée au pointby(i)t+hjt, correspondant à la i�eme simulation, noté bg �by(i)t+hjt���
t� ; est dé�ni
par :

bg �by(i)t+hjt���
t� = 1

N

NX
j=1

K

0@by(i)t+hjt � by(j)t+hjt
�

1A (3.52)

où K (:) désigne une fonction kernel et � est un paramètre de lissage (band-

width parameter). Di¤érentes fonctions kernel peuvent être utilisées dans

ce cas (gaussienne, triangulaire, quartic, Epanechnikov, quadratic spectral

etc.), puisqu�il est reconnu de façon générale qu�à l�exception d�un kernel

uniforme, le choix de cette fonction n�a que peu d�incidence sur le biais

d�estimation de la fonction de densité7 . Quant au choix du paramètre de

lissage �, il détermine le poids de chaque simulation by(j)t+hjt dans la construc-
tion de l�estimateur de la densité au point particulier by(i)t+hjt: Ce choix est
primordial non seulement en ce qui concerne le biais de l�estimateur à noyau

de g
�by(i)t+hjt���
t� ; mais aussi sa variance. On peut alors choisir la valeur de

� de sorte à minimiser un critère de qualité d�ajustement8 de l�estimateur

tel que l�AMISE (Approximate Mean Integrated Squared Error) ou la GCV

(General Cross-Validation):

7Voir Yatchew (2003) pour plus de détails sur les procédures non paramétriques
d�estimation de fonction de densité.

8Voir Yatchew (2003) pour plus de détails.
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3.2.2 Prévision par Intervalle de con�ance

Une autre façon de rendre compte de l�incertitude autour de la prévision

ponctuelle consiste naturellement à reporter un intervalle de con�ance sur

cette prévision. Dans le cadre d�un modèle linéaire, l�intervalle de con�-

ance sur la prévision est construit comme un intervalle symétrique autour

de la prévision ponctuelle. Par exemple, sous l�hypothèse de normalité des

résidus du modèle, un intervalle de con�ance pour un seuil de �% corre-

spond au segment continu dé�ni par les bornes by t+hjt ���1 (1� �=2) b� hjt
et by t+hjt + ��1 (1� �=2) b� hjt où b�2hjt désigne la variance de l�erreur de
prévision yt+h � by t+hjt: A l�inverse dans le cas d�un modèle non linéaire,

l�intervalle de con�ance sur la prévision peut être (i) symétrique ou non

symétrique et (ii) continu ou non continu suivant la forme de la densité

conditionnelle g (yt+hj
t). Hyndman (1996) propose ainsi trois principales
méthodes pour calculer un intervalle de con�ance dans le cas d�un modèle

non linéaire.

� La première méthode consiste à construire un intervalle de con�-
ance symétrique et continu autour de by t+hjt tel que :

P
� by t+hjt � ! � yt+h � by t+hjt + !��
t� = 1� � (3.53)

� La seconde méthode consiste à considérer un intervalle de con-
�ance continu (pas nécessairement symétrique) entre les quan-

tiles g�1 (�=2) et g�1 (1� �=2) de la distribution conditionnelle
g (yt+hj
t) (éventuellement approximés par les quantiles de la dis-
tribution empirique) :

P
�
g�1 (�=2) � yt+h � g�1 (1� �=2)

��
t� = 1� � (3.54)

� La troisième méthode revient à envisager un intervalle de con�-
ance non nécessairement symétrique et non nécessairement con-

tinu. Formellement, une telle approche à dé�nir la région de plus

haute probabilité ou HDR (High Density Region) telle que :

HDR� = fyt+tj g (yt+hj
t) � wg (3.55)
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Fig. 3.1 Dé�nition de la High Density Region

w

HDR

Pr (yt+t 2 HDR�j
t) = 1� � (3.56)

Sur le graphique (3.1) est représenté un exemple d�HDR obtenu pour

une distribution conditionnelle bi-modale. Il s�agit alors de déterminer un

seuil w tel que la probabilité que la probabilité que la série yt+h appartienne

à cet intervalle disjoint soit égale à 1� �%:

Lorsque la densité conditionnelle de la prévision g (yt+hj
t) est
symétrique et unimodale, les trois intervalles de con�ance coïncident. Seule

la troisième approche fondée sur la HDR permet à la fois de révéler

l�asymétrie et l�aspect multi-modal de la distribution de la prévision. C�est

une des raisons pour lesquelles, cette méthode de construction de l�intervalle

de con�ance est généralement préconisée (Hyndman, 1996). De plus, on

peut montrer que cette méthode conduit toujours à l�intervalle de con�ance

présentant la plus faible amplitude (ou une amplitude identique à celles des

autres intervalles dans le cas d�une distribution continue et symétrique).

En�n, cette méthode est très facile à mettre en oeuvre à la suite des simu-

lations de Monte-Carlo ou Bootstrap.



Chapter 4

Comment Evaluer une Prévision dans
un Modèle non Linéaire ?

Généralement, les économistes s�intéressent principalement à la production

et par conséquent à l�évaluation de prévisions ponctuelles, accompagnée

éventuellement d�un minimum d�informations (sous la forme par exemple

d�un écart type de l�erreur de prévision ou d�un intervalle de con�ance) con-

cernant le degré d�incertitude de autour de cette prévision. Mais, le débat

sur l�apport des modèles non linéaires en matière de prévision a conduit à

un profond renouvellement des méthodes d�évaluation de ces prévisions.

Globalement, cette évolution est allée dans le sens d�une plus grande

prise en compte de l�incertitude des prévisions dans la phase d�évaluation.

Sont ainsi apparues des approches visant tout d�abord à évaluer la va-

lidité des intervalles de con�ance associés aux prévisions avec les travaux

pionniers de Christo¤ersen (1998). Puis toujours dans le sens d�une plus

grande prise en compte de l�incertitude, les procédures d�évaluation se sont

progressivement orientées vers la l�évaluation de la densité conditionnelle

complète des prévisions. En e¤et, on conçoit que tester la validité d�une

prévision ne peut se résumer à tester la validité de la prévision moyenne.

Il est certes intéressant de tester la validité de la prévision moyenne de

l�in�ation (2% par exemple), mais il est évident que si le modèle utilisé

conduit à une prévision symétrique autour de cette valeur, alors que dans

les faits, il y a deux fois plus de chances que l�in�ation soit supérieure à cette

valeur de 2% qu�elle lui soit inférieure, on peut sans conteste rejeter la va-

51
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lidité de ce modèle de prévision qui ne peut conduire qu�à une appréciation

erronée du phénomène prévu.

Dans le cadre de cette évolution des méthodes de validation des prévi-

sions, plusieurs dimensions de l�analyse doivent être prise en compte de

façon simultanée. La première dimension du débat oppose d�une part les

techniques d�évaluation des prévisions ponctuelles et par intervalle de con-

�ance et d�autre part les méthodes d�évaluation des densités de prévision.

Dans le cas des premières, les tests de validation sont généralement fondés

sur des fonctions de pertes associées aux erreurs de prévisions dé�nies par

rapport aux prévisions ponctuelles ou aux séquences de violation dans le

cas de prévision par intervalle de con�ance. On dé�nit une violation comme

une situation dans laquelle la valeur ex-post de la variable prévue n�est pas

comprise au sein de l�intervalle construit ex-ante. Dans le cas de l�évaluation

des densités de prévisions, les tests de validation ne portent plus sur l�erreur

de prévision, mais visent généralement à tester l�adéquation entre la densité

conditionnelle de prévision et la densité du processus générateur des don-

nées (DGP ) telle que révélée par les réalisations de la variable à prévoir.

Un modèle de prévision est alors jugé valide si la densité conditionnelle de

prévision est "proche" du DGP .

La deuxième dimension du débat oppose l�évaluation des prévisions sur

la période d�estimation du modèle (in sample) à l�évaluation hors période

d�estimation (out of sample). Ce choix est classique en économétrie et

n�est pas spéci�que en économétrie non linéaire. L�évaluation out of sample

requiert une estimation du modèle de type récursive (recursive estimate) ou

de type glissante (rolling estimate) et donc un ajustement des formules des

statistiques de tests et de leur distribution. Dans cette partie toutefois, nous

ne présenterons que les formules pour le cas d�une évaluation in sample1 .

La troisième dimension du débat oppose les méthodes fondées sur une

1Voir Corradi et Swanson (2006) pour le passage à une évaluation out of sample de
ces techniques.
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évaluation absolue aux méthodes fondées sur une évaluation relative des

prévisions. En e¤et, quelle que soit la forme de la prévision (ponctuelle ou

densité), il existe deux grandes classes de tests de validation. La première

classe regroupe tous les tests qui s�attachent à tester la validité des prévi-

sions issues d�un modèle en particulier et qui admettent pour hypothèse

nulle la validité des prévisions issues de ce modèle. A l�inverse, d�autres

tests reposent au contraire sur une évaluation relative des prévisions issues

de deux modèles ou plus généralement d�un nombre �ni de modèles. Un

exemple est le test de Diebold et Mariano (1995) qui permet d�évaluer si les

prévisions ponctuelles issues de deux modèles alternatifs sont équivalentes

au regard d�une fonction de perte calculée à partir des erreurs de prévisions.

Dans ce cas, le rejet de l�hypothèse nulle n�implique que la prééminence,

mesurée en termes de qualité prédictive, d�un modèle par rapport à l�autre,

mais ce rejet n�implique en rien que la prévision du meilleur modèle soit

correctement spéci�ée.

Dans ce contexte, certains tests d�évaluation des densités de prévisions

permettent de comparer un nombre �nis de modèles alternatifs potentielle-

ment tous mal spéci�és par rapport à un modèle de référence qui lui-même

peut être mal spéci�é. Ces tests permettent ainsi de choisir parmi un ensem-

ble de modèle le moins mauvais (ou le meilleur) part rapport à un modèle

de référence, mais en aucun cas ils ne garantissent la validité (au sens de

la distance avec la densité du DGP ) de la densité de prévision obtenue à

partir du meilleur modèle testé.

Nous allons à présent successivement présenter les di¤érentes méthodes

d�évaluation des prévisions propres aux prévisions ponctuelles, aux prévi-

sions par intervalle de con�ance et par densité.
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4.1 Evaluation des Prévisions Ponctuelles

L�évaluation des prévisions ponctuelles se fait traditionnellement sur la base

de critères construits à partir d�une séquence d�erreurs de prévisions. Le

critère le plus communément utilisé correspond à l�estimateur de la vari-

ance de l�erreur de prévision, noté2 MSFE (Mean Squared Forecast Error)

ou de son écart type, noté RMSFE (Root Mean Squared Forecast Error).

Cet estimateur est généralement construit à partir dem expériences succes-

sives3 de prévisions à l�horizon h menées conditionnellement à l�information

disponible aux dates T , T + 1,..,T +m :

MSFE =
1

m

mX
j=1

�byT+h+jjT+j � yT+h+j�2 = 1

m

mX
j=1

b"2T+h+jjT+j (4.1)

où byT+h+jjt+j désigne la prévision à l�horizon h réalisée conditionnellement
à l�information disponible en T + j:

Une mesure alternative de la qualité des prévisions ponctuelles est le

critère de la moyenne des erreurs absolues, généralement notée MAFE

(Mean Absolute Forecat Error) ou MAE (Mean Absolute Error) :

MAFE =
1

m

mX
j=1

��byT+h+jjT+j � yT+h+j�� = 1

m

mX
j=1

��b"T+h+jjT+j�� (4.2)

Naturellement, le modèle qui possède le plus critère MSFE et/ou

MAFE le plus faible est celui qui présente les meilleures propriétés prédic-

tives. Dès lors, la question se pose de pouvoir comparer ces critères pour
2On trouve aussi les appelations MSPE (Mean Squared Prediction Error ) et

RMSPE (Root Mean Squared Prediction Error ).
3Les paramètres du modèle de prévision peuvent être estimés de façon glissante ou

de façon récursive. Une alternative consiste à consiste à calculer la variance de l�erreur
de prévision à une date de référence donnée, à partir des N prévisions simulées par la
méthode de Monte-Carlo ou de Bootstrap. :

MSFEt =
1

N

NX
i=1

�by(i)
t+hjt � yt+h

�2
où by(i)

t+hjt est une simulation de prévision (Monte Carlo ou Bootsrap) à l�horizon h
conditionnellement à l�information disponible à la date t:
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deux modèles A et B concurrents. C�est précisément a�n de répondre à

cette question que di¤érents tests ont été proposés depuis les travaux pio-

nniers de Diebold et Mariano (1995). Nous présenterons successivement ce

test puis une extension proposée par Harvey, Leybourne et Newbold (1997)

présentant de meilleurs propriétés sur petits échantillons.

Dans un second temps, nous présenterons une autre approche de

l�évaluation des prévisions ponctuelles qui est spéci�que aux modèles non

linéaires. Il s�agit dans ce cas, non plus de mesurer directement une erreur

de prévision sur l�endogène (ou la variance de cette erreur), mais d�évaluer

la capacité du modèle à bien prévoir les régimes. Dans le cas où le mé-

canisme de transition entre régimes est fondé sur les valeurs passées de

l�endogène (SETAR par exemple), les deux approches doivent fournir des

évaluations compatibles.

4.1.1 Les Tests de Diebold et Mariano (1995)

Dans cette perspective de comparaison des prévisions ponctuelles, Diebold

et Mariano (1995) ont proposé trois statistiques permettant de tester

l�hypothèse nulle selon laquelle deux modèles concurrents présentent les

mêmes qualités prédictives. La grande force de leur démarche repose sur le

fait que ces statistiques peuvent être appliquées à partir d�un grand nom-

bre de critères (MSFE, MAE, etc.) ou de fonctions de perte et que leur

distribution asymptotique est établie sous des hypothèses très générales.

Ainsi, avec ces tests il est possible de comparer (sur la base de n�importe

quel critère) deux modèles présentant des erreurs de prévisions éventuelle-

ment non normales, de moyenne non nulle, éventuellement auto-corrélées

et même corrélées entre elles.

On considère deux modèles A et B (par exemple un modèle linéaire et un

modèle SETAR) fournissant m prévisions successives à l�horizon h notées

respectivement g
�b" t+hjt;A� et g �b" t+hjt;B� pour t = 1; ::;m. Soit g (b"t+h)

une fonction de perte associée à l�erreur de prévision b"t+h: Cette fonction de
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perte peut être di¤érente des critères d�évaluation usuels (MSFE, MAE)

et re�éter par exemple la sensibilité du décideur économique à l�asymétrie de

la distribution des erreurs. Quelle que soit la fonction de perte ou le critère

utilisé, l�hypothèse nulle du test de Diebold et Mariano (1995) est que les

deux modèles présentent en moyenne des qualités prédictives identiques.

Formellement, l�hypothèse nulle s�écrit sous la forme :

H0 : E
�
g
�b" t+hjt;A�� = E

�
g
�b" t+hjt;B�� (4.3)

ou alternativement sous la forme :

H0 : E (dt) = 0 (4.4)

où dt désigne l�écart des valeurs de la fonction de perte associées aux prévi-

sions des modèles A et B; i.e. le di¤érentiel de pertes, tel que :

dt = g
�b" t+hjt;A�� g �b" t+hjt;B� (4.5)

Si l�on souhaite par exemple comparer les deux modèles sur la base du

critère de laMSFE ou de laMAE, il su¢ t respectivement de poser g (b"t) =b"2t ou g (b"t) = jb"tj.
Diebold et Mariano proposent alors une première statistique, notée

DM , fondée sur la moyenne empirique des di¤érentiels de perte d =

(1=m)
Pm

j=1 dj . Sous l�hypothèse nulle, cette moyenne converge vers une loi

normale centrée et de variance égale à �2
d;0
=m où �2

d;0
désigne la variance

de long terme du di¤érentiel de perte dt :

DM =
dq

var
�
d
� = d

�
d;0
=
p
m

d�!
m!1

N (0; 1) (4.6)

La variance de long terme �2
d;0

peut être estimée de façon standard

par un estimateur à noyau qui correspond, à un coe¢ cient multiplicatif

près, à une somme pondérée des auto-covariances avancées et retardées du

processus dj : Etant donné que pour une prévision optimale à l�horizon h;

les erreurs de prévisions peuvent être au plus dépendantes à l�ordre h� 1;
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Diebold et Mariano proposent de considérer ce résultat comme approxima-

tivement valide pour tout modèle de prévision et de ne retenir des poids

strictement positifs que pour les autocovariances d�ordre inférieur ou égal

à h � 1: Plusieurs fonctions kernel satisfont cette propriété, mais Diebold
et Mariano retiennent une fonction kernel uniforme. Sous cette hypothèse,

l�estimateur de la variance de long terme des di¤érentiels de perte s�écrit

tout simplement :

b�2d;0 = h�1X
j=�(h�1)

b
d (j) = b
d (0) + 2 h�1X
j=1

b
d (j) (4.7)

où b
d (j) = (1=m)Pm
i=j+1

�
di � d

� �
di�j � d

�
désigne l�autocovariance em-

pirique d�ordre j du processus dt: Notons au passage que si l�on consid-

ère une prévision à l�ordre h = 1; un estimateur de la variance de long

terme b�2d;0 se ramène tout simplement à la variance empirique b
0 (j) des
di¤érentiels de pertes d1; ::; dm: Dans le cas général, b�2d;0 est un estimateur
convergent de �2

d;0
et la statistique DM fondée sur b�2d;0 converge asympto-

tiquement approximativement vers une loi normale centrée réduite.

Notons que ce test ne peut pas être appliqué lorsque les modèles A et B

sont emboîtés (nested models). L�intuition est la suivante : supposons que

les paramètres des deux modèles soient connus et que les données soient

générées par le modèle le plus restreint, les prévisions fournies par les deux

modèles sont alors strictement identiques et la distance dt est nulle. Dans

ce cas, la distribution asymptotique de la statistique DM ne peut plus être

établie sous l�hypothèse nulle. Naturellement, cette dégénérescence n�existe

plus lorsque les paramètres des modèles emboîtés sont estimés. Clark et

McCracken (2001) proposent un test alternatif applicable aux modèles em-

boîtés ou non.

Diebold et Mariano (1995) ont en outre proposé dans leur étude deux

autres statistiques de test qui présentent quant à elle des distributions ex-

actes sur petits échantillons. Cette discussion sur les propriétés à distance
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�nie des tests n�est pas sans intérêt en pratique, car dans de nombreux

cas le nombre de prévisions m disponibles est relativement faible. Ainsi, le

second test proposé par Diebold et Mariano (1995) est un test de signe :

l�hypothèse nulle considérée est que la médiane des di¤érentiels de pertes

est nulle

H0 : med
�
g
�b" t+hjt;A�� g �b" t+hjt;B�� (4.8)

Cette hypothèse nulle ne traduit pas exactement la même notion

d�équivalence des qualités prédictives des modèles A et B que celle testée

par la statistique DM; sauf bien évidemment, dans le cas de distributions

de pertes symétriques où l�espérance et la médiane sont confondues. Pour

autant, il s�agit d�une notion a priori intuitive qui implique notamment que

sous H0 la probabilité d�obtenir une perte plus forte avec le modèle A (com-

parativement au modèle B) doit être identique à la probabilité d�obtenir

une perte plus forte avec le modèle B (comparativement au modèle A),

c�est-à-dire :

Pr
�
g
�b" t+hjt;A� > g

�b" t+hjt;B�� = Pr �g �b" t+hjt;A� < g
�b" t+hjt;B�� (4.9)

Si l�on suppose que les di¤érentiels de pertes sont i:i:d:, le nombre de

di¤érentiels positifs suit une loi binomiale de paramètres m et 0:5 sous

l�hypothèse nulle. Soit DM2 la statistique de test associée, cette dernière

véri�e4 :

DM2 =
mX
t=1

I(dt>0) �
H0

B

�
m;
1

2

�
(4.11)

où I(dt>0) désigne la fonction indicatrice valant 1 si dt > 0 et 0 sinon. Dans
la même perspective, Diebold et Mariano (1995) construisent un troisième

test de Wilcoxon fondé sur les rangs et les signes des di¤érentiels de perte.
4Sur grands échantillons, la version de Student de cette statistique est asymptotique-

ment distribuée selon une loi normale centrée réduite :

DM2 �m=2p
m=4

d�!
m!1

N (0; 1) (4.10)

Dans le cas d�échantillons de di¤érentiels non i:i:d:; Diebold et Mariano (1995) proposent
une stratégie de test alternative.
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Dans ce cas, les auteurs supposent que la distribution des di¤érentiels est

symétrique, centrée et i:i:d: La statistique de test, notée DM3; correspond

à la somme des rangs des valeurs absolues des observations positives :

DM3 =
mX
t=1

I(dt>0) rang (jdtj) (4.12)

Cette statistique admet une distribution exacte et invariante à la distribu-

tion des di¤érentiels de pertes qui est tabulée5 .

4.1.2 Les Tests de Harvey, Leybourne et Newbold (1997)

Parmi les trois approches présentées précédemment, c�est sans conteste le

test asymptotique fondé sur la statistiqueDM qui est le plus souvent retenu

dans les applications empiriques des tests de Diebold et Mariano (1995).

Pourtant, Harvey, Leybourne et Newbold (1997) montrent que cette sta-

tistique a tendance sur petits échantillons à présenter une taille empirique

largement supérieure à la taille nominale. Ces rejets à tort sont encore plus

fréquents lorsque l�horizon h de la prévision augmente. C�est pourquoi les

auteurs ont proposé6 en conséquence une version modi�ée de cette statis-

tique qui permet de corriger ce défaut. Pour le reste, la logique du test est

exactement le même que celle du test de Diebold et Mariano (1995).

La correction proposée par Harvey, Leybourne et Newbold est liée tout

d�abord au fait qu�ils considèrent l�expression exacte de la variance de long

terme de la moyenne empirique des di¤érentiels var
�
d
�
et non la variance

asymptotique de cette moyenne empirique comme chez Diebold et Mariano
5La version de Student de cette statistique véri�e :

DM3 �m (m+ 1) =4p
m (m+ 1) (2m+ 1) =24

d�!
m!1

N (0; 1) (4.13)

6Plus précisément, les auteurs proposent deux tests concurrents : l�un fondé sur
une statistique de Diebold Mariano modi�ée et l�autre sur une statistique de Morgan-
Granger-Newbold (Granger et Newbold, 1977) modi�ée. Cette dernière est fondée sur
l�étude de la corrélation de x = b" t+hjt;A � b" t+hjt;B et de z = b" t+hjt;A + b" t+hjt;B :
Ils recommandent �nalement l�utilisation de la statistique de Diebold Mariano modi�ée,
notamment en raison du manque de robustesse du second type de test en présence de
queues de distribution épaisse dans la distribution des di¤érentiels d�erreurs de prévisions.
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(1995): La seconde di¤érence tient au fait qu�ils estiment cette variance de

long terme à partir d�estimateurs des autocovariances b
d obtenus à partir
d�une correction pour petit échantillon. Ainsi, leur estimateur de la variance

de long terme s�écrit au �nal :

var�est
�
d
�
=
1

m

24b
�d (0) + 2

m

h�1X
j=1

(m� j) b
�d (j)
35 (4.14)

avec b
�d (j) = (m� j)�1
Pm

i=j+1

�
di � d

� �
di�j � d

�
: En supposant que

l�ordre j des autocovariances (j � h � 1) est relativement petit compara-
tivement au nombre de prévisions disponibles m, les auteurs montrent que

cette estimateur est biaisé sur petit échantillon (mais asymptotiquement

non biaisé) puisque pour un horizon h donné :

E
�
var�est

�
d
��
'
�
m+ 1� 2h

m
+
h (h� 1)
m2

�
� var

�
d
�

(4.15)

Harvey, Leybourne et Newbold proposent dès lors d�utiliser un estima-

teur non biaisé de la variance dans la construction d�une statistique de

Diebold et Mariano modi�ée, noté DM�; telle que :

DM� =
dq

var�est
�
d
� ' �m+ 1� 2hm

+
h (h� 1)
m2

� 1
2

DM (4.16)

où DM désigne la statistique de Diebold et Mariano dé�nie par l�équation

(4.6) et où d = (1=m)
Pm

j=1 dj avec dj = g
�b" j+hjj;A��g �b" j+hjj;B� : Les au-

teurs montrent que dans di¤érentes expériences, cette correction permet de

réduire très sensiblement la fréquence de rejet à tort sous l�hypothèse nulle

d�égalité des modèles, même si elle ne permet pas totalement de corriger ce

problème. La statistique DM� a souvent une taille empirique supérieure à

la taille nominale désirée (oversized test).

4.1.3 Les Tests Non-Paramétriques de Prévisions de
Régime : Pesaran et Timmerman (1992)

Une façon alternative d�évaluer la qualité d�un modèle de prévision à

changement de régimes consiste précisément à étudier sa capacité à prévoir



Modèles Non Linéaires et Prévisions 61

les régimes futurs, qui dans le cas de modèle STAR dépendent du niveau

anticipé de l�endogène. Cette idée a été reprise notamment par Pesaran et

Timmermann (1992) qui proposent un test visant à évaluer la validité des

changements de direction prévus (predicted directions of change) pour une

variable donnée.

Considérons un modèle de type STAR à deux régimes admettant pour

fonction de transition G (st; 
; c), où st désigne une variable de transition.

On pose :

brT+j+hjT+j = � 1

�1
si G

�bsT+j+hjT+j ; 
; c� > 0:5
si G

�bsT+j+hjT+j ; 
; c� � 0:5 (4.17)

où bsT+j+hjT+j désigne la prévision de la variable de transition à l�horizon
h réalisée conditionnellement à l�information disponible à la date t + h: A

l�instar de ce que l�on obtient dans un modèle dichotomique (Logit, Pro-

bit, etc.), la variable brT+j+hjT+j peut être interprétée comme la prévision
du régime à l�horizon h obtenue à partir de la prévision de la variable

de transition bsT+j+hjT+j . On note rT+j+hjT+j la variable dichotomique
dé�nie comme dans l�équation (4.17), à l�exception près que cette prévision

de régime est établie à partir de l�observation de la variable de transition

sT+j+h et non de sa prévision comme dans le cas précédent. On dé�nit

alors un ratio de succès7 , noté RS, par la fréquence d�observations d�une

prévision brT+j+hjT+j conforme à la prévision rT+j+hjT+j ; obtenue sur m
périodes successives :

RS =
1

m

mX
j=1

I
�brT+j+hjT+j � rT+j+hjT+j > 0� (4.18)

où I (:) désigne la fonction indicatrice.

L�idée du test consiste alors à mesurer la distance entre le ratio de suc-

cès d�un modèle et le ratio de succès que l�on obtiendrait dans le cas où les
7Ce critère correspond à une variante près au critère de la méthode d�estimation non

paramétrique des modèles dichotomiques LAD (Least Absolute Deviation ) proposée par
Powell (1984).
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prévisions de régimes établies respectivement sur la base de l�observation

de la variable de transition et de sa prévision seraient indépendamment

distribuées. Il s�agit donc de déterminer si le modèle considéré (plus pré-

cisément la prévision de la variable de transition) conduit à faire mieux en

termes de prévisions de régimes qu�un modèle dans lequel la prévision de

la variable de transition serait totalement indépendante de la réalisation

ex-post; modèle qui convenons-le, constituerait le comble des constructions

possibles que pourrait réaliser un économètre. Pour ce faire, il convient de

calculer ce que serait le ratio de succès dans une telle con�guration. On

montre aisément que sous l�hypothèse d�indépendance, le ratio de succès

véri�e :

RSIND = P bP + (1� P )�1� bP� (4.19)

où les probabilités bP et P sont dé�nies par :

bP = 1

m

mX
j=1

I
�brT+j+hjT+j = 1� P =

1

m

mX
j=1

I
�
rT+j+hjT+j = 1

�
(4.20)

La variance du ratio de succès est alors égale à :

var (RSIND) =
1

m

�
2 bP � 1�2 P (1� P )

+
1

m
(2P � 1)2 bP �1� bP�+ 4

m2
P bP (1� P )�1� bP�(4.21)

L�hypothèse nulle du test est que les prévisions de régime brT+j+hjT+j
et rT+j+hjT+j sont indépendamment distribuées :

H0 : RS = RSIND (4.22)

Sachant que, dans le cas général, la variance du ratio de succès est égale

à var (RS) = RSIND (1�RSIND) =m; on peut alors construire un test
d�égalité des ratios de succès, noté TR, de la façon suivante :

TR =
RS �RSINDp

var (RS)� var (RSIND)
(4.23)
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Sous l�hypothèse nulle, Pesaran et Timmermann (1992) montrent que

cette statistique est asymptotiquement distribuée selon une loi normale

centrée réduite. Une façon similaire de tester la qualité des prévisions,

via la prévision des régimes, consiste à construire un tableau de contin-

gence des régimes prévus et réalisés et de réaliser tout simplement un test

d�indépendance du Chi-deux. Ce test peut alors être étendu naturellement

à des modèles à plus de deux régimes (Pesaran et Timmermann, 1994).

4.1.4 Tests de Prévisions Enveloppées (Forecast Encom-
passing) : Harvey, Leybourne et Newbold (1998)

Une autre façon de comparer les prévisions ponctuelles de deux modèles

consiste à retenir une approche de type "prévisions enveloppées" (forecast

encompassing). De façon générale, la méthode dite de l�enveloppement (Mi-

zon et Richard, 1986) consiste à évaluer la capacité d�un modèle à expliquer

ce que l�autre modèle teste. Ainsi, le modèle A enveloppe le modèle B si les

faits du modèle B peuvent être expliqués par le modèle A mais pas l�inverse.

Dans le cas d�hypothèses emboîtées, l�hypothèse nulle peut s�écrire comme

une restriction sur H1. La méthode d�enveloppement consiste alors à créer

une sorte d�emboîtement arti�ciel des deux modèles et à tester un ensemble

de restrictions sur cet emboîtement.

Dans le cas des prévisions, la logique est la même. Soient deux modèles

concurrents A et B. On cherche à tester si les prévisions du modèle A en-

veloppent celles du modèle B, i:e: si les prévisions du modèles B n�apportent

aucune information supplémentaire sur la formation des prévisions du mod-

èle A. On note by t+hjt;A et b" t+hjt;A (respectivement by t+hjt;B et b" t+hjt;B) les
prévisions et erreurs de prévision à un ordre h associées au modèle A (re-

spectivement B). Les tests d�enveloppement sont fondés sur une régression

linéaire du type :

yt+h � by t+hjt;B = �
�
yt+h � by t+hjt;A�+ �t t = 1; ::;m (4.24)

où vt est i:i:d: Sous l�hypothèse nulle que les prévisions du modèle A
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enveloppent les prévisions du modèle B; le coe¢ cient � doit être nul.

Autrement dit, l�erreur de prévision du modèle A ne peut pas expliquer

une partie de celle du modèle B; l�inverse n�étant pas vrai. Il su¢ t donc de

tester l�hypothèse nulle H0 : � = 0 pour tester l�enveloppement de B par

A:

Généralement, les tests d�enveloppement sont construits à partir de la

forme équivalente suivante :

yt+h = (1 + �) by t+hjt;A + �by t+hjt;B + vt (4.25)

Dans les deux cas, la statistique de test se ramène à une statistique

de Student associée à l�hypothèse nulle � = 0. Ces tests d�enveloppement

ont été appliqués dans le cas de modèles linéaires macro-économiques no-

tamment par Chong et Hendry (1986). Harvey, Leybourne et Newbold

(1998) ont montré que ces tests pouvaient être largement oversized sur pe-

tits échantillons notamment lorsque les erreurs de prévision ne sont pas

normalement distribuées. Aussi, ont-ils proposé un certain nombre de sta-

tistiques alternatives parmi lesquelles �gure la statistique de Student mod-

i�ée t� suivante :

t� =
b�e�pm

mX
j=1

�b" t+hjt;A � b" t+hjt;B�2 (4.26)

où b� désigne l�estimateur MCO du paramètre � et où e�2 correspond à la
variance estimée des di¤érentiels d�erreurs de prévisions. Mais contraire-

ment au cas standard, ces di¤érentiels sont pondérés par les résidus estimésbvt de l�équation (4.24) ou de l�équation (4.25) suivant le modèle retenu :
e�2 = 1

m

mX
j=1

�b" t+hjt;A � b" t+hjt;B�2 bv2t (4.27)

Cette statistique suit asymptotiquement une distribution normale cen-

trée réduite. Harvey, Leybourne et Newbold (1998) montrent en outre

que le test d�égalité des MSFE de Diebold et Mariano (1995) peut aussi

s�interpréter comme un test d�enveloppement.
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4.1.5 Le Test d�Echec de Prévision : Clements et Hendry
(2002)

En parallèle de tous ces tests de validation qui permettent de comparer

deux modèles de prévisions, Clements et Hendry (2002) proposent un test

permettant d�évaluer les échecs de prévision (forecast failure) d�un modèle

particulier. L�idée consiste à postuler qu�un modèle est mauvais en termes

prédictifs si la variance de l�erreur de prévision hors période d�estimation

(out of sample) est statistiquement supérieure à la variance des erreurs du

modèle sur la période d�estimation (in sample). Ainsi, Clements et Hendry

proposent de construire une statistique d�échec de prévision dé�nie par :

Q =
b"2T+1jTb�2T

�
T

T � k

�
(4.28)

où b"T+1jT désigne l�erreur de prévision à l�horizon h = 1. Cette prévi-

sion est établie conditionnellement à l�information disponible à la date T

sur la base d�un modèle estimé sur les observations disponibles aux dates

t = 1; ::; T . Le terme b�2T désigne alors l�estimateur usuel de la variance des
erreurs sur la période d�estimation (in sample). En�n, le terme k désigne

le nombre de paramètres du modèle. Sous l�hypothèse nulle que le mod-

èle est un bon modèle prédictif, la variance de l�erreur de prévision hors

période d�estimation doit être égale à la variance des résidus sur la période

d�estimation, et dès lors :

Q
d�!

m!1
F (1; T � k � 1) (4.29)

Notons que la logique du test de Clements et Hendry (2002) est sensi-

blement di¤érente de la logique des tests présentés précédemment puisqu�il

ne s�agit pas ici de comparer deux modèles concurrents en termes de prévi-

sion, mais plutôt de tester si un modèle particulier peut être jugé "bon" en

termes de prévisions.
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4.2 Evaluation des Intervalles de Con�ance

Dans de nombreuses applications, l�évaluation des qualités prédictives d�un

modèle ne peut se limiter au seul examen de l�espérance conditionnelle et

même de la variance conditionnelle. C�est particulièrement vrai en �nance

comme par exemple dans le cas de la prévision de la Value-at-Risk, mais

aussi dans de nombreuses autres problématiques. De plus, il apparaît év-

ident que lorsque l�on dispose d�un estimateur de la densité de prévision

(comme c�est le cas par exemple à la suite d�une prévision de type Monte

Carlo ou Bootstrap), il est totalement réducteur d�évaluer les capacités

prédictives d�un modèle sur la base d�un seul moment conditionnel. La pre-

mière tentative de dépasser cette contradiction consiste à évaluer un modèle

en utilisant des intervalles de con�ance associés aux prévisions hors période

d�estimation (out of sample). Cette approche a notamment été initiée par

les travaux pionniers de Christo¤ersen (1998).

Christo¤ersen part du constat que s�il existe des critères d�évaluation

des prévisions ponctuelles, il n�existe en revanche pas de critère ou de test

permettant d�évaluer la qualité des intervalles de con�ance associés à ces

prévisions. C�est pourquoi il propose un ensemble de dé�nitions relatives

à la validité des intervalles de con�ance et en déduit di¤érents tests. Il

convient de noter que tester la validité d�un intervalle de con�ance associé

à une prévision est une approche qui se situe à mi-chemin entre l�évaluation

des prévisions ponctuelles et de l�évaluation de la densité des prévisions.

On tient compte de l�incertitude autour de la prévision ponctuelle dans un

certain intervalle, mais pour autant on ne va pas jusqu�à évaluer l�ensemble

de la densité de la prévision.

Sur le plan technique, la démarche de Christo¤ersen s�inscrit exactement

dans la même logique que celle de Diebold et Mariano (1995) dans le sens

où il propose un ensemble de tests qui ne dépendent pas du modèle utilisé

pour faire la prévision (model free) et de la manière dont sont construits8

8Pour une synthèse sur les di¤érentes manières de construire un intervalle de con�ance
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les intervalles de con�ance associés aux prévisions. Mais une di¤érence

notable réside dans le fait que Diebold et Mariano proposent des tests de

comparaison de modèles fondés sur les prévisions ponctuelles, alors que

Christo¤ersen propose di¤érents tests de l�hypothèse nulle de validité d�un

intervalle de con�ance de prévision construit à partir d�un modèle donné.

Comment juger de la validité d�un intervalle de con�ance ? L�idée de

base consiste à évaluer si les valeurs ex-post de la variable prévues sont com-

prises au sein des intervalles construits ex-ante dans une proportion égale

au niveau de risque nominal considéré. Cette notion de couverture avait

déjà été proposée par McNees (1995), mais aussi dans les travaux pionniers

de Kupiec (1995) sur les méthodes de la validation de la Value-at-Risk

(V aR). La V aR est une mesure du risque extrême qui est en e¤et dé�nie

comme le fractile de la distribution des rendements d�un actif �nanciers. En

ce sens, la V aR n�est rien d�autre que la borne supérieure d�un intervalle

de con�ance dé�ni sur les rendements de l�actif. Mais le principal apport

de Christo¤ersen (1998) par rapport à ces travaux originaux est qu�il étend

cette notion de couverture à un cadre conditionnel.

A�n de mieux appréhender l�apport de Christo¤ersen, considérons les

cas d�un intervalle de prévision associé à un modèle de type ARMA avec une

spéci�cation de type GARCH des résidus. On sait que dans cas, l�intervalle

de con�ance sur les prévisions doit être construit à partir d�un estimateur

de la variance conditionnelle des résidus et non plus à partir d�un estimateur

de la variance non conditionnelle comme dans le cas standard. L�amplitude

de cet intervalle est alors variable dans le temps : dans les périodes de

faible volatilité (conditionnelle) les prévisions sont précises et l�amplitude

de l�intervalle est faible, mais dans les périodes agitées, la volatilité an-

ticipée est forte et l�amplitude de l�intervalle de con�ance s�accroît. Pour

ce même processus, si l�on considère au contraire une séquence d�intervalles

de con�ance de même amplitude (fondés par exemple sur la variance non

voir Chat�eld (1993).
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conditionnelle), il se peut qu�en moyenne l�hypothèse de couverture non

conditionnelle soit valide : la proportion d�observations de la série au sein

de cet intervalle constant peut être égale a niveau de risque nominal. En

revanche, conditionnellement à l�information passée, la couverture dite con-

ditionnelle ne peut pas être réalisée : on devrait au contraire observer des

paquets ou successions (clusters) de violations de cet intervalle de con�ance,

notamment dans les périodes de forte volatilité.

4.2.1 Dé�nition de la couverture conditionnelle

Soit une séquence d�observations fytgTt=1 d�un processus yt. On consid-
ère une séquence d�intervalle de con�ance, pour un niveau de risque de �%,

associées au prévisions hors période d�estimation (out of sample) de yt réal-

isées conditionnellement à l�information disponible à la date t� 1: On note
respectivement L tjt�1 (�) et U tjt�1 (�) les bornes inférieures et supérieures

de ces intervalles de con�ance successifs pour t = 1; ::; T: Soit It (ou hit

function) la variable dichotomique associée à la violation de cet intervalle :

cette dernière prend la valeur 1 lorsque la réalisation ex-post de yt n�est pas

comprise dans l�intervalle de con�ance prévus ex-ante conditionnellement

à l�information disponible en t� 1; et 0 sinon :

It =

(
1

0

si yt =2
�
L tjt�1 (�) ; U tjt�1 (�)

�
si yt 2

�
L tjt�1 (�) ; U tjt�1 (�)

� (4.30)

Christo¤ersen propose alors la dé�nition suivante : la séquence des in-

tervalles de con�ance
�
L tjt�1 (�) ; U tjt�1 (�)

	T
t=1

satisfait la propriété de

couverture conditionnelle par rapport à l�ensemble d�information 
t�1 si et

seulement si :

E [Itj
t�1] = � 8t = 1; ::; T (4.31)

Naturellement, on peut déduire de cette dé�nition en posant 
t�1 = ?,
une condition de couverture non conditionnelle, similaire à celle utilisée par

McNees (1995) ou Kupiec (1995), qui revient à évaluer si E [It] = �, 8t:
Un test simple de l�hypothèse de couverture non conditionnelle peut alors
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être construit à partir de l�estimateur de l�espérance non conditionnellePT
t=1 It=T (Kupiec, 1995).

De plus lorsque l�on restreint l�ensemble d�information 
t�1 à l�ensemble

des valeurs passées de la hit function 
t�1 = fIt�1; It�2; ::; I1g, Christof-
fersen montre que le test de couverture conditionnel E [Itj
t�1] = � est

équivalent au test de l�hypothèse selon laquelle les processus de violations

fItgTt=1 sont identiquement et indépendamment distribués selon une loi de
Bernoulli de paramètre p :

fItgTt=1 �H0

Bernoulli (p) (4.32)

4.2.2 Tests de Ratios de Vraisemblance : Christo¤ ersen
(1998)

Christo¤ersen (1998) propose trois tests de ratio de vraisemblance : un test

de couverture non conditionnelle, un test d�indépendance des violations et

un test de couverture conditionnelle.

(a) Test de couverture non conditionnelle

Au test de l�hypothèse nulle de couverture non conditionnelle (Kupiec,

1995) H0 : E [It] = � correspond une statistique LRUC véri�ant :

LRUC = �2 [logL (�; It)� logL (b�; It)] d�!
T!1

�2 (1) (4.33)

où L (�; It) et L (�; It) désignent respectivement la vraisemblance de la

séquence fItgTt=1 sous l�hypothèse nulle et sous l�hypothèse alternative
E [It] = � 6= � :

L (�; It) = (1� �)n0 �n1 (4.34)

L (b�; It) = (1� b�)n0 b�n1 (4.35)

avec b� = n1= (n0 + n1) l�estimateur du maximum de vraisemblance de �

avec n1 =
PT

t=1 It et n0 = T � n1.
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(b) Test d�indépendance des violations

De la même façon, Christo¤ersen (1998) propose un test d�indépendance des

violations de l�intervalle de con�ance contre une alternative très spéci�que

de chaîne de Markov de premier ordre. On suppose ici que les violations It
satisfont une représentation de type chaîne de Markov avec deux états (1

ou 0) et pour matrice de transition :

�1 =

�
1� �01 �01
1� �11 �11

�
(4.36)

où �ij = Pr (It = jj It�1 = i) : Sous l�hypothèse nulle que les violations It
sont indépendamment distribuées dans le temps, cette matrice devient :

�0 =

�
1� �2 �2
1� �2 �2

�
(4.37)

Ainsi quel que soit l�état initial à la date t�1 du système (violation ou non
de l�intervalle de con�ance), la réalisation de la variable t exactement la

même probabilité �2 d�appartenir à l�intervalle de con�ance à la période t:

Dès lors, une statistique de ratio de vraisemblance, notée LRIND; permet

très simplement de tester l�hypothèse nulle d�indépendance des violations.

LRIND = �2
h
logL

�b�0; It�� logL�b�1; It�i d�!
T!1

�2 (1) (4.38)

Si l�on note nij le nombre d�observations du couple It = j et It�1 = i;

on montre que la vraisemblance sous l�hypothèse nulle s�écrit :

logL
�b�0; It� = (1� b�2)(n00+n10) b�(n01+n11)2 (4.39)

où b�2 = (n01 + n11) = (n00 + n01 + n10 + n11) désigne l�estimateur du max-
imum de vraisemblance de �2: De la même façon sous l�hypothèse alterna-

tive, la vraisemblance de la séquences des violations fItgTt=1 s�écrit :

logL
�b�1; It� = (1� b�01)n00 b�n0101 (1� b�11)n10 b�n1111 (4.40)

avec :

b�1 = �1� b�01 b�01
1� b�11 b�11

�
=

" n00
n00+n01

n01
n00+n01

n10
n10+n11

n11
n10+n11

#
(4.41)
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(c) Test de couverture conditionnelle

En�n, Christo¤ersen (1998) propose un test de l�hypothèse nulle de cou-

verture conditionnelle. Il s�agit alors tout simplement d�un test joint de

l�hypothèse de couverture non conditionnelle et d�indépendance des viola-

tions. Le statistique de ratio de vraisemblance, notée LRCC ; s�écrit alors

:

LRCC = �2
h
logL (�; It)� logL

�b�1; It�i d�!
T!1

�2 (2) (4.42)

Par construction, on véri�e bien évidemment que LRCC = LRUC +

LRIND:

Les trois tests de Christo¤ersen (1998) permettent ainsi de porter un

diagnostic �n quant à la validité des intervalles de con�ance associés aux

prévisions en répondant �nalement à deux questions essentielles :

� les valeurs réalisées de la variable ont elles été observées (en
moyenne) à l�intérieur de mes di¤érents intervalles de con�ance

dans une proportion égale à � ?

� les apparitions de « mauvaises » prévisions (c�est-à-dire hors in-
tervalle de con�ance) sont elles liées dans le temps ?

Pour autant, ces tests ne portent pas sur la distribution complète de

densité des prévisions. En cela ils s�opposent aux tests d�évaluation par

densité.

4.3 Evaluation des Densités de Prévisions

La présentation de cette section reprend le plan de la présentation des

méthodes d�évaluation des densités de prévision proposé par Corradi et

Swanson (2006) dans le Handbook of Economic Forecasting.
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4.3.1 Tests de Spéci�cation Correcte

Les premiers tests d�évaluation des densités de prévisions se sont attachés à

déterminer si les réalisations des prévisions étaient issues d�une distribution

identique à la "vraie" distribution des données, c�est-à-dire à la densité issue

du processus générateur des données (DGP). Ce sont donc avant tout des

tests de spéci�cation "correcte" de la densité de prévision.

Le test pionnier dans cette perspective est sans conteste celui de Diebold,

Gunther et Tay (1998) qui repose sur la transformation probabiliste (prob-

ability integral transform) de Rosenblatt (1952). Rappelons le principe

de cette transformation. Soit ft (yj
t�1; �0) la densité conditionnelle des
prévisions (à l�horizon h = 1) de la variable yt obtenue dans le mod-

èle de référence (AR, SETAR, ou autre) conditionnellement à l�ensemble

d�information 
t�1 disponible à la date t�1 et où �0 désigne un ensemble de
paramètres connus. Soit fytgTt=1 la séquence des réalisations de la variable
y sur la période d�évaluation des prévisions du modèle. Sous l�hypothèse

que la distribution conditionnelle des prévisions associée à ce modèle cor-

responde e¤ectivement au processus générateur des données, alors les vari-

ables transformées :

zt = Ft (ytj
t�1; �0) =
Z yt

�1
ft (u j
t�1; �0 ) du t = 1; :::; T (4.43)

sont identiquement et indépendamment distribuées selon une loi uniforme

sur [0; 1] : Autrement dit, lorsque à chaque date t; la densité conditionnelle

des prévisions associée au modèle testé correspond à la "vraie" distribution

conditionnelle associée au processus générateur de données, la séquence des

variables transformées fztgTt=1 est i:i:d: U[0;1]: Par conséquent, dans cette
perspective, une manière évidente d�évaluer si la spéci�cation de la densité

conditionnelle des prévisions est correcte revient à tester l�adéquation de la

distribution des variables transformées zt à une loi uniforme.

Diebold, Gunther et Tay (1998) proposent ainsi de comparer sur un

même graphique la fonction de répartition empirique des variables trans-
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formées et la fonction de répartition théorique de la loi uniforme, i:e: la

droite à 45�. Comme cela est illustré sur la Figure (4.1), si le modèle utilisé

pour e¤ectuer la prévision ne permet pas d�obtenir une spéci�cation cor-

recte de la densité conditionnelle des prévisions, on doit alors observer un

écart important entre les deux fonctions de répartition.

Fig. 4.1 Fonctions de Répartition Empirique des Variables Transformées zt associées à
deux Modèles de Prévision

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
­0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Borne Inférieure IC à 95%
Première Diagonale
Borne Supérieure IC à 95%
Densité Conditionnelle Correcte
Densité Conditionnelle Non Correcte

Cette démarche a notamment été utilisée par Diebold, Gunther et Tay

(1998) dans le domaine du management des risques �nanciers, par Diebold,

Tay et Wallis (1998) pour les prévisions d�in�ation, par Clements et Smith

(2000) pour les prévisions sur la production et le chômage ainsi que par

Clements et Smith (2001) pour les prévisions sur les taux de change. Ainsi,
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en utilisant une approche graphique de ce type, Clements et Smith (2001)

évaluent la capacité respective d�un modèle de type marche aléatoire et d�un

modèle de type SETAR à générer une densité de prévision conditionnelle

correcte pour le taux de change DM - Dollar et pour le taux de change yen-

Dollar. Ils montrent ainsi que la fonction de répartition empirique associée

aux variables transformées construites à partir des prévisions obtenues par

un modèle de type marche aléatoire di¤ère sensiblement d�une droite à 45�.

En revanche, il n�existe pratiquement pas de di¤érence avec cette droite

dans le cas de prévisions générées par un modèle SETAR. Ces observations

illustrent le fait qu�il est di¢ cile de rejeter l�hypothèse selon laquelle la

densité de prévision (horizon h = 1 et/ou h = 2) associée au modèle SETAR

est correcte, alors que cette hypothèse est clairement violée dans le cas

d�un modèle de type marche aléatoire. Ces résultats contrastent avec ceux

généralement obtenus dans le cadre du débat sur l�utilisation de modèles

linéaires / non linéaires pour la prévision des taux de change, puisqu�il est

aujourd�hui convenu que l�utilisation de modèles non linéaires n�apporte pas

grand chose par rapport aux modèles linéaires si l�on s�en réfère aux seuls

critères d�évaluation des prévisions ponctuelles (MSFE, MAFE, etc.).

Une première façon de tester si la densité de prévision est correcte con-

siste à construire un intervalle de con�ance à 1��% autour de la fonction de
répartition théorique de la loi uniforme. Clements et Smith (2001) utilisent

pour cela les valeurs critiques exactes de la statistique de Kolmogorov pour

des petits échantillons de taille T . Pour un intervalle de con�ance à 95%

(� = 0:025), cet intervalle est donné9 par la droite à 45��
p
ln (1=�) = (2T ):

Une seconde façon consiste à utiliser directement un test non

paramétrique d�adéquation de loi, comme par exemple le test de

Kolmogorov-Smirnov. Le principe est alors le même : il s�agit alors de tester

l�adéquation entre la répartition Ft (y j 
t�1; �0) et la fonction de réparti-
tion d�une loi uniforme sur [0; 1]. Mais deux problèmes se posent à ce niveau

9Pour plus de détails, voir Miller (1956).
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là. Tout d�abord, les paramètres �0 du modèle utilisé pour e¤ectuer la prévi-

sion ne sont généralement pas connus mais estimés. L�erreur d�estimation

de ces paramètres vient alors "polluer" la distribution conditionnelle des

prévisions, ce qui peut notamment induire un rejet à tort de l�hypothèse

nulle de spéci�cation correcte. Sur le plan technique, la distribution asymp-

totique des tests usuels d�adéquation de loi (Kolmogorov-Smirnov) dépend

alors de paramètres de nuisance. De plus, l�ensemble d�information 
t�1
n�est généralement pas observé dans son intégralité, seul un sous ensemble

tronqué est observé. C�est pourquoi, Bai (2003) propose un test général de

spéci�cation correcte d�une distribution conditionnelle qui permet en par-

ticulier de répondre à ces deux problèmes et qui peut être appliqué dans le

contexte des densités conditionnelles de prévision.

4.3.1.1 Le Test de Bai (2003)

De façon générale, l�hypothèse nulle du test de Bai (2003) est la suivante :

la distribution cumulative conditionnelle de la variable yt est dans la famille

paramétrique Ft (uj
t�1; �0) : Le principe du test de Bai (2003) reste alors
similaire au test de Kolmogorov : il s�agit de véri�er l�adéquation de la fonc-

tion de répartition de la séquence des processus zt = Ft (ytj
t�1; �0) avec
celle d�une loi uniforme sur [0; 1] pour t = 1; ::T: Mais contrairement au cas

standard, les paramètres �0 ne sont pas connus mais seulement estimés. De

plus, Bai suppose que seul un sous ensemble de l�ensemble d�information

est observable. Soit e
t�1 = fyt�1; ::; y1; zt�1; ::; z1g un sous ensemble ob-
servable et tronqué de 
t�1: On note b� l�estimateur de �0: Les variables
transformées établies à partir des paramètres estimés b� sont notées bzt et
véri�ent :

bzt = Ft

�
ytj e
t�1;b�� (4.44)

Le problème est que les erreurs d�estimation et l�éventuelle troncature

de l�ensemble d�information viennent en quelque sorte �polluer� le test

d�adéquation à loi uniforme que l�on pourrait directement réaliser à partir

de la séquence des processus bzt: Plus précisément, la distribution asymp-
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totique des statistiques de tests d�adéquation fondés sur ces processus bzt
dépend alors de paramètres de nuisance. C�est pourquoi, à partir de ces

processus transformés bzt; Bai (1993) propose un test de type Kolmogorov
couplé à une transformation martingale de Khmaladze (1981). Le principal

avantage de cette statistique est que sa distribution asymptotique n�est pas

a¤ectée par les paramètres de nuisance. De plus, les valeurs critiques de ce

test sont faciles à calculer et ne nécessitent pas de recours à des techniques

de simulation.

Soit bVT (r) un processus empirique dé�ni à partir de la séquence des
variables transformées fbztgTt=1 tel que :

bVT (r) = 1p
T

TX
t=1

[I (bzt � r)� r] (4.45)

Soit VT (r) le processus équivalent dé�ni quant à lui, à partir des "vraies"

transformées probabilistes10 zt établies sur la base de la "vraie" distribution

conditionnelle, i.e. zt = Ft (ytj
t�1; �0) et tel que :

VT (r) =
1p
T

TX
t=1

[I (zt � r)� r] (4.46)

Bai montre que le processus bVT (r) admet la représentation asympto-
tique suivante :

bVT (r) = VT (r)� g (r)0
p
T
�b� � �0�+ op (1) (4.47)

avec

g (r) = plim
1

T

TX
t=1

@Ft (x j 
t�1; �0)
@�

����
x=F�1

t ( r j 
t�1;�0)
(4.48)

Le deuxième terme de droite de la relation (4.47) met en évidence le fait

que le processus bVT (r) dépend asymptotiquement de la vraie distribution
Ft (xj
t�1; �0) et donc des vrais paramètres �0. On retrouve donc l�idée
qu�e¤ectuer un test d�évaluation des prévisions établies à partir d�un modèle
10Rappelons que sous l�hypothèse nulle de spéci�cation correcte, ces transformées sont

i:i:d: U [0; 1] :
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(AR, SETAR ou autre) dont les paramètres sont estimés est rendu di¢ cile

par le fait que la distribution asymptotique des statistiques ainsi construites

dépend des vrais paramètres (paramètres de nuisance) de la distribution

conditionnelle des prévisions. L�erreur d�estimation venant en quelque sorte

�polluer�le test d�adéquation à loi uniforme que l�on pourrait directement

réaliser à partir de la séquence bVT (r) :
Toute l�astuce du test de Bai consiste alors à appliquer une transfor-

mation qui permet de retirer le terme g (r)0
p
T
�b� � �0� et d�obtenir un

processus transformé admettant une distribution asymptotique correspon-

dant à un mouvement Brownien. Cette transformation est la suivante :

cWT (r) = bVT (r)� Z 1

0

�
�
g (s)

0
C�1 (s)

Z 1

s

�
g (�) dbVT (�)� ds (4.49)

où g (r) =
�
r; g (r)

0�0 et �
g (r) =

�
1;

�
g (r)

0
�0
. Bai montre que cette sta-

tistique converge vers un mouvement Brownien standard, c�est à dire vers

une distribution totalement indépendante du modèle considéré et de la vraie

valeur des paramètres de ce modèle. Il propose de considérer la statistique

suivante :

TT = sup
0�r�1

���cWT (r)
��� d�!
T!1

max
0�r�1

jW (r)j (4.50)

où W (:) est un mouvement Brownien standard. Bien évidemment, les

valeurs critiques de cette statistique sont obtenues par simulation, mais

ceci est fait une fois pour toutes. Bai reporte ainsi les valeurs critiques à

10%, 5% et 1% : 1:94, 2:22 et 2:80. La dernière question qui se pose est

celle de la mise en oeuvre pratique de ce test.

4.3.1.2 Application au modèle SETAR

Reprenons l�exemple d�une densité de prévision obtenue à partir d�un mod-

èle SETAR (1; 1; 1) :

yt = h (yt�1; �) + "t
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h (yt�1; �) = �1;0 + �1;1yt�1 +
�
�2;0 + �2;1yt�1

�
� I (yt�1 > c) (4.51)

avec � =
�
�1;0 �1;1 �2;0 �2;1

�0
et où I (:) désigne la fonction indicatrice.

Dans cet exemple, la connaissance des valeurs passées de yt su¢ t à carac-

tériser l�ensemble d�information 
t�1. Dès lors, le problème de la distinc-

tion entre les ensembles d�information 
t�1 et e
t�1 ne se pose pas a priori.
On suppose que les résidus "t sont identiquement et indépendamment dis-

tribués selon une loi normale de densité f (x; �) et de répartition F (x; �) ;

où � est un vecteur de paramètres inconnus.

L�hypothèse nulle du test de spéci�cation correcte (in sample) de la

densité conditionnelle de prévision du modèle SETAR s�écrit alors sous la

forme :

H0 : Pr (yt � r j 
t�1; �) = F [r � h (yt�1; �) ; �] (4.52)

où � =
�
�0; �0

�
désigne le vecteur des paramètres du modèle. Pour des

valeurs connues des paramètres � et � du modèle SETAR, on peut constru-

ire les variables transformées zt telles que :

zt = Ft (yt j 
t�1; �) = F [yt � h (yt�1; �) ; �] (4.53)

et appliquer ensuite les tests de Diebold, Gunther et Tay (1998). Sous

l�hypothèse nulle de spéci�cation correcte, ces variables zt sont i:i:d: et

distribuées selon une loi uniforme sur [0; 1] : Mais dans la pratique, les

paramètres � du modèle SETAR et les paramètres � de la distribution des

résidus ne sont pas connus, mais seulement estimés. Soient b� et b� deux
estimateurs convergents de � et de �: Dès lors, toute la démarche du test

de Bai repose sur l�utilisation des variables transformées suivantes :

bzt = Ft

�
yt j 
t�1;b�� = F

h
yt � h

�
yt�1; b�� ; b�i (4.54)

Soient VT (r) et bVT (r) ; les processus associés respectivement à zt etbzt dé�nis par les équations (4.46) et (4.45). De façon générale, Bai montre
(Théorème 2, Section 4) que pour tout modèle non linéaire de type location-
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scale, le processus bVT (r) peut se décomposer11 sous la forme :
bVT (r) = VT (r)� f

�
F�1 (r)

�
aT +

@F
�
F�1 (r)

�
@�

bT + op (1) (4.57)

où at et bt désignent deux paramètres indépendants de r: Ainsi, pour cette

classe de modèle, les vecteurs g (r) et
�
g (r) comportent toujours au maxi-

mum trois éléments et s�écrivent respectivement sous la forme12 :

g (r) =

 
r ; f

�
F�1 (r)

�
;
@F
�
F�1 (r)

�0
@�

!0
(4.59)

�
g (r) =

0@1 ; �
f
�
F�1 (r)

�
f (F�1 (r))

;
@f
�
F�1 (r)

�0
=@�

f (F�1 (r))

1A0

(4.60)

A partir de cette expression de
�
g (r) ; on peut alors construire la séquence

des variables martingales transformées cWT (r) à partir de l�équation (4.49).

Toutefois, la transformation martingale utilisée par Bai (2003) requiert

l�évaluation d�une intégrale
R 1
0

h �
g (s)

0
C�1 (s)

R 1
s

�
g (�) dbVT (�)i ds: Bai pro-

pose alors une méthode numérique permettant d�évaluer cette intégrale et

d�obtenir directement une valeur pour la statistique de test TT qui cor-

respond à la valeur supérieure des valeurs cWT (r) (équation 4.50). Soient

v1; ::; vT les valeurs ordonnées de bz1; ::; bzT , la statistique du test de Bai peut
11Dans le cas où l�on considère des densités paramétriques de la forme f (x; �) où le

paramètre � est un paramètre d�échelle tel que f (x) = f (x=�) =�:; cette formule se
simpli�e de la façon suivante :

bVT (r) = VT (r)� f �F�1 (r)� aT + f �F�1 (r)� F�1 (r) bT + op (1) (4.55)

et l�on a alors :

g (r) =
�
r ; f

�
F�1 (r)

�
; f

�
F�1 (r)

�
F�1 (r)

�0
(4.56)

12Par exemple, dans le cas où la fonction de répartition F (r) correspond à celle d�une
loi normale centrée réduite, notée � (r) ; on a :

�
g (r) =

�
1 ; � ��1 (r) ; 1� ��1 (r)2

�0
(4.58)
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s�écrire sous la forme suivante :

TT = sup
0�j�T

���cWT (r)
��� = max

0�j�T

p
T

����� jT � 1

T

jX
k=1

�
g (vk)

0
C�1k Dk (vk � vk�1)

�����
(4.61)

avec Dk =
Pn

i=k

�
g (vi) et Ck =

Pn
i=k

�
g (vi)

�
g (vi)

0
(vi+1 � vi) : Sous

l�hypothèse nulle de spéci�cation correcte, cette statistique admet une dis-

tribution asymptotique libre de tout paramètre de nuisance. Il su¢ t de

comparer la réalisation de cette statistique aux seuils critiques reportés par

Bai : si la réalisation de TT est supérieure à 2:22, on est alors conduit à

rejeter l�hypothèse de spéci�cation correcte de la densité conditionnelle de

prévision pour un risque de première espèce de 5%.

De façon générale, sous l�hypothèse nulle de spéci�cation dynamique

correcte, les variables transformées zt = Ft (yt j 
t�1; �) sont (i) indépen-
dantes et (ii) identiquement distribuées selon une loi uniforme sur [0; 1].

L�hypothèse alternative de mauvaise spéci�cation peut dès lors se traduire

par une violation de l�une et/ou de l�autre hypothèse. Or, le test de

Bai (2003) n�a une puissance asymptotique unitaire uniquement que dans

le cas d�alternatives dans lesquelles il y a une violation de l�hypothèse

d�uniformité. En revanche, ce test est peu puissant contre des alterna-

tives pour lesquelles il y a violation de l�indépendance. C�est pourquoi,

Hong et Li (2004) ont proposé un test puissant pour des alternatives dans

lesquelles il y à la fois violation de l�indépendance et de l�uniformité. Ce

test est fondé sur la comparaison de la densité non paramétrique jointe

(zt; zt�j) à la densité jointe de deux variables uniformes sur [0; 1] : Pour

cela, ils introduisent un estimateur kernel modi�é qui permet d�obtenir un

�bon�estimateur non paramétrique y compris sur les bords du domaine de

dé�nition, c�est à dire aux alentours de 0 et de 1. Tout comme la statistique

de Bai, celle proposée par Hong et Li présente en outre l�avantage d�avoir

une distribution asymptotique standard et libre de tout paramètre de nui-

sance. L�inconvénient principal de cette approche réside dans le fait qu�elle

implique le choix d�un paramètre de lissage dans la phase d�estimation non
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paramétrique. Corradi et Swanson (2005b) proposent un test présentant

des propriétés similaires en terme de puissance au test de Hong et Li, mais

qui ne nécessite pas le choix d�un paramètre de lissage et dont la statistique

converge à un taux paramétrique. L�inconvénient de leur test est que la dis-

tribution asymptotique n�est pas libre de paramètre de nuisance et que les

valeurs critiques associées doivent donc être simulées selon des procédures

assez sophistiquées de Bootstrap.

4.3.2 Tests de Comparaison de Densités Conditionnelles
Mal Spéci�ées

Les tests précédents admettent tous pour hypothèse nulle la spéci�cation

(dynamique) correcte de la distribution conditionnelle des densités de prévi-

sion. Autrement dit, ils conduisent à tester si un modèle particulier (AR,

SETAR etc.) conduit à une densité conditionnelle de prévision (in sample

ou out of sample) correctement spéci�ée au sens où cette dernière corre-

spond parfaitement à la densité conditionnelle qui peut être dérivée du DGP

des données.

Une approche alternative consiste à comparer un ensemble de modèles

de prévisions potentiellement mal spéci�és. Il s�agit alors de repérer parmi

un ensemble de modèles concurrents, le modèle qui donne la densité de

prévision la plus proche possible de la "vraie" densité de prévision. La dif-

férence fondamentale avec l�approche par les tests de spéci�cation correcte,

c�est que dans le cadre de l�approche par comparaison on ne suppose pas

sous l�hypothèse nulle qu�il existe parmi les di¤érents modèles testés, un

modèle bien spéci�é. Ainsi, dans le pire des cas, ces tests de comparaison

peuvent être appliquées pour discriminer des densités conditionnelles de

prévision qui seraient toutes mal spéci�ées, c�est-à-dire pour lesquelles les

tests de spéci�cation correcte conduiraient au rejet de l�hypothèse nulle.

Cette idée de comparer les qualités prédictives de deux modèles con-

currents potentiellement mal spéci�és se trouvait déjà dans les tests de
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comparaisons de prévisions ponctuelles proposés par Diebold et Mariano

(1995). Mais il existe deux di¤érences fondamentales entre les tests de

comparaison à la Diebold et Mariano et les tests de comparaison que nous

allons présenter dans cette section. La première di¤érence c�est que les tests

fondés sur des prévisions ponctuelles permettent de comparer uniquement

des modèles pris deux à deux. Rappelons que dans le cas du test de Diebold

et Mariano, l�hypothèse nulle revient à tester l�égalité entre deux fonctions

de pertes associées aux prévisions de deux modèles concurrents. A l�inverse

les tests de comparaison fondés sur les densités de prévision permettent de

comparer un ensemble �ni de N � 1 modèle(s) à un modèle pris comme

référence. La deuxième di¤érence plus fondamentale repose sur l�objet de la

comparaison. Dans le cas des tests de Diebold et Mariano, la comparaison

est établie sur la base d�une fonction de perte calculée à partir des erreurs

de prévisions ponctuelles. A l�inverse, dans le cas des tests de comparaison

de densités, la comparaison s�établit sur la base de l�ensemble de la distri-

bution conditionnelle des prévisions. On retrouve donc tous les avantages

de l�utilisation d�une densité de prévision en lieu et place d�une prévision

ponctuelle que nous avons déjà évoqués dans le cadre de la présentation des

tests de spéci�cations correctes. Ces tests, relativement récents, autorisent

ainsi une sorte de synthèse entre la littérature sur les tests de comparaison

des prévisions ponctuelles à la Diebold et Mariano (1995) et la littérature

sur les tests de spéci�cation correcte des densités conditionnelles de prévi-

sion.

Corradi et Swanson (2006) opposent deux façons de comparer les den-

sités conditionnelles : soit l�on recourt à un critère d�information de type

Kullback-Leibler permettant de classer les modèles, soit l�on se fonde sur

un test statistique (et non un simple critère) de comparaison des densités

de prévision. Mais cette distinction pose problème dans la mesure où des

tests de comparaison de densités conditionnelles de prévision ont été récem-

ment proposés à partir des critères d�information de type Kullback-Leibler.

C�est pourquoi, il existe aujourd�hui deux grandes approches de tests qui
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reposent soit sur l�utilisation de mesure de distance à la Kullback-Leibler,

soit sur l�étude directe des fonctions de répartition empiriques. Nous ne

présenterons qu�un test issu de la première approche : le test de Bao, Lee

et Saltoglu (2004).

4.3.2.1 Le test de Bao, Lee et Saltoglu (2004)

Le test de Bao, Lee et Saltoglu (2004) permet de comparer des densités

de prévision potentiellement mal spéci�ées. Ce test est fondé sur le critère

d�information de Kullback-Leibler (1951) qui permet de mesurer la distance

entre deux densités conditionnelles.

De la même façon que précédemment, on note ft (yt; �) = ft (yj
t�1; �)
la densité conditionnelle des prévisions à l�horizon h = 1 de la variable

yt obtenue dans le modèle (AR, SETAR, ou autre) conditionnellement à

l�ensemble d�information 
t�1 disponible à la date t� 1 et où � désigne un
ensemble des paramètres de ce modèle. Soit fytgTt=1 la séquence des réalisa-
tions de la variable y sur la période d�évaluation des prévisions du modèle.

On suppose que les observations yt ont été générées selon un DGP associé

à une densité conditionnelle, inconnue, notée 't (yt) = 't (yj
t�1). Dans
ce contexte, on dit que la densité de prévision est correctement spéci�ée si

et seulement si pour une valeur �0 des paramètres on a :

ft (yt; �0) = 't (yt) 8yt (4.62)

Dans ce cas, cette densité de prévision associée au modèle de référence

est optimale dans le sens elle domine les densités de prévision de tout autre

modèle pour n�importe quelle fonction de perte (Diebold, Gunther et Tay,

1998).

Dès lors, dans ce contexte, la mesure de la distance entre la vraie distri-

bution 't (yt) et la densité conditionnelle de prévision du modèle ft (yt; �0)

doit permettre de �classer� les modèles du plus proche au plus éloigné du

DGP et donc de choisir un modèle optimal. Pour cela, les auteurs proposent
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de retenir un critère d�information de Kullback-Leibler :

I (' : f; �) = E [ln't (yt)� ln ft (yt; �)] (4.63)

où l�espérance est dé�nie par rapport à la vraie loi de yt: Plus précisément,

la distance entre un modèle et la vraie densité est dé�nie comme le minimum

en � du critère d�information de Kullback-Leibler :

I (' : f; ��) = E [ln't (yt)� ln ft (yt; ��)] � I (' : f; �) 8� (4.64)

où �� désigne la pseudo vraie valeur de � qui minimise I (' : f; �) : On

admet13 que ce critère peut être estimé par la quantité suivante :

I
�
' : f;b�� = 1

T

TX
t=1

h
ln't (yt)� ln ft

�
yt;b��i (4.65)

où b� désigne l�estimateur du paramètre �� qui maximise la log-

vraisemblance du modèle, c�est à dire (1=T )
PT

t=1 ln ft

�
yt;b�� : On notebft (yt) = ft

�
yt;b�� :

Sur la base du critère I (' : f; ��) ; ils serait donc possible théoriquement

de comparer di¤érents modèles et de choisir le modèle le plus proche de la

vraie distribution conditionnelle des données. Naturellement, le problème

c�est que l�on observe pas cette vraie densité 't (yt). Bao, Lee et Saltoglu

(2004) proposent donc d�utiliser l�inverse de la transformation probabiliste

PIT (probability integral transform) de Rosenblatt (1952). L�équivalence

entre ln
h
't (yt) =

bft (yt)i et la log-vraisemblance des variables transformées
permet alors d�estimer de façon convergente la quantité I (' : f; ��) :

Plus précisément, Bao, Lee et Saltoglu (2004) reprennent un résultat de

Berkowitz (2001) qui montre que :

ln

"
't (yt)bft (yt)

#
= ln

�
pt (xt)

� (yt)

�
(4.66)

13En e¤et, cette assertion n�est pas triviale dans le sens om l�espérance est dé�nie par
rapport à la varie densité inconnue.
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où pt (:) désigne la densité conditionnelle des fractiles de la loi normale asso-

ciées aux variables PIT et � (:) désigne la densité d�une loi normale centrée

réduite. Formellement, comme nous l�avons vu dans la section précédente,

les variables transformées probabilistes associées aux observations yt et à

la densité conditionnelle du modèle de prévision, s�écrivent :

ut =

Z yt

�1
bft �u;b�� du = Z yt

�1
bft (u) du (4.67)

Rappelons que si le modèle est correcte, les variables futgTt=1 sont identique-
ment distribuées selon une loi uniforme U[0;1]: On note alors xt le fractile

normal associé à ut; soit :

xt = �
�1 (ut) (4.68)

où � (:) désigne la fonction de répartition de la loi normale. Si le modèle est

correctement spéci�é, les variables fxtgTt=1 sont identiquement distribuées
selon une loi N (0; 1) :

Toute l�idée du test de Bao, Lee et Saltoglu consiste alors à substituer

à la mesure de la distance entre 't (yt) (inconnue) et bft (yt) ; la mesure de
la distance entre la densité pt (xt) et celle de loi normale centrée réduite.

Plus la densité conditionnelle de prévision est correctement spéci�ée, plus

la distribution conditionnelle pt (:) des variables xt sera proche d�une loi

normale. Ils proposent ainsi un critère de distance dé�ni par :

eI �' : f;b�� = 1

T

TX
t=1

[ln pt (xt)� ln� (xt)] (4.69)

La di¢ culté consiste alors à postuler une distribution conditionnelle

pt (:) assez générale pour les variables xt: Tout comme Berkowitz (2001),

les auteurs considèrent un processus AR (L) tel que :

xt = �0Xt�1 + ��t (4.70)

où Xt�1 = (1; xt�1; :::xt�L)
0, � est un vecteur de dimension (L+ 1) de

paramètres et �t un résidu i:i:d: Berkowitz (2001) suppose que les résidus
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�t sont distribués selon une loi normale, ce qui implique que les variables xt
sont conditionnellement normales. Cette hypothèse à été notamment cri-

tiquée par Clements et Smith (2000) et Noceti, Smith et Hodges (2003). No-

ceti, Smith et Hodges avancent en e¤et l�idée qu�un simple test de normalité

des variables xt pourrait être plus puissant que le test de spéci�cation ainsi

construit. C�est pourquoi Bao, Lee et Saltoglu (2004) proposent d�utiliser

une loi plus �exible, notée p (�t; �) où � désigne un vecteur de paramètre.

Sous l�hypothèse � = ��; la distribution se ramène à une loi N (0; 1) : Ils

retiennent une distribution de type seminonparamétrique (SNP) d�ordre K

proposée par Gallant et Nychka (1987) telle que :

p (�t; �) =

�PK
k=0 rk�

k
t

�2
� (�t)R1

�1

�PK
k=0 rku

k
�2
� (u) du

(4.71)

avec � = (r1; ::; rK)
0, r0 = 1: Si rk = 0; 8k > 0; alors p (�t) = � (�t) : Ainsi,

la densité de xt s�écrit :

pt (xt) =
1

�
p

�
xt � �0Xt�1

�
; �

�
(4.72)

qui dégénère en une loi N (0; 1) si et seulement si � = 0, � = 1 et � =

00K : Sous ces hypothèses, le critère d�information se ramène à l�expression

suivante14 :

eI �' : f;b�� = 1

T

TX
t=1

�
ln

�
1

�
p

�
xt � �0Xt�1

�
; �

��
� ln� (xt)

�
(4.73)

Il su¢ t alors d�estimer les paramètres �; � et � par maximisation de

la vraisemblance (1=T )
PT

t=1 ln p (xt; �). Soient b�; b� et b� les estimateurs
correspondants. On a �nalement :

eI �' : f;b�� = 1

T

TX
t=1

�
ln

�
1b� p

�
xt � b�0Xt�1b� ;b���� ln� (xt)� (4.74)

Bao, Lee et Saltoglu (2004) proposent en�n une adaptation de ce critère

qui permet de ne considérer que la comparaison des densités de prévision
14On retrouve ici la formulation qui conduit au test LR de Berkowitz (2001) en posant

p (:) = � (:) :
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sur un certain intervalle (et non sur le support complet) a�n de proposer

une application aux prévisions de Value-at-Risk. En�n, ils proposent en

outre une modi�cation de ce critère permettant de réaliser une évaluation

des densités de prévision conditionnelle obtenue sur des exercices out of

sample.
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Chapter 5

Conclusion

Ce rapport propose une synthèse de la littérature récente consacrée aux

modèles économétriques non linéaires et à leurs apports dans le domaine de

la prévision. Il s�inscrit dans le débat académique qui porte sur la question

de savoir s�il convient de prendre en compte la non linéarité dans le cadre

des prévisions des agrégats macroéconomiques et �nanciers.

En e¤et, il est largement reconnu que la plupart, si ce n�est la très

quasi-totalité, des séries économiques et �nancières sont issues de proces-

sus générateur de données présentant de fortes non linéarités. Que ce

soit sous la forme d�asymétries, ou plus rarement sous la forme d�aspect

multimodaux, ces non linéarités traduisent des phénomènes essentiels que

l�on ne peut négliger qu�au prix d�un appauvrissement très important de

l�analyse économique. L�exemple typique est celui des séries d�emploi ou

de chômage, sur lesquelles di¤érentes études fondées sur des méthodes

non paramétriques, comme celle proposée notamment par Neftçi (1984),

mettent en évidence d�importants phénomènes d�asymétrie selon le cycle

économique, les hausses du chômage étant généralement plus brutales que

les baisses.

Pour autant, ce n�est pas parce qu�il existe des asymétries et plus

généralement des non linéarités dans le processus générateur des données

économiques et �nancières, que le recours à des modèles non linéaires à des

89
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�ns de prévision se trouve justi�é. En e¤et, tout dépend de la forme de

non linéarité utilisée (choix du modèle), de la forme de la prévision retenue

(ponctuelle ou par densité) et de la manière dont on cherche à évaluer cette

prévision. Ainsi par exemple, il est aujourd�hui reconnu depuis les travaux

systématiques de Stock et Watson (1999), que l�utilisation de modèles à

changements de régime et plus spéci�quement de modèles à seuil de type

STAR n�apporte pas grand-chose en termes de prévision par rapport aux

modèles non linéaires de type ARIMA, lorsque l�on retient comme critère

de comparaison les seules prévisions ponctuelles. Il y a alors une distinction

très nette entre d�une part l�apport indéniable de ces modèles en matière

d�ajustement des données in sample et d�autre leur apport plutôt faible en

terme de prévision ponctuelle out of sample.

Mais cet apport quant à la prévision dépend du critère d�évaluation

retenu : si la prévision est envisagée sous la forme d�une HDR ou sous la

forme d�une densité, les prévisions issues des modèles à seuil permettent

alors de rendre compte de l�asymétrie autour des prévisions ponctuelles, ce

que ne peuvent faire les modèles linéaires. En ce sens, leur apport devient

essentiel.

C�est pourquoi �nalement l�évaluation de l�apport des modèles non

linéaires à la prévision nécessite qu�au préalable soient clairement dé�nies

les di¤érentes formes de modélisations non linéaires mobilisables pour la

prévision, les di¤érentes formes de prévisions que peuvent o¤rir ces mod-

èles aux économistes et en�n les di¤érentes méthodes d�évaluation qui leur

sont associées. C�est précisément ce que nous avons souhaité réaliser dans

ce rapport.
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