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±j���q�q¡$� » ¡aºµ�F��º�³B�¥�q´$¡a�$£{´a���¿�F�¥º¦®��2±qª²¡2£q¡a�µ®¶¯q¢?®¶�²ÏV�q¡]� » ��ºµ®¶�Î¾�¡¥£{¡?®¶´2È D'È

ÐS� » ¡a�¿®r�q���¦®��²�qË��¿¡aº » ª��q����¡a�qº¦�¤®èÀ » ¡a�r�q¡ » º¦��±qª²Á$³B¡$�¤�q¡]�q¢a´$�²�¦�²���C4

= Þ��{áiß��%7�´�¯q�������²º¤ª�¡S����ª²¡$�¤³B¡$�²ª²ª�¡a�qº¦����±6Ù¦¡?®¶� K

= Þ?ëA:ià�à?ß 	�Þ :¥æQß¬áiâ�
{æQå'ß 7l³�¡$®�®�º�¡(�{�2�q���q¡a��´)�i®¶¢aË¥��º���¡a� » º¦¢?ÌÒ�q¢$Â{�¿�²¡a�[BF±G���T£J�¥´a´$¡ » ®¶�¥±qª�¡¥£J·¤º�¡èÙ¦¡$®�¡aºa£
¡?®¶´¥È�DZK

= å`:¥â
�6ã?éÅã?â{æ[7 » º¦�½�¿�q�²º¦¡Ä�q�
��º��qº¦¡ » �¥º¦®��²¡$ª����§®¶�¥®¶�¥ª��¦�qº#ª²¡a�#��±VÙ¦¡$®¶� K

= àJÞ�áiå`:��6ã�7��2®�®�º��²±¿�q¡aº¤�q�
�¦´a��º¦¡�·e´�¯{�¥ÏV�q¡Y��±6Ù¦¡?®)È
ÐS��º¦¡a³B�¥º�ÏV�q¡$º¶�
ÏV�q¡B´$¡a�]®èÀ » ¡$���q¡ » º¦��±qª²Á$³B¡$�]�����l®×º¶�¥�qË¥¢a�]�{�¥�q�Y�q�N��º��¿º�¡;´aº¦���²�¦�¶�¥�l®Y�q¡��q���ÑÌ
Â{´$�qª�®�¢¥£�¡$®×ÏV�q¡B�¦��ª²�½®¶�²�¥�q�q¡aº]ª0«Ã�q�N�q¡$�½Ú�º�¡$¾6��¡a�l®¹· » �¥�¿¾�����º]����ª��¿®¶�����q�q¡$ºÄ´a¡a�6Ú¸ÏV�q�[��¡;®¶º¦���¿¾¥¡a�l®
» ª²�¥´a¢$�+�2�½Ìè�q¡$���¦�q�aÈ

���S³B¢?®¶¯q�6�q��ª���Ë��²¡�Ë�¢$�q¢aº��¥ª²¡ » �¥�qº%º�¢$�����¿�qº�¡¤�q� » º���±qª�Áa³�¡x�q¡x�q¢a´$�²�������e³¹�qªÎ®¶��´aº��Î®¶Á$º�¡�´a��³�±q�²�q¡
�q�q¡c� » ¢$º¶�2®��²���u�q¡©Þ�áié"äJ:¥å`:¥ß²àJáiâ ¡?®§��« :��¥å¶Ý��	:¥æ0ß¬áiâ BQ���°´$��³¹±q���{�¥�²�¦����£(�F�q�¦�²���YD'È��(«­��º��qº¦¡��{�¥�¿�
ª²¡$ÏV�q¡aª#���¥�V®��Q�¥�Î®¶¡a�;´$¡a�Å� » ¢$º¶�2®��²���q�¹¾2�N�q¢$®�¡aº�³��²�¿¡aº;�q¡a�6Ú Ë�º¶�¥�¿�q��®èÀ » ¡a�B��«Ê� »q» º��6´�¯q¡ » �¥������±qª²¡
» ���qº¤ªÑ�e�q¢$´a�����²�¥��³��qª�®��²´aº¦��®�Áaº�¡�Ó��E�iÕ¬£¿Ï6�¿¡×�q�¥�q�r�¥ª²ª����q���q¢?®��¥��ª²ª�¡aºx�q�¥�q�#ªÑ�¹�¦¡a´$®��²�������¿��¾2�¥�l®¶¡2È

� � �"! �%�#��� (����§�g�����%�"!��§�g�$�
�x��� (<&G�"!

Qè�l®¶º��6�q�q�������¿��ÏV�q¡$ª²ÏV�q¡a���q�¥®¶�2®¶�����q�aÈ
X = {a, b, . . .}

�q¢a�¦�²Ë��¿¡�ª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª²¡k�q¡$���¥±6Ù¦¡$®��9���
�¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$�a£�¡?®

�
ª²�Nå¶ã?ëA:¥æQß¬áiâ Ü6ãÄäjå�Ý��)Ý?å¶ã?âTÞ�ã��¦�qº

X
£��¿�q¡Bº¦¡aª²�2®¶�����k±q�²�{�2�²º�¡eª�¡ » ª²�q�Y���¥�¿¾�¡$�V®a£

�



��� »q» �¥��¢a¡eº¦¢)F{¡'Ú½��¾�¡2È�ÐS���¿®��²ª²����¡$º¶�;�����Î®S�q�q¡��q�¥®��i®¶�²�¥� » º¦¢$Â¿Ú½¡ � (a, b)
£j�����Î®S�²�½Â¿Ú½¡

a � b » ���qº
����Ë��q�ÎÂ{¡aº¤ÏV�q¡

a
¡$�¦® » º¦¢$�F¢aº¦¢Y�¥���¦¡a�q�rªÑ�2º�Ë�¡Ä·

b
ÈP���;�¿�¥®��2®��²��� » º�¢$Â½Ú¿¡Y¡a�µ®r�¿®¶��ª²�²�¦¢a¡ » ���qº#�¦�²Ë��q�ÎÂ{¡aº

ÏV�q¡
�

¡$�¦®#´$���q�����q¢aº¦¢Ä´a��³�³�¡"�q�q¡S�F�¥�q´$®��²���¼�¦�qº
X2 È��6�TªÑ�¹º¦¡aª²�2®¶�����Å¡$�¦®#±q���{�¥�²º¦¡¥£½�¥ª²�¥º��

� » º�¡$�q�
ª²¡$�Y¾2�¥ª�¡a�qº¦�BÔB��� �¿£�¡?®��¦��ª²��º¦¡aªÑ�i®¶�²�¥��¡$�¦®��#áiê{ã¼���;9 :¥ëìêPÝ�ã9ÓÛÔU�2Õ0£�¡aª²ª�¡ » º�¡$�q� ��¡$��¾2�¥ª²¡$�qº��Y�{�¥�¿�

[0, 1]
ÈTÐÄ�c�¿�¥®¶¡$º¶�

∼
ª²� » �2º¦®¶��¡¹�¦À6³�¢$®�º��²ÏV�q¡��q¡eªÑ��º�¡aª²�2®¶�����

�
£�´2«Ã¡$�¦®¦Ìè·iÌè�¿�²º�¡

a ∼ b
�����

a � b
¡?®

b � a
È

ÐS�°�q�¥®¶¡
N := {1, . . . , n}

ª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª�¡9��«­�²�q�¿�²´a¡$�¼�q¡$�§´aº��Î®¶Á$º�¡a�§ÐÄ�.� »q» ¡$ª²ª�¡ �)áiâTÞ?æQß¬áiâ Ü6ã
àJÞ�áiå`:��6ã;�����)áiâTÞ?æ0ß¬áiâ Ü�� ê6æQßhëìßhæ Ý��¦�qº×ª�¡e´aº¦��®¶Á$º�¡

j
�q�¿¡��F���¿´$®¶�����

gj : X 7→ R
£ » ���qº j ∈ N

È����
ÏV�{�¥�l®¶�Î®¶¢

gj(a)
¡a�¦®rª�¡Ä��´a�¥º�¡]�q¡

a
�¦¡aª²�¥��ª�¡Ä´aº¦��®¶Á$º�¡

j
£q�q�¥®�¢

aj

È
�(«Ê� »¿» º��6´�¯q¡ :��¥å�Ý��6ã?åxäjê6ß²à¹Þ�áié"äJ:¥å¶ã?å¹´$���q�����¦®�¡×·e´a�¥ª²´$�qª²¡$º

� (a, b) = φ(ψ(a1, . . . , an), ψ(b1, . . . , bn))
BµÔUD

®��2�q�q�²�¤ÏV�q¡Yª¬«Ã� »q» º��6´�¯q¡ÅÞ�áié"äJ:¥å¶ã?åxäjê½ß²à\:��¥å¶Ý��6ã?å�´a�¥ª²´$�qª²¡

� (a, b) = ψ(φ1(a1, b1), . . . , φn(an, bn))
B �ED

φ(x, y)
¡a�µ®��q�q¡%�F���¿´$®¶�����Ä�q¡(´$��³ » �¥º¶�¥�������T£a´aº¦���²�¦�¶�¥�l®�¡(¡a� x ¡?®��q¢a´$º����������¥�l®¶¡�¡a�

y
£a¡?®

φ(x, x) = 1
È

�g�2ºr¡'Ú½¡a³ » ª²¡2£ » �¥�qº#�q�q¡]º�¡$ªÑ�2®��²���§±q���{�¥��º�¡84

φ(x, y) =







1
���

y − x ≤ p

0
�¦�²�q���

.

Bd�	D

�½�
p > 0

£
∼

��«Ã¡$�¦® » �¥��®¶º��¥�q���Î®¶�Î¾�¡¤¡$®��q���¿�q¡#ª²�²¡$��·Y�q�WOaê :ià?ß���áiå¦Ü¥å¶ãYÓ��	�2Õ0ÈVÉ"¢$®¶�¥�²ª�ª²���¿�%³Å�2�²�l®¶¡$�{�¥�l®
´a¡$�+�¿¡a�½Ú�� »q» º��6´�¯q¡$�aÈ
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��� » º����q´a� » �¥ª�¡+º¦¡ » º¦¢a��¡$�l®��¥�l®¶¡Ä�¿¡S´a¡?®�®¶¡S� »q» º¦�½´�¯q¡"¡a�¦®�ªÑ�Y®�¯q¢a�¥º��²¡+�q¡"ª0«�ê6æQßhëìßhæ ÝSéeê½ëìæQß�� :¥æ0æQå'ßPbaê½æhà
B5476"3�V�D]Ó��98 Õ¬ÈP���eº�¡ » º�¢$��¡$�V®¶�2®¶�������q¡a� » º�¢?�F¢aº¦¡a�q´$¡a�"�$«Ã¢$´aº¦��®#���¥�q�+ª²���F��º�³�¡ 4

a � b ⇔ ψ(u1(a1), . . . , un(an)) ≥ ψ(u1(b1), . . . , un(bn)).
BP�	D

Ö ¡$®¦®¶¡c¢$Ï6�q�2®¶�����°¡a�µ®§�q�.´)�¥� » �¥º¦®��²´$�qª²��¡aº��q¡ BµÔUD?£x�¥¨
φ

¡a�µ®
ªÑ���F�¥�q´$®��²��� �¿¢$Â{�q��¡�¡a� BP�	DB�)¾�¡$´

p = 0
È:4;6"3�V �Q�¥��®�ª¬«­¯lÀ » �¥®�¯qÁa�¦¡9ÏV�q¡

�
¡$�¦®¼�¿�q¡9º¦¡aªÑ�i®¶�²�¥�u±q���{�¥��º�¡
´a��³ » ª�Á$®¶¡
¡?®Å®¶º��¥�q�¦��®¶�Î¾�¡2£

¯lÀ » �¥®�¯qÁa�¦¡
�¶�¥�q��ªÑ�¥ÏV�q¡$ª²ª²¡�ª¬«­¢aÏV�{�i®¶�²�¥� ´a�ÛÌè�q¡$�����¿�e�q¡ » ���qº�º��¥��®×Ø$®�º�¡¼¢$´aº¦��®¶¡2È%���9´$���q��¢$ÏV�q¡a�q´$¡��¿¡

�



´a¡?®�®�¡9��� »q» �¥����®��²��� ¡a�µ®¼ÏV�q¡�®¶���¿®�¡a��ª²¡$�Å�¥ªÎ®¶¡$º��{�2®���¾¥¡a�������l®B´a��³ » �¥º��¥±qª²¡$�a£(�q�¿¡ » º¦� » º���¢$®�¢�ÏV��«­�²ª
��«­¡a�µ® » �¥��®¶�¥�iÙ¦���qº¦���¦���q¯{�¥�Î®��¥±¿ª²¡¤��«Ã�)¾�����º�´a�¥º�ª0«Ã�¥�B���¥��®[ÏV�q¡ » ���qº��q�Å�q¢a´$�²�q¡$�qº�¯V�q³B�¥����£l�²ª{¡'Ú¿���¦®�¡
�q¡$�+�¦��®¶�q�2®¶�����q��´$��³ » ��ºµ®��¥�l®¤�q¡$�"�2ª�®¶¡$º��{�i®¶��¾¥¡a�¤���q´a��³ » �¥º��¥±qª�¡a�aÈ

QèªT¡$�¦®#��«­�q�¶�2Ë�¡Ä��«­¢a´aº¦�²º¦¡Sª¬«­¡a�q�¦¡a³¹±¿ª²¡"�¿¡a�#�¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$�
X

�¦���q�¤ªÑ�Y�F��º�³�¡"��«­�q� » º¦�½�¿�q��®x´)�¥ºµ®¶¢?Ì
����¡a�

X := X1 × · · · ×Xn

£{��¨
Xi

º¦¡ » º¦¢a��¡$�l®¶¡¹ª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª²¡]�q¡$�+¾2�¥ª�¡a�qº¦� » ���¦���²±¿ª²¡a�#�q¡×ª¬«Ã�2®�®�º���±q�¿®

i
È���¡$�]�F�¥�q´$®��²���q�

ui : Xi −→ R
�$«Ê� »q» ¡$ª²ª�¡a�l®]ª²¡$� �)áiâTÞ?æ0ß¬áiâ¿àBÜ�� ê6æQßhëìßhæ Ý?£�¡?®

ψ : R
n −→ R

¡a�¦®Yª²�
�)áiâTÞ?æQß¬áiâkÜ�� :��¥å¶Ý��	:¥æ0ß¬áiâ��

3+�q¡§´$���q�q�Î®¶����� �²³ » ��º¦®¶�¥�l®¶¡ » ���qº�Ï6�¿¡§ª²¡¼³��½�¿Áaª²¡WBP��DY�¥��®��q� ��¡$�q�;¡a�¦®;ÏV�q¡§ª�¡a���F�¥�q´$®��²���q�
��«­�¿®¶��ª²�Î®¶¢
������¡a�l®�Þ�áiéeéÅã?â¿à?ê6å`:	baë²ã�à?£(´¥«­¡a�µ®¦Ì · Ìè�q��º�¡9ÏV�q¡

ui(ai) = uj(bj)
�²³ » ª��²ÏV�q¡
ÏV�q¡

ai

¡$®
bi

�²�¿�q�q�²�¦¡a�l® » ���qºSª�¡¹�q¢$´a�²�¿¡a�qºÄª�¡�³�Øa³�¡¹�q¡aË¥º�¢e�q¡e���2®¶���¦�Q�¥´?®¶�²�¥��Èjí+���q�Äº¦¡$¾6�²¡$�q�qº¦���q� » �¥ºÄª²�Å���¿��®¶¡
���¿ºr´$¡$®¦®¶¡]�q�¥®��²�����2Â{���q¡]ªÑ� » º�¢a´$�²�¦¡aº#�{�)¾2�¥�l®��¥Ë�¡2È

3+���¿¡a�S���qË�º�¢$�q�²¡$�l®¶�r�q¡�±{�2��¡��¿��³B�6�qÁ$ª²¡]¡a�µ®SªÑ�;�F���q´?®¶�²�¥����«Ã�¥Ë�º¦¢aËl�i®¶�²�¥�
ψ
È I(��Ë¥¢a�q¢$º¶�¥ª0£j�¥�

�²³ » ����¡¹ÏV�q¡
min ≤ ψ ≤ max

¡$®]ÏV�q¡
ψ

�¦����®]´$º��������¶�2�V®�¡;��¡aª����k´�¯{�¥ÏV�q¡Å�¥º�Ë��¿³B¡$�V®aÈ Ö ¡a�]�q¡$�½Ú
´a�¥�q�q��®��²���¿�¤�²³ » ª²��Ï6�¿¡a�l®�ÏV�q¡

ψ(a, a, . . . , a) = a
£
∀a

ÈjÉ"�¥�q�q���q� Ìè¡$��ÏV�q¡$ª²ÏV�q¡a�r¡?Ú½¡$³ » ª�¡a�$È
= ë²ã�à�éÅá � ã?â{âTã�à¹ä{áiâjÜ6Ý?å¶Ý�ã�à B0�¥º¦��®¶¯¿³B¢?®¶�²ÏV�q¡2£(Ë�¢a�¥³B¢?®¶º���ÏV�q¡¥£�¯{�¥º¦³B�¥�q�²ÏV�q¡2£(¡$®¶´2È D����N�F��º¦³B¡

Ë�¢$�q¢aº��¥ª²¡Ä¡$�¦®rªÑ�e�¦�q��¾2�¥�l®¶¡54

Mf (a1, . . . , an) = f−1

(

n
∑

i=1

wif(ai)

)

,

�)¾�¡$´
f

�µ®¶º���´$®�¡a³�¡a�l®r´aº��¥�²�����¥�l®¶¡]¡$®r´$���l®¶���6�¿¡¥£
wi ∈ [0, 1]

¡$® ∑n
i=1 wi = 1

È
= éeßhâ{ßhéeê6é ã?æ[éN: ��ßhéeê½é ä{áiâjÜ6Ý?å�Ý�àBÓÛÔ �iÕ

wminw(a1, . . . , an) =

n
∧

i=1

[(1 − wi) ∨ ai]

wmaxw(a1, . . . , an) =
n
∨

i=1

[wi ∧ ai]

��¨
∧,∨

�q¢a�¦�²Ë��¿¡a�l®¹³��²��£�³B�iÚkº¦¡a� » ¡$´$®¶�Î¾�¡$³B¡$�V®aÈ(ÐS� �
wi ∈ [0, 1]

¡?® ∨n
i=1 wi = 1

ÈgÐS�
º¦¡$®¶º¦���¿¾¥¡×ª�¡S³B���q�²³��q³ ¡?®#ª²¡Ä³B�iÚ½�²³¹�¿³ ¡a� » º¦¡a�{�¥�l® wi = 1

£
∀i ∈ N

È
= ë²ã�à]éÅá � ã?â{âTã�à�ä{áiâjÜ6Ý?å¶Ý�ã�à�áiå¦Ü6áiâ{âTÝ�ã�à������
	��ÅÓ��E� Õ

OWAw(a1, . . . , an) =

n
∑

i=1

wiaσ(i)

�)¾�¡$´
wi ∈ [0, 1]

®¶¡aª��¹ÏV�q¡ ∑n
i=1 wi = 1

£4¡$®
σ

¡$�¦®;�q�¿¡ » ¡$º�³¹�¿®¶�2®¶����� �¦�qº
N

®¶¡$ª²ª�¡ÅÏV�q¡

aσ(1) ≤ · · · ≤ aσ(n)

ÈPÉ"¡×ª²�e����ºµ®¶¡¥£{�¥��º¦¡$®¶º¦���¿¾¥¡×´$��³B³�¡Ä´)�2� » �¥º¦®��²´a�¿ª²�²¡$º���ª�¡]³B���q�²³¹�¿³�£Vª²¡
³B�iÚ½�²³¹�¿³�£6ªÑ�¹³�¢a�q�²�¥�q¡2£qª²¡$�r�µ®��2®��²�µ®¶�²ÏV�q¡$�¤��«­��º��qº¦¡¥£{¡?®¶´¥È

�



�4�¥�qº » ª²�q�¤�¿¡Y�¿¢$®��2�²ª²�$£q�q���¿�rº¦¡a�l¾��JÀ¥���q�"ª�¡Äª²¡$´$®¶¡$�qºr·
Ó�� �¿£Y���iÕ0È
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��¡a�S³�¢$®�¯q�½�¿¡a�S�q�Î®¶¡$�"�q¡Bà?ê6å¶Þ?ëA:ià�àJã?éÅã?â{æ¤�����l®Äª�¡a�+º�¡ » º�¢a�¦¡a�l®��2�V®�¡a� » º¦�²�q´$� » �¥ª�¡a�r�q¡¹´$¡$®�®�¡e� » Ì
» º¦�½´�¯q¡2£V¡$® » ª²�¿� » �¥º¦®��²´a�¿ª²�²Á$º�¡$³B¡$�V®%ª²¡a���q�ÎÍT¢$º�¡$�V®�¡a��¾�¡$º��������q�[�q¡rªÑ�Ä³B¢?®¶¯q�6�q¡"I��/I Ö V"��I¤£V�F���q�q¢$¡
» �¥º��x¡$º��{�2º��W�#�JÀkÓ����q£]���V£ ���iÕ0ÈG��¡$�+³�¢$®�¯q�½�¿¡a�#�q¡Y���qº¦´aªÑ�2����¡$³B¡$�l®"�¦���l®"±{�2��¢a¡$�+�¦�qºrª²¡Säjå'ßhâTÞ?ßÊä{ã
Ü6ã¹Þ�áiâTÞ�áiå¦Ü	:¥âTÞ�ã �µÜ¥ß²àJÞ�áiå¦Ü	:¥âTÞ�ã84

a
à?ê½å¶Þ?ëA:ià�àJã

b
à?ß�ëA:YéN:`c)áiå'ßhæèÝrÜ6ã�à"Þ?å'ßhæèç?å¶ã�à�àJáiâ{ægã?â �):E9¥ã?ê6årÜ6ã

a

%ã?æ�à�� ßhë¿â-� � :\:¥êPÞ?ê6â

Þ?å'ßhæèç?å�ã �)áiå'æèã?éÅã?â{æ�ã?âNÜ6Ý�à,:6Þ�Þ�áiå�Ü :E9¥ã�Þ¹Þ�ã?æQæ ã\:�� å'éN:¥æ0ß¬áiâ��
Ö ¡ » º����q´a� » ¡ » ¡a�½®+�¦¡Ä®¶º¶�2�q�q�²º¦¡Ä�q¡]ªÑ���Q� � ����Ë�¢a�q¢$º¶�¥ª�¡Ä���q�Î¾2�¥�l®¶¡54

� (a, b) = h(µ(C(a � b)), 1 − ν(C(b� a)))
B ��D

�)¾�¡$´
C(a � b)

ª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª�¡x�q¡$�%´aº¦��®¶Á$º�¡$�%¡a�¹�Q�)¾�¡$�qº%�q¡��
a
�¦�qº�´$ªÑ�¥�¦��¡

b �
£
C(b� a)

ª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª�¡x�q¡$�
´aº¦��®�Áaº�¡$�]´a���l®¶º¦¡Bª0«Ê�iÆBº¦³Å�i®¶�²�¥�	�

a
�¦�qº�´$ªÑ�¥�¦��¡

b �
£
µ, ν

�q¡$�Y³�¡a�¦�qº�¡$�×�T«Ã��³ » ��º¦®¶�¥�q´$¡e�q¡;´a�l�¥ª���®��²���q�
�q¡e´$º���®�Áaº¦¡a�a£T¡a�¿Â{�

h
£T�¿�q¡¹�F���q´?®¶�²�¥����«Ã�¥Ë�º�¢$Ël�2®��²����´$���iÙ¦���¿´$®¶�Î¾�¡HBF³B���q�²³¹�¿³�£ » º¦�½�¿�q��®a£G����®����¿®�¡

�q��º¦³B¡S®�º��²�¥�qË��qª²�¥�²º¦¡UD'È
Ö ¡a�B³B¢?®¶¯q�6�q¡a�B�¥Ë�º¦ÁaË�¡$�l®Å�q¡$� » º�¢$�F¢$º�¡$�q´a¡$�¼¡$®B�q��� » �¥���q¡a����´$��º�¡$�Å´a�¥³B³�¡
�{�¥�q��ª²¡$�B³�¢?Ì

®¶¯¿�½�q¡$�
� �¥Ë�º�¢$Ë�¡aº » �q���+´$��³ » �¥º�¡$º � È 6+�²�q�¦�¬£q®����¿® » º���±qª�Áa³�¡]�q¡�´$��³B³�¡a�¿���qº��¥±q�²ª���®�¢Ä�q�²� » �¥º¶���²®r´)�¥º
ª²¡$� » º�¢?�F¢aº�¡$�q´a¡$���¦���l® » �¥º§´a���¿�¦®¶º¦�q´$®��²��� ¯q��³���Ë�Á$�q¡a�§¡$�l®¶º�¡N¡aª�ª²¡$�aÈ Ö ¡$��³�¢$®�¯q�½�¿¡a�
�����l®��q���¿´
» �¥ºµ®¶��´a�qª��²Áaº¦¡a³�¡a�l®§�2�{� » ®�¢a¡a���¥�6Ú.´)�¥�
��¨.��ª"¡a�µ®��q��Æ�´a��ª²¡��¿¡c�a«Ã�¥���¦�qº�¡$º�ÏV�q¡kª²¡$�§��´$��º�¡$���¦���²¡$�V®
´a�¥³B³�¡a�q�¦�qº¶�2±qª²¡$�a£{�¥��´)�2�r�¥¨�´$¡aºµ®��¥���q�#´aº��Î®¶Á$º�¡a�#�¦���l®+ÏV�{�2�V®���®¶�2®¶�Î�F��¡$®r��«Ã�¥�¿®�º�¡a�#ÏV�{�¥ª���®¶�2®¶�Î�F�a£¿¡?®¶´2È

3+�q¡
�2�¿®¶º¦¡¼´)�¥º��¥´$®�¢aº¦�²�¦®��²ÏV�q¡¼���l®¶¢aº¦¡a�¦�¶�¥�l®¶¡
¡$�¦®;ÏV�q¡§ª¬«­��� �T«Ã��±½®¶�²¡$�l® » �¥�e�q¢$´a¢$���¶�2�²º�¡$³B¡$�l®;�q�
��º¦�qº�¡#®¶�¥®¶�¥ª{���¿ºxª²¡$�x�2ª�®¶¡$º��{�i®¶��¾¥¡a�$£V�¥�Å´$���l®¶º¶�2�²º�¡#�q¡$�x³�¢$®�¯q�½�¿¡a�[�q�Å®èÀ » ¡�4;6"3�VÄÈ Ö ¡aª²�Y�2ÍTº¦¡+�q�¿¡
» ª��q�¤Ë�º¶�2�q�q¡]����� » ª²¡$����¡Y�q¡]³��½�q¢$ª²���¶�2®��²���B�q¡a� » º�¢?�F¢aº¦¡a�q´$¡a�aÈ

�(«Ã���q´a���l¾¥¢a�q��¡a�l®[�q¡#´a¡a��³�¢$®�¯q�½�¿¡a��º�¢$���²�¿¡¤�{�¥�q��ªÑ� » ¯{�¥��¡¤Â{�q�¥ª²¡¤�q¡¤�¿¢a´a����������£�ÏV�{�¥�¿�B��ª¿�a«Ã�¥Ë��Î®)£
� » º¦Áa�4�¥Ë�º¦¢aËl�2®��²���Ä�¿¡a� » º�¢?�F¢aº�¡$�q´a¡$�a£i��«­¡a���¿¢a�q�q��º�¡��q�Y��º��¿º�¡ » �¥ºµ®¶�²¡$ª����]®¶�¥®¶�¥ªl���¿º�ª�¡a���¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$�aÈ
Ö ¡a�e�¿��Æ�´a�qªÎ®¶¢$���a«­¡?Ú » ª��²ÏV�q¡$�V® » �¥º��¿� º�¢a�¦�qª�®¶�2®��F�¥�q�{�¥³�¡a�l®��2ª�ÏV�q¡¼�¿���q�e�¥ª�ª²���¿� » º�¢a�¦¡a�l®¶¡$º » ª²�q�
ª²�¥�²��È 6"� » �2º¶�)¾2�¥�l®)£{�q���¿� » º�¢a�¦¡a�l®¶�¥�q�+±¿º��²Á?¾�¡$³B¡$�V®+ÏV�q¡aª�ÏV�q¡a�r³B¢?®¶¯q�6�q¡$�¤�q��®èÀ » ¡\I��/I Ö V"��I¤È

����³�¢$®�¯q�½�¿¡<I[�/I Ö V"��I QSÓ����2Õ�´$���q�����qÁaº¦¡]¡a��¡a�l®¶º¦¢a¡Yª²¡a�¤���¿�F��º¦³Å�2®��²���¿�x���¿��¾2�¥�l®¶¡$� 4

= �q�Å¡a�q�¦¡a³¹±qª�¡S�q¡
n
�F���q´?®¶�����q�x�¿¡"��´$��º¶�2Ë�¡¥£JÙ¦���{�¥�l®��q�§º _�ª�¡+�¦�²³��²ª²�¥�²º¦¡¤�¥�½Ú��F���q´?®¶�����q�x�T«Ã�¿®��ÎÌ

ª���®¶¢2£q� »¿» ¡$ª²¢a¡$� » �¥º"�#� À�Þ?å?ßhæèç?å¶ã�à?£
g1, . . . , gn

K

�



= �q��¡a�¿��¡a³�±qª²¡]�q¡ » ���²�q�¤�T«Ã��³ » ��º¦®¶�¥�q´$¡ w1, . . . , wn

£ » ���qº¤ª²¡$�#´aº��Î®¶Á$º�¡a�
g1, . . . , gn

K

= �q����¡$�q�²ªT�q¡Ä¾�¡$®��
vj(gj) > 0 » ���qº¤´�¯q�¥ÏV�q¡×´$º��Î®¶Áaº¦¡LK

= �q���q�Î¾�¡)�2���q¡]´$���q´a�¥º��{�¥�¿´a¡
s
È

�4�¥�qº#´�¯{�¥ÏV�q¡ » �¥�²º¦¡ (a, b)
£{���
´)�¥ª�´a�qª�¡Äª²¡Ä�q¡$Ë�º�¢]�q¡]´a�¥�q´a��º¦�{�¥�q´$¡×�¿¡ �

a
���qº¦´aª²�¥���¦¡

b �

c(a < b) =
1

W

∑

gj(a)≥gj(b)

wj, W =
∑

j

wj.

ÐS�k�q��®ÄÏV�q¡
a < b

B
a
���qº¦´aª²�¥���¦¡

b
DS���

c(a < b) ≥ s
BF´a���¿´a��º¦�{�¥�q´$¡UDS¡$®]�¦�

∀j
®¶¡$ª�Ï6�¿¡

gj(a) <

gj(b)
£4��� �

gj(b) − gj(a) < vj(gj)
B » �¥�e�q¡Å�q�²�¦´a��º¦�{�¥�q´$¡UD?Èg�����q¢a´$�²������� �¦¡¼�Q�¥��®×�q¡¼ª²���Q� � �¥�

���¿��¾2�¥�l®¶¡+4����N´�¯q¡aº¦´�¯q¡Å�q�N¡a�¿��¡a³�±qª²¡
K ⊆ X

®�¡aª(ÏV�q¡
∀b ∈ X \ K

£��²ªg¡?Ú½�²�µ®¶¡
a ∈ K, a < b

£
¡$®

∀a, b ∈ K, a 6< b
È
K

¡a�µ®¼� »q» ¡$ª²¢
ª²¡câTá � :¥ê©�¿�uË�º�� » ¯q¡ (X,<)
È�Qèª¤¡?Ú½���¦®¶¡�¡$®�¡$�¦®B�q�q�²ÏV�q¡

����ª�¡eË�º¶� » ¯q¡B�¿¡�´$���l®¶��¡a�l® » �¥�]�q¡B´$�²º¦´a�q�Î®)£��q�¿¡B´$���q�q�Î®¶�²�¥�NÏV��«­�²ª(¡$�¦®×´a¡ » ¡$�q�{�¥�l®×�²³ » ���¦����±qª²¡¹�¿¡
Ël�¥º��¥�l®¶��ºaÈ

I�� I Ö V"��I Q Q QxÓ����iÕP¡a�µ®x�¿�q¡r¾¥¡aº¦���²�¥�NF{�¥�q¡+�T«�I��/I Ö V"��I Q�£6�¥�;��¡$�q�x�¥¨B�¦�qº�´�¯{�¥ÏV�q¡"´$º��Î®¶Áaº¦¡¥£
ª²¡Ä�¿¡aË�º¦¢Y�¿¡×´$���q´a�¥º��{�¥�¿´a¡

cj(a < b)
¡$�¦®r¾2�¥ª²�q¢Ä�¦�qº

[0, 1]
È{É"¡YªÑ�e³�Øa³�¡S�Q� � ���T£q�q����¡a�¿�²ª F{�����q¡

¾�¡?®¶�
Dj(a < b)

¡$�¦®"�q¢$Â{�¿�¬£P´a��³�³�¡ » �¥º+¡'Ú½¡a³ » ª²¡]���¿º"ªÑ���g��Ë��qº�¡;Ô�ÈP��� » º��6´a¢$�q�qº�¡×�q¡Y�q¢a´$�²�������

0 q p

g (a) − g (b)

C

v
j j j

jj

j

0 q p v
j j j

jj

jD

g (b) − g (a)

�����	��Ô = IgÚ½¡a³ » ª²¡Ä�¿¡Y�¦¡a�q��ª F{��� » �¥�qº¤ªÑ�¹³�¢$®�¯q�½�¿¡�I��/I Ö V"��I Q`Q Q�È

¡a�µ®r´a��³ » ª²��ÏV�q¢a¡2£q¡$®r�q���¿�r�¿¡Yª²�¹�q¢$®¶�¥�²ª�ª²���¿� » �¥�#�²´$�¬È
I�� I Ö V"��I V"�"Q<BP�r�JÀ�£ �x�¥�¿À6�����¥� Ô �	����D¤¡$�¦®"�q�q¡]¾¥�2º��Ñ�2�V®�¡]��«�I��/I Ö V"��I.�q���l®+ª²¡Y±q�¿®+¡a�µ®

�q¡��Q�¥��º�¡��¿�.®�º��S�q�¥�q�
k

´)�i®¶¢aË¥��º���¡a� » º¦¢?Ìè�¿¢$Â{�q��¡a�§¡?®
��º��q�¥�q�q¢a¡$�
C1, . . . , Ck

È���� ´a�2®¶¢$Ë���º���¡
j

¡a�µ®;�q¢$Âq�q�²¡ » �¥º¹�q¡$���¦¡a�q��ª²�
g

j
1, . . . , g

j
n

�¦�qº¹´�¯{�2Ï6�¿¡�´$º��Î®¶Áaº¦¡¥£4¡$®
g

j
i > g

j−1
i

» ���qº�®����¿®
i, j

È�ÐS�
�¥�¦���²Ë¥�q¡;ª¬«Ã�¥ª�®�¡aº��q�2®¶�Î¾�¡

a
·�ª0«Ã�q�¿¡��¿¡a�Y´)�2®�¢aË���º¦�²¡$�Ä¡a�¸´a�¥ª²´$�qªÑ�2�V®]�¿�q¡;º�¡aª²�2®¶�����c�q¡����qº¦´aª²�¥���¦¡a³�¡a�l®

���¿ºrª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª�¡Ä��«Ê�2ª�®¶¡$º��{�i®¶��¾¥¡a�
{a, C1, . . . , Ck}

È


�� 
 
 !��$#%!/��� )+��
����%*,����#�� #&�$��
��-�%*����+��� ��#%����� . ��� ��
��$�$���

6"Ë�º¦¢aË�¡$º¤�q¡a� » º¦¢$�F¢$º�¡a�¿´a¡a�#�¦¡aª²�¥� » ª²�q�¦�²¡a�¿º���´$º���®�Áaº¦¡a�¤¡a�µ®#¢aÏV�q�Î¾¥�2ª²¡a�l®r·¹�q� » º¦��±qª�Áa³�¡S�q¡S¾��2®¶¡¥£
��¨ ª²¡$�B�2ª�®¶¡$º��{�i®¶��¾¥¡a�"Ù¦���q¡$�l®Bª�¡
º _�ª�¡§�q¡�´a�¥�q�q���{�2®���¡?®�ª²¡a�;´$º���®�Áaº¦¡a��´a¡aª��q�¤�q¡
¾��¥®¶�¥�l®¶�$È Ö ¯q�¥ÏV�q¡






¾��2®��¥�l®r¡?Ú » º¦�²³�¡Y��� » º�¢?�F¢aº�¡$�q´a¡ » �¥º¤�q� » º¦¢a��º¦�qº�¡Y���qº#ª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª²¡Ä�¿¡a�r´)�¥�q�¿�²�{�2®��aÈP��¡ » º��¥±qª²Á$³B¡
¡a�µ®Ä�¥ª���º��#ª�¡×�¦�q��¾2�¥�l®�4���áiéeéÅã?â{æ¤Þ��{áiß²à?ßhå×ë²ã×éÅã?ßhëhë²ã?ê6å;Þ :¥âjÜ¥ßQÜ	:¥æ¤ã?â¼äjå¶ã?â :¥â{ærã?â Þ�áié"äjæ ã×æèáiê½æèã�à
ë²ã�à#äjå¶Ý��)Ý?å�ã?âTÞ�ã�àeã �$äjå'ßhéÅÝ�ã�à¤äJ:¥åYë²ã�à 9¥áiæ :¥â{æhà�
�æ áiê6æ+ã?âkå¶ã�àèä{ã�Þ?æ :¥â{æ�ê½â Þ�ã?å'æ :¥ßhâNâTáiéNbaå¶ã�Ü6ã×å¶ç��¥ë²ã�à
å`:¥æ0ß¬áiâ{âTã?ëhë²ã�à ��äJ:¥å�ã �½ã?é"äjë²ã�
TäJ:ià�Ü6ã×Ü¥ß¬Þ?æ :¥æ ã?ê6å ���

�r¢ » �¥�q�qº�¡�· ´a¡$®¦®¶¡NÏV�q¡a�µ®¶�²�¥� ¡a�µ®9ª0«Ã�¥±6Ù¦¡$®��q¡kªÑ� ®¶¯¿¢a��º¦�²¡c�q� ´�¯q���ÎÚ°���6´a�Ñ�2ª¬È �x¡a�¥�q´$��� » �¿¡
³�¢$®¶¯¿�½�q¡$�§���l®�¢$®¶¢ » º¦� » ����¢$¡a�
�qÁa�
ª0«Ã¢ » �6ÏV�q¡c�q¡kªÑ� º¦¢$¾��¥ª²�¿®��²��� �Fº��¥� � �2�²��¡2£ » �¥º§¡'Ú½¡a³ » ª²¡ » �¥º
�x��º¦�{�×¡?®xª�¡�49�¥º�ÏV�q�����¿¡ Ö ���¿�q��º�´$¡$®a£ » ���qº[�q¡r´a��®�¡aº�ÏV�q¡"ª�¡a� » ª²�¿��´$���q�V�q¡a�$È Ö ¡ » ¡$�q�{�¥�l®#�2�q´a�q�¿¡
�q¡Y´a¡$�+³�¢$®�¯q�½�¿¡a�r�q¡×�$«Ã¡$�¦®"�)¾�¢aº¦¢a¡×�¶�2®��²�¦�Q�2�²�¶�2�V®�¡¥£{´a�¥º#�²ª�¢$®¶�¥��®¤®����iÙ¦���¿º�� » ���¦����±qª²¡Ä�q¡]®¶º¦���¿¾¥¡aºr�q�
¡?Ú½¡$³ » ª�¡+�¥¨Å´a¡$º¦®¶�¥�²�q�[´aº¦��®�Áaº�¡$�xº��2®¶�����q�q¡$ª²����«­¢$®��2�²¡a�l® » �¥�[�¶�2®��²�µ�Q�¥��®��
BF��� » ���qº¦º¶�]ª²��º�¡r�)¾�¡a´"�²�l®¶¢$º�Ø$®
�q�q¡#�µÀ½�l®�¯qÁa�¦¡+�q¡$� » º����q´a� » �¥�½Ú » �¥º¶�2�q�)Ú¿¡$���q¡�¾��¥®�¡#�{�¥�q�rÓ���
 Õ>D?È	I(��Ô �	�½Ô¥£¥ª¬«­¢a´$���q��³��²�µ®¶¡��Ä¡$�q�q¡$®�¯
6"º¦º���� �r� »q» ��º¦®�¢��¿�q¡�º¦¢ » ���q�¦¡ » ���qº�ª²¡�³����²�q���¦�qº » º¦¡a�{�2�V®�¡�·#´a¡$�gÏV�q¡a�µ®¶�����q�aÈ I(���¦� »q» ���¶�¥�l®gÏ6�¿¡
´�¯{�¥ÏV�q¡×¾��¥®¶�¥�l®Ä¡?Ú » º¦�²³�¡×�¦¡a� » º¦¢$�F¢$º�¡a�¿´a¡a�Ä�¦���q�"�F�¥º�³�¡×��«­�q� » º�¢a�¥º��qº¦¡×®¶�2®��¥ª�BQº¦¢)F{¡'Ú¿�Î� £G´$��³ » ª²¡?®)£
®¶º��¥�q�¦��®¶�Î��D����qº[ª¬«­¡a�q�¦¡a³¹±¿ª²¡#�q¡a�[´)�2�q�q�²�q�2®¶�$£l�²ª{�]³B�¥�V®�º�¢#ÏV�q¡r���Pª¬«­���;�²³ » �¥�¶�¥�Î®(´a��³�³�¡¤´a���q�¿��®¶�����q�
�q¡]º¶�i®¶�²�¥�{�¥ª²�Î®¶¢rª²¡$�rÏV�{�i®¶º�¡]�¦�q��¾2�¥�l®¶¡$�<4

Ô�Èr��¡]º�¢$���qªÎ®��2®#�q¡]ª0«Ê�¥Ë¥º�¢aË��2®¶�����¼�q¡$� » º�¢$�F¢$º�¡$�q´a¡$�"�q���Î®#Ø$®�º�¡]�q¡]�q���¿¾¥¡)�¥���q� » º�¢$��º��¿º�¡Ä®¶�¥®¶�¥ª�K
�½È"Qèª��¿¡Ä�q����® » �¥��À§�)¾¥���²º��¿¡Y�¿�²´$®¶�2®¶¡$�qºa£½´¥«­¡a�µ®¦Ì · Ìè�q��º�¡S�q�§¾¥�¥®��¥�l®rÏV�q����³ » ����¡$º¶�¥�Î®x�µÀ6�¦®¶¢$³Å�i®¶�ÎÌ

ÏV�q¡$³B¡$�V®r�¦����´�¯¿���ÎÚ
K

�¿È��½�
a � b » �¥�qº¹®¶���¿�eª²¡a�¹¾¥�¥®��2�V®��a£��¥ª���º��

a � b
�q���Î®eØ$®�º�¡§�{�¥�¿��ª²� » º�¢?�F¢aº¦¡a�q´$¡��2Ë�º�¢$Ë�¢a¡

BF�q�{�¥�q��³B�Î®¶¢aDZK

�qÈr��� » º¦¢$�F¢$º�¡a�¿´a¡Ä�q¡
a
�¦�qº

b
�q¡S�q���Î® » �2���q¢ » ¡a�¿�qº�¡Ä�q¡$� » º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a�#���¿º

c, d, . . .
BQ���q�q¢ » ¡$�½Ì

�{�2�q´a¡aD?£
�¥ª���º��$£4· » �¥º¦®��²ºY�q¡%��¾¥�¥®��2�V®��a£�ßhë�â-� ã ��ß²à?æèã@:¥êPÞ?ê6âTã]äjå�áJÞ�Ý�Ü¥ê6å¶ã
Ü6ã 9¥áiæèãBà,:¥æQß²à��):¥ß²à,:¥â{æ"æèáiê6æ ã�à�Þ�ã�à
Þ�áiâjÜ¥ßhæQß¬áiâ¿à¼Ó��iÕ0È 6"�¿®�º�¡a³�¡a�l®"�q��®a£q®¶���¿®�¡ » º��6´a¢a�¿�qº�¡×�q¡Y¾¥�¥®¶¡Y¾6�²��ª�¡Y�¿¢a´a¡$�����¥�²º¦¡a³�¡a�l®Sª0«Ã�q�¿¡×�q¡Y´a¡$�
ÏV�{�2®�º�¡]´a���¿�q��®��²���q�$È

Ö ¡�º�¢a�¦�qª�®¶�2®�¡?Ú » ª��²ÏV�q¡(ª�¡a���q�ÎÆB´$�qª�®�¢a��º�¡$�q´a�¥�V®�º�¢$¡a��ª²��º¦���q¡�ªÑ� » ¯q�¥��¡��q¡��q¢$´a�²�¦�²���Ä�¿¡a��³B¢?®¶¯q�6�q¡$�
� ´$��³ » �¥º�¡$º » �q���]�¥Ë�º¦¢aË�¡$º

�
£ » �q����ÏV�q¡ » º�¢$´a����¢a³�¡a�l®Y���k´a�¥³B³�¡a�q´$¡ » �¥ºÄ´$���q�µ®¶º��¿�²º�¡ » ���qºÄ´�¯q�¥ÏV�q¡

´aº¦��®�Áaº�¡]�q�¿¡Y´$��³ » �¥º¶�2�²���¥��¡$�l®¶º�¡×�¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$�a£qÏV�q¡Yª¬«­���§®¶¡$�l®¶¡Y¡a�q�¦�q��®�¡×��«Ã�¥Ë�º¦¢aË�¡$º » ���¿º¤��±¿®¶¡$�q�²º
�q� » º�¢$��º��¿º�¡]Ë�ª²�¥±{�¥ª¬È

ÉS�¥�q�[ªÑ�S�¦�q��®�¡¥£��¿���q���q¡#�q¢$¾¥¡aª�� »q» ���q� » �¥� » ª��q�[�J¾2�¥�l®�ª0«Ê� »¿» º��6´�¯q¡ � ´$��³ » �¥º�¡$º » �q�����¥Ë�º�¢$Ë�¡aº � £
¡$®#®�¡a�l®¶���¿�r�¿¡Y±	�2®¶��º¤�q�q¡]³B¢?®¶¯q�6�q��ª���Ë���¡"´a�¥³ » ª�Á$®�¡Ä���qº#ªÑ�¹±q�¥��¡]�q¡ 4;6"3�VÄÈ
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� ��
 
 ������� �+�%*'� � � � 
�� � )+��
�* � ��( � ) �+) � #

����®¶¯¿¢a��º¦�²¡]�q��³�¡a�¦�qº¶�¥Ë¥¡ÅÓ��9�½£Y��� Õ » ¡aº¦³B¡?®"�¿¡×�q¢?Â{�q��º+º¦�²Ë����¿º�¡a�¿��¡a³�¡a�l®+ªÑ�e�q�¥®��²������«­¢a´�¯q¡$ª²ª�¡
�q¡r³B¡$���qº¦¡¥£6¡$® » ª��q��Ë¥¢a�q¢$º¶�¥ª�¡a³�¡a�l®xª0«Ê�2´$®¶¡#�q¡r³�¡a���¿º�¡aº[�q�q¡rË�º��¥�q�q¡$�qºaÈ$�½���Î®

(A,�)
�q�B¡a�q�¦¡a³¹±¿ª²¡

��«­��±6Ù¦¡?®¶�S³¹�¿�q�²�+��«Ã�¿�q¡¹º�¡$ªÑ�2®��²����±q���{�¥�²º¦¡¥È 3+�¿¡�Ý�Þ��{ã?ëhë²ã¹Ü6ã¹éÅã�à?ê6å¶ã �Òâ{ê6éÅÝ?å'ßPOaêPã �¹¡a�¦®S�q��¯q��³��2Ì
³���º » ¯¿�²��³�¡

u
�q¡

(A,�)
�q�¥�q�

(R,≥)
È%ÐS� � »¿» ¡$ª²ª²¡�ªÑ�§�F���q´?®¶�����

u : A −→ R
�¿�q¡ �)áiâTÞ?æQß¬áiâ

Ü�� ê6æ0ßhëìßhæèÝ?È
I(� » �¦À6´�¯q�¥ª²��Ë���¡¥£l��ªP�×¢$®�¢+³����l®¶º¦¢8Bh¾�����º » �¥º�¡?Ú½¡a³ » ª�¡+ª�¡a��®¶º¶�)¾2�¥�½Ú��¿¡1�½ª��J¾½��´YÓ��½Ô$Õ D(ÏV�q¡+�¿�¥®¶º¦¡

�Q� � ���k�q¡+Ù¦�qË�¡$ºa£�¢?¾¥�2ª²�q¡$ºÄ¡$® » º¦¡a�q�qº¦¡;�q¡a�]�q¢$´a�²�¦�²���¿�Ä¡a�¦®]Ë¥�q�²�q¢$¡ » �¥ºÄ´$¡�ÏV��«­���N� »q» ¡aª�ª²¡¹ª0«>:��Sã�Þ?æQÈ
Ö ¡¼³��¥®Y�q¢a�¦�²Ë��¿¡¼ªÑ�
ÏV�{�¥ª²�Î®¶¢�� » ¢a´$��Â{ÏV�q¡¼�¿¡��2±j�������¥���2³B�¥�¿¾2�¥�²����£�®�¡aª�ª²¡;ÏV��«Ã¡$ª²ª�¡Å¡a�µ®¹º¦¡a���¦¡a�l®¶��¡
´a�¥�q��´$�²¡a³�³�¡a�l®����§�¿����£6¡$®¤�q¢$ª²��³B�Î®��¥�l®[�q¡a���a���q¡$���q¡S�µ®¶��³¹�qª²�P�q¡"Ï6�q�¥ª²�Î®¶¢a� » �¥����®���¾¥¡"¡$®x�q¢aË��2®¶�Î¾�¡¥È

É"¡Y´a¡aª²�¿£q��� » ¡a�¿®rº¦¡$®¶¡$�q�²º¤�¿¡a�½Ú�´$���q��¢$ÏV�q¡a�q´$¡a�S¡$���¦¡a�l®¶��¡aª²ª�¡a�<4

= �{�2�q���q�¿¡Å¢$¾2�¥ª��{�2®��²���k����´�¯q���ÎÚN³��qª�®��ÎÌ �i®�®¶º¦�²±q�½®¶�a£Gª²¡$�¹�2®¦®¶º���±q�¿®��Y�¿���l®¹ªÑ� » ¡aº�´$¡ » ®��²����¡a�µ®
» ¡a� » º�¢$´a����¡��������¥�q� » �¥�²�l®]�q¡;º�¡ » Á$º�¡����l® » ¡a�N��«­�²³ » �¥º¦®��2�q´a¡e�{�2�q�×ª²�§�q¢a´$�²�������cÂ{�{�¥ª�¡¥È
ÉS�2�q�]ª²¡;³BØ$³B¡e�¥º��qº¦¡e��«Ã���q¢a¡2£�¡?Ú » º���³B¡$ºÄ�q���2®�®�º��²±¿�¿®]�����¿�]�F�¥º�³�¡e�q¡ » º�� » ��ºµ®¶�²�¥�c�����¿¡
» ���qº¦´a¡a�l®¶�¥Ë�¡×� » ª��q�r��«Ã��³ » �¥´$®#ÏV�q¡×��������ª¬«­¡?Ú » º���³B¡Ä�¿¡×³B�¥�q��Áaº�¡Y�¥±¿����ª��q¡¥ÈP���;º¶�¥��������¡a�µ®
¡$�q´a��º¦¡¹�q�q¡×�F���²�+ª¬«Ã�¥±q��¡$�q´a¡��q¡¹º�¡ » Á$º�¡e�{�2�q�Sª²¡×´)�¥�"�q¡¹ª¬«­¡?Ú » º¦¡a�¦���²�¥�c�����q�+�F��º�³�¡¹�¥±¿����ª��q¡¥È
Ö «­¡a�µ®"ª�¡ » ¯q¢a�¿��³BÁ$�q¡]�q¡]ªÑ�
Ü6áiéeßhâ :¥âTÞ�ã]Ü6ãYëA:]äjå¶á�ä{áiå?æQß¬áiâ\K

= ª�¡ ´)�¥º��¥´$®�Áaº¦¡ baßÊä{áiëA:¥ßhå�ã �q¡°ª¬«Ã�2ÍG¡a´?®)£¹´2«Ã¡$�¦®¦Ìè·iÌè�¿�²º�¡©´a���q�µ®¶º¦�q��® �¦�qº �q¡a�6Ú » _¥ª²¡a�¸� »q» ����¢$�
BF±G�����2³Å�2�¿¾2�¥�²�$£ » ���¦��®¶�Î���2�q¢$Ël�2®¶�Î��D'£(¡a�µ®§´a¡$�V®�º¶�¥ª"�{�¥�q�§ª0«Ê�¥´?®¶¡��q¡c�q¢a´$�²�¦�²����£[¡$®¼�²ªr�²³ » ��ºµ®¶¡
�q¡ » ���¿¾¥���²º¤ª�¡Äº�¡ » º�¢a�¦¡a�l®¶¡$º+´$��º�º¦¡a´?®¶¡a³�¡a�l®aÈ

���
º¦¡ » º¦¢a�¦¡a�l®��2®��²���N�¿®��²ª²���¶�¥�l®Ä�¿�q¡;¢a´�¯q¡$ª²ª²¡e±¿� » ��ªÑ�¥��º�¡2£G´2«Ã¡$�¦®¦Ìè·iÌè�¿�²º�¡e�¿���¦¡a�qª��iÚ½¡ » ���qºÄ´a�6�q¡$º
ª¬«Ã�2ÍG¡a´?®��¥ª²ª²�¥�l®§�q� �q¢aËl�i®¶�����¥� » �����Î®¶��� £x� ¢?®¶¢kª²¡c´$���qº��¥�l®9�q�¥³B���{�¥�l®§¡a� º�¡$´�¯q¡aº¦´�¯q¡ Bh¾�����º§ª²¡a�
®¶º��)¾¥�2�½Ú¼�T« ÐS��Ë¥�½�6�¸ã?æxÞ�áië �q¡a�cÔ �	�E
ÅÓ���
iÕ D'È �#¢a´$¡a³�³B¡$�V®a£ Ö �¥´$�²� »¿» ��ã?æ�Þ�áië �¿���l® » º¦� » ����¢Sª0«Ã�¿�¶�¥Ë�¡
�q¡#�q¡$�½ÚB¢a´�¯q¡$ª²ª²¡$���q�q� » ��ª²�¥�²º¦¡a�%�¦¢ » �¥º¦¢a¡$�a£6ª¬«­�q�q¡ » �¥�qº(ªÑ� » �¥ºµ®¶��¡ » ���¦��®���¾�¡#�q¡#ª0«Ê�2ÍG¡a´?®)£lª0«Ê�¥�½®¶º�¡ » ���qº
ªÑ� » �¥ºµ®¶��¡×�q¢$Ël�2®���¾�¡ÅÓ�
 Õ¬Èj���Å³��¥®¶�Î¾¥�i®¶�²�¥� » ���¿º+�q�¿¡�®¶¡$ª²ª²¡Y� »¿» º��6´�¯q¡�¡$�¦®ÄÏV�q¡×ª¬«­��� » ¡a�½®"®¶º¦Áa�+±q�²¡$�
º�¡$���¦¡a�l®¶��º » ���qº#ª²¡Y³BØ$³B¡]��±VÙ¦¡$®"·BªÑ�e�F�����r�¿�9��¡$�l®¶�²³�¡a�l® » �¥����®����#ã?æ¤�q���¦¡a�l®¶��³B¡$�V®+�q¢$Ël�2®¶�Î� £{�¶�¥�¿�
ÏV��«­�²ª������Î® » ���¦���²±¿ª²¡Y�q¡�ª�¡a�#�F���q�qº¦¡�¡a�9�q�9�¦¡a�qª4��¡a�l®��²³�¡a�l®¹å¶Ý�à?ê6ëìæ :¥â{æ�B » �¥º+¡'Ú½¡a³ » ª²¡2£G³B�¥�qË�¡$º#�q�
´�¯q�6´a��ª²�2® » º��6´a�qº¦¡��q� » ªÑ�¥������º¤Ë��q�¦®¶�2®¶�Î� £P³Å�¥���#��� » ¡a�¿®"��¡¹�¦¡a�l®¶��º"¡$��³BØ$³B¡]®¶¡$³ » �"´a�¥� » �¥±qª�¡×�¿¡
Ë����¿º�³B�¥�q�q����¡UD'ÈJ3r�q¡S¢?®¶�q�q¡Äº¦¢a´$¡a�l®¶¡Ä�q¡<��¡$®�¡aº��¤¡?® �½ª�� ¾6��´¹Ó��	82Õ��)À��¥�l® » �¥�qº�±q�¿®��q¡S´a�¥³ » �2º�¡aºxª²¡a�

�



�q¡$�½Ú » �¥º��¥�q�²Ë¥³B¡$�a£¿�T«Ê�;´a¡ » ¡$�q�{�¥�l® » �¥� » ¡aº�³��²�¤�¿¡]®�º¶�¥�¿´�¯q¡aº#�q¡Ä�Q� � ����´$ªÑ�¥��º�¡2È
í+���¿�+±{�2�����q�r�q�¥®�º�¡Y� »q» º��6´�¯q¡×�¦�qºrª¬«­�¿®¶��ª²�²���2®¶�����Å�T«Ã�q�¿¡×¢$´�¯q¡aª�ª²¡]±q� » ��ª²�¥�²º¦¡¥ÈqÉ+���q�q���¿�µÌè¡$�9�q�¿¡

�q¢?Â{�q��®��²��� » ª��q���F��º¦³B¡$ª²ª²¡2£a´$¡[ÏV�q�V�q�¥�q� » ¡$º�³�¡$®�®�º¶�¤��«­�²�l®¶º¦�½�¿�q�²º¦¡%�q¡a���q�Î¾�¡)�2�½ÚYº�¡$³Å�¥º¦ÏV�{�¥±qª�¡a���{�¥�¿�
ª²¡$��¢a´�¯¿¡aª²ª�¡a�$£qÏV�q���F��º�³�¡aº¦���l®�ª²�¹±{�¥��¡Ä�¿¡Ä�q�¥®¶º¦¡S´a�¥�q�¦®�º��q´?®¶�²�¥��È Ö ���q�¦�²�q¢$º����¿�

A
´a��³�³B¡+¢$®¶�¥�l®#�q�

¡a�¿��¡a³�±qª²¡;�q¡ �2�q�Î¾�¡)�2�½Ú �N���c¾2�¥ª²¡$�qº�� » �����¦�²±qª�¡a� » º¦�²��¡$� » �¥ºÄ�q�¸�2®�®�º��²±¿�¿®)ÈZQèª » ¡a�½®×¡'Ú½�²�¦®�¡aº]�{�¥�¿�

A
�q�q¡;¾2�¥ª²¡$�qº » �¥º¦®��²´$�qª²��Áaº�¡ e £��q��®�¡§â{ß 9¥ã :¥ê�âTã?ê6æ0å¶ã?£�ÏV�q�[�
ªÑ� » º�� » º���¢$®¶¢;ÏV�q¡B���

a � e
£��2ª²��º¦�

a
¡a�µ®�Ù¦�¿Ë�¢ �2±G�¥����£q®��¥�q�¿�²�#ÏV�q¡×�¦�

e � a
£j�¥ª²��º¦�

a
¡a�µ®�Ù¦�¿Ë�¢ �2³Å�2�¿¾2�¥�²���lÈ{ÐÄ� » ����¡ » �¥º#´a�¥³B³��½�¿��®¶¢

u(e) = 0
K¿´$¡"�Q�¥�²���¥�l®)£6ª²¡$���q��³¹±¿º�¡a� » ���¦��®����F�[´a��º¦º�¡a� » �¥�q�q¡a�l®+�¥�½ÚÅ±j���q�q¡$��¾¥�2ª²¡a�¿º��x�¿¡Sª¬«Ã�2®�®�º���±q�¿®)£

¡$®rª�¡a�¤�q��³�±qº�¡$�r�¿¢aËl�2®����F�#�¥�6Ú
³Å�2�¿¾2�¥�²�¦¡a��¾2�¥ª²¡$�qº��$È
3+���q��¾¥¡)�¥���¿¡a�¿®�º�¡Y¡?Ú½�²�µ®¶¡�´�¯q�¥ÏV�q¡×�F�����#Ï6�¿¡�ªÑ�;º�¡$ªÑ�2®��²���

%
´$��º�º¦¡a� » ���q�9·B�q¡$�½Ú��q�¥®��²���q�r� » Ì

» �¥º¦�²¢$¡a�;¡$®�� »q» ���¦¢a¡a��ª²��¢a¡$�;·k�¿�©�2ÍG¡a´?®)È�6+�²�q�¦�¤¡a� ¡a�¦®µÌè��ª��q¡a�;º¦¡aªÑ�i®¶�²�¥�q� � » ª��q�;�2®�®�º¶�¥´?®¶�Î�+ÏV�q¡ ��£
�2³�¡a��ª²ª²¡$�qº¤ÏV�q¡ ��£ �¥�¥��³B¡$º » ª²�q�rÏV�q¡ ��£G�q���l®"ª�¡a� » �¥��º�¡a�r� »q» ���¦¢a¡a�+´a��º¦º�¡$� » ���q�{�¥�l®�¡a�S�¦���l®Sº�¡$� » ¡a´'Ì
®¶�Î¾�¡$³B¡$�V®e�2®�®��²º¶�2�q´a¡ �2º�¢ » �qª²�¦�²���T£4±j�����2³B�¥�¿¾2�¥���a£��¥��³B¡$º �2�q¢?®¶¡$�¦®¶¡$ºaÈ 6"� ´a�¥�V®�º¶�¥��º�¡2£g�q¡$�eº�¡aª²�2®¶�����q�
´a�¥³B³�¡ � » ª²�q� » º�����º��Î®��¥��º�¡¤ÏV�q¡ ��£ � » ª²�q� » ¡$º�³��²��Ï6�¿¡ ��£ �¥� »q» �¥ºµ®¶�²¡$�l® » ª²�¿��·�ª²�×´)�i®¶¢aË¥��º���¡

C
Ï6�¿¡ �

�q¡Ä®¶�¥³¹±G¡$�l® » �¥�#�{�¥�q�#´$¡$®�®�¡×´a�2®¶¢$Ë���º¦�²¡¥£¿¡$®r�q���q´Ä�T«Ã���l® » �¥�#�q¡]�q�Î¾�¡a�¥���¿¡a�¿®�º�¡¥È
3+�q¡¼Ý�Þ��{ã?ëhë²ã�baßÊä{áiëA:¥ßhå¶ãY�e�q���q�Î¾�¡)�2���q¡$�¿®¶º¦¡¥£q®¶�¥�q�q���¤Ï6�T«Ã�q�¿¡
Ý�Þ��{ã?ëhë²ã]ê6â{ßÊä{áiëA:¥ßhå¶ã]��«­¡a��� » �¥�aÈ

�4�¥�qºeª²¡$�e¢a´�¯q¡$ª²ª²¡$�;±q� » ��ªÑ�2�²º�¡$�a£�ª²¡§�¿��³Å�2�²�q¡B�²³B�¥Ë�¡Å�¿¡
u

¡a�µ®
R

B baßÊä{áiëA:¥ßhå¶ãÅâTáiâ b?áiå'âTÝUD×��� �q�
�²�l®�¡aº¦¾2�¥ª�ª²¡S�µÀ6³B¢?®¶º���ÏV�q¡]�q¡

R
B baßÊä{áiëA:¥ßhå¶ã�b?áiå'âTÝUD?È

I(�NË¥¢a�q¢$º¶�¥ª0£G�q�¿¡e¢a´�¯q¡$ª²ª²¡×�q�q� » ��ª²�¥�²º¦¡��B�q� » ª²�¿� » ¡?®¶�Î®S¢aª�¢a³�¡a�l®
a
£G´¥«­¡a�¦®µÌ ·iÌÒ�q�²º¦¡

b � a » �¥�qº
®¶�¥�¿®

b ∈ A
È%ÐS� » ���¦¡ u(a) := 0

£�¡?®¹���¸�¥�q� » ®¶¡Å�¿�q¡Å�q�2®��2®��²���N´a��³�³¹�q�¿¡
0

» ���qºYª²¡��q��¾¥¡)�¥�
�q¡$�¿®¶º¦¡Y�¿¡a�r¢a´�¯q¡$ª²ª²¡$�#±q� » ��ªÑ�2�²º�¡$�x¡?®+ª�¡ » ª²�¿� » ¡?®¶��®#¢$ª²¢$³B¡$�V®#�¿¡a�r¢a´�¯q¡$ª²ª²¡$�#�q�q� » ��ª²�¥�²º¦¡a�aÈ

3+�q¡+¢a´�¯q¡$ª²ª�¡"�]�q� » ª��q��Ë�º¶�2�q�Å¢$ª²¢a³�¡a�l®��a«­�²ª{¡'Ú¿���¦®�¡
a1 ∈ A

®�¡aªjÏV�q¡
a1 � a » ���¿º[®����¿® a ∈ A

È
3+�¿¡S¢a´�¯q¡$ª²ª�¡S�q�q� » ��ª²�¥�²º¦¡r�JÀ��¥�l®#�q� » ª��q�xË�º��¥�q�§¢$ª²¢a³�¡a�l®x¡a�¦®��q��®�¡5b?áiå'âTÝ�ã?ÈJ3r�q¡S¢a´�¯¿¡aª²ª�¡"±q� » �¥ªÑ�¥��º�¡
¡a�µ®x±j��º¦�q¢a¡#���{¡$ª²ª�¡#�]�¿� » ª��q�(Ë�º¶�2�q�B¡?®[�q� » ª²�q� » ¡$®¶�Î®�¢aª�¢a³�¡a�l®)È �½�{�¿���q��º�¡ » º�¡$�q���q�[ª²¡$�[¡'Ú½¡a³ » ª²¡$�
��«­¢a´�¯q¡$ª²ª�¡a�Ä�q�q� » �¥ªÑ�¥��º�¡a�r´a�ÛÌè�q¡$���¦�q�a£�ª�¡a�Sº¦¡aªÑ�i®¶�²�¥�q� � » ª²�q� » ¡aº¦³B���"ÏV�q¡ �c¡$® �¥� »q» �2º¦®¶��¡a�l® » ª��q�]·¼ªÑ�
´)�i®¶¢aË¥��º���¡

C
ÏV�q¡ �c�¥�V®]�¿� » ª²�q� » ¡$®���®"¢aª²¢$³B¡$�l®)£�ÏV�q¡eª0«Ã��� » ¡$�¿®]¡?Ú » º¦�²³�¡aºSº¦¡a� » ¡a´?®¶�Î¾�¡a³�¡a�l® » �¥º

�2���V®�¡aº¦�q��® �WB0�¥�Å��¡a�¿�¤�¦®¶º¦�²´?® D?£6¡$® �2¯q��º¦���q¡Sª²�×´a�2®¶¢$Ë���º���¡
C
��È �4�¥ºx´$���l®¶º�¡2£q�²ªP��«­¡?Ú½���¦®¶¡ » �¥���q¡ » ª²�q�

» ¡$®¶�Î®r¢aª²¢$³B¡$�l® » ���qº�� » ª��q� » º�����º��Î®��¥��º�¡SÏV�q¡ ��´)�¥ºr��� » ¡$�¿®+®����iÙ¦���¿º��#®¶º��¥�¿¾�¡$º"ÏV�q¡aª�ÏV�q¡�´�¯q�¥��¡��¿¡
³����²�q� » º¦�²��º¦��®¶�¥�²º¦¡¥È�ír���q���q�¥®¶�¥�q�

1
ª�¡ » ª²�q�[Ë�º¶�2�q�Å¢$ª²¢a³�¡a�l®a£6¡?®

−1
ª²¡ » ª��q� » ¡?®¶��®�¢aª�¢a³�¡a�l®���«Ã�¿�q¡

¢a´�¯¿¡aª²ª�¡]±q� » ��ªÑ�2�²º�¡2£VÏ6�q�¥�q�9��ª²��¡'Ú½�²�¦®�¡a�l®)È

ÔU�



� ��� � �/. . ��
�* (��$���1) �+) � # ���%*,#%������� �+�%*����+� . # �$���	����� 
 ����	�

�

6"���q���GÏ6�T«Ã���
ª0«Ê��¡'Ú » ª²��Ï6�¿¢Ä�{�¥�q�¤ª²����¡$´$®¶�����+�¿ÈÎÔ�£¿ª�¡ » º¦��±qª�Áa³�¡S´aº¦�q´a�²�¥ªT�q¡"ª¬«Ã� »q» º¦�½´�¯q¡ 4;6"3�V
¡a�µ®;�q¡ » ���¿¾¥���²º��¥���¦�qº�¡$ºeªÑ�9´$��³B³�¡a�¿���qº��¥±q�²ª���®�¢��¿¡a�¹¢$´�¯q¡aª�ª²¡a�

u1, . . . , un

Èg��¡$�¹�q�Î¾�¡)�2�½Ú º¦¡a³B�¥ºµÌ
ÏV�{�¥±qª�¡a�

0
£
1

���l®¶º��6�q�q�Î®¶�r´a�ÛÌè�q¡$�����¿�S¾����l®Ä�q�¥�q�]�¥�²�¿¡aº+·¼º�¢a�¦���q�qº¦¡¹´a¡ » º���±¿ª²Áa³�¡¥£ » �¥º"ª¬«­�²�l®¶¡$º�³�¢?Ì
�q�²�¥�²º¦¡Ä�q¡�ª²��³�¢$®�¯q�½�¿¡ 4;6 Ö ��I�V��YÈ Ö ¡$ª²ª²¡'Ìè´$�4�;¢$®�¢ » º¦� » ����¢$¡ » �¥º"�[�¥�q�¦�q�²´��
¡?®T���2�{�B¡ Ö ���¦®¶�
¡a��Ô �	� �;Ó��¿£E�q£��iÕ0£l�{�¥�q��ª�¡�±q�¿®[�q¡#´a�¥�q�¦®�º��q��º�¡¤�q¡$�[¢$´�¯q¡aª�ª²¡$�[�V�q³�¢aº¦�²ÏV�q¡$��· » �2º¦®¶��º%��«­�²�¿�F�¥º�³B�2®¶�����q�
��º¦�q�²�{�2ª²¡a�$£q¡$® » ���qº¤�q� » º���±¿ª²Áa³�¡Ä³¹�qªÎ®¶��´aº��Î®¶Á$º�¡¥£½�q¡Y´a���q�µ®¶º¦�q�²º¦¡Yª�¡a� » ���²�q�#��«­�²³ » ��º¦®¶�¥�q´a¡Ä�¦�qºrª²¡a�
´aº¦��®�Áaº�¡$�r�2Â{���q¡]ª²¡a�¤�½®¶�²ª��²�¦¡aº��{�2�q�#�q�q¡]����³�³�¡ » ���¿�q¢aº¦¢a¡¥È

�½� »q» ���¦���q�SÏV��«­�²ª����¥��® » ���¦����±qª²¡]�q¡×´a���q�µ®¶º¦�q�²º¦¡��q�q¡
Ý�Þ��{ã?ëhë²ã�Ü�� ßhâ{æ ã?å 9 :¥ëhë²ã
ui

�¦�qºr´�¯{�¥ÏV�q¡
Xi

£
´¥«­¡a�µ®¦Ìè·iÌè�q��º�¡Ä�q�¿¡Y¢$´�¯q¡aª�ª²¡]�q¢?Â{�q�²¡Y·e�q�q¡Ä®�º¶�¥�q�µ�F��º�³B�2®��²���§�iÆB�¿¡ » ���¦��®¶�Î¾�¡ » º¦Áa� 4

ui −→ αiui + βi, αi > 0, βi ∈ R.

Qèª����¿Æ;®S�¥ª²��º¦�¤�q¡��¿¢$®¶¡$º�³��²�q¡$º#���qºr´�¯{�¥ÏV�q¡×¢a´�¯q¡$ª²ª²¡Y�q¡$�½Ú » �����l®¶�+�JÀ��¥�l®"�¿�9��¡$�q�Ä�¥±¿����ª�� » ���qº#ª²¡
�q¢$´a�²�¿¡a�qº » ���qºrÂ¿Ú½¡aº"®����¿®�¡a�"ª�¡a�+¢a´�¯q¡$ª²ª²¡$�Sª²¡$�"�q�¿¡a� » �2º"º¶� »q» �¥º¦®Ä�2�½Úc�2�¿®¶º¦¡a�a£j¡$®Ä�¥�²�q�¦��º�¢a�¦���q�qº¦¡
ª²¡ » º¦��±qª�Áa³�¡Y�¿¡�ªÑ�;´a�¥³B³�¡a�q�¦�qº¶�2±q�²ª���®¶¢2Èqír���q�"´�¯¿���²�¦�²���¦���q� » �¥�qº+´$¡aª²���¦�qº"´�¯{�2Ï6�¿¡

Xi
ª0«Ã¢$ª²¢a³�¡a�l®

0i
£VÏV�q�P¡a�µ®�ª²¡#�q�Î¾�¡a�¥�Å�q¡$�¿®¶º¦¡8BF´)�¥�[±q� » ��ª²�¥�²º¦¡UD4�¥�Bª�¡ » ª��q� » ¡?®¶�Î®�¢$ª²¢$³B¡$�V®
BF´)�¥�[�q�q� » ��ª²�¥�²º¦¡UD4�¿¡ Xi

£
¡$®rª0«Ã¢$ª²¢a³�¡a�l®

1i

����ª0«Ã¢$´�¯q¡aª�ª²¡Ä¡$�¦®r±G�¥º��q¢$¡¥ÈPÉ"¡]ªÑ�e�¦��º¦®�¡¥£
ui(0i) = 0

¡$®
ui(1i) = 1

£
i = 1, . . . , n

È
� �q¡×�Q�¥��º�¡]�q��´)�¥�+��¨9ª�¡a�r¢a´�¯q¡$ª²ª²¡$�"�q¡Y���¥�V® » �¥�+±G��º¦�q¢a¡$���8Qèª��Q�2�¿®rº�¡a´$���qº¦�²º+�¥ª²��º¦�r�¥�¸â{ß 9¥ã :¥ê

à,:¥æQß²à��):¥ß²à,:¥â{æ0£%ÏV�q¡�ª¬«­��� �q�¥®�¡aº��N¢$Ël�¥ª²¡$³B¡$�l®
1
È/476 Ö � I V��×£[Ï6�¿�r�½®¶�²ª��²�¦¡¼´a¡
�q�Î¾�¡)�2��£(ª²¡
�q¢?Â{�q��®

´a�¥³B³�¡9�¦�q��®M4+ë²ã�â{ß 9¥ã :¥ê à,:¥æ0ß²à��):¥ß²à,:¥â{æ;ã�à?æÅÞ�áiâ¿à?ßQÜ6Ý?å¶ÝNÞ�áiéeéÅãWb?áiâdã?æeæèáiê½æN? �):¥ßhæ5:6Þ�Þ�ãèäjæ :	baë²ã
à?ß¹ë²ã�Ü6Ý�Þ?ßQÜ6ã?ê6åÅä{áiê 9 :¥ßhæ�ë � áEbaæèã?â{ßhå 
;é��?éÅã9à?ß�Ü6ã�à¸Ý?ë²Ý?éÅã?â{æFàBäjëìêVà :¥æQæQå :6Þ?æQß �¶à§ä{ã?ê 9¥ã?â{æ§ã ��ß²à?æèã?å �
�(«Ã¡'Ú½�²�¦®�¡a�q´$¡¹��«­�q��®�¡aª��q��¾¥¡)�¥�T£j�¦�qº"ª²�¥ÏV�q¡aª�ª²¡]º�¡ » �¥��¡YªÑ�;³B¢?®¶¯q�6�q¡ 4;6 Ö � I V��×£�¡?® » �¥º+ª²·iÌè³�Øa³�¡
�q�¥®�º�¡]´a�¥�q�¦®�º��q´?®¶�²�¥��£q¡a�µ®S�i®�®¶¡$�¦®�¢a¡ » �¥ºr�¥�
³����²�q�x�q¡a�½Ú
®�¯q¢a�¥º��²¡$�<4

= ª²�B®¶¯q¢$��º���¡e�q¡eªÑ��å :¥æQß¬áiâ :¥ëìßhæèÝ b?áiå'âTÝ�ã �0à,:¥æQß²à�	�Þ?ßhâ
� b?áiê6âjÜ6ã�Ü�å`:¥æQß¬áiâ :¥ëìßhæ � ���q¡eª¬«­¢a´$���q��³��²�µ®¶¡
�r¡aº�±j¡aºµ® �½�²³���� Ó��3�¿£/� �¿£ �qÔ?Õ"4��{�¥�q�]�q�¿¡��¦��®��{�2®¶������º¦¢a¡aª�ª²¡2£T�q���¿´�´$��³ » ª²¡'Ú¿¡ » �¥ºÄ¡a�¦��¡a�¿´a¡
B » �¥º�¡?ÚGÈ 4$Ù¦¡a�Å�T«Ã¢$´�¯q¡a´$��D�¡?®x�¦���¿¾�¡$�l®¤¡a�B�²�¿�F��º¦³Å�i®¶�²�¥�¹�²�q´$��³ » ª²Á?®¶¡ B » �¥º�¡'ÚGÈ 4Vº¦¡a´�¯q¡$º�´�¯q¡S�¿¡
�q�¥�qº�º¦��®¶�¿º�¡ » �¥º��q�B�¥�q��³Å�¥ª>D?£2ª²¡#�q¢a´$�²�q¡$�qº����Åª0«Ê�2Ë�¡a�l®��q¡r´�¯q¡aº¦´�¯q¡ » �2��·¼á�äjæQßhéeß²àJã?å?£l³B�¥����·
à,:¥æQß²à��):¥ßhå¶ã54{´a¡$ª²�q�ÛÌè´a�T´�¯q���²�¦�²º��e®����¿®�¡Y�¦��ª²�½®¶�²�¥�§Ï6�¿��ª��q� » º¦�½´$�qº�¡]�q���q�Î¾�¡)�2�9�q¡]�¶�i®¶�²�µ�Q�¥´$®��²���
Ù¦�qË¥¢Ä���¿Æ��¶�2�V®aÈ

= ª²�Å�q¢a´$¡a�¦����®�¢ » ���¿ºSª²¡×�q¢a´$�²�q¡$�qºÄ��«Ã�J¾¥���²º"�q¡a�Ä�q�Î¾�¡a�¥�½Úc�¿¡eº�¢$�F¢$º�¡$�q´a¡ B5�6ª²�J¾6�²´UD'£T�2�²�q�¦�gÏV��«­���
ª0«Ê� ¡?Ú » ª��²ÏV�q¢k´a�ÛÌè�q¡$���¦�q�aÈ+ÉS�¥�q��ª²¡k³�Øa³�¡c��º��¿º�¡N��«Ã���q¢a¡2£¤ª²¡ » ¯q¢$�q��³�Áa�q¡N�q¡N�q��³��²�{�2�q´a¡

Ô�Ô



�q¡Äª²� » º�� » ��ºµ®¶�����¼¾2�;�q�¥�q�¤ª²¡Ä³�Øa³�¡S�¦¡a�q� 4q¡?Ú » º¦�²³�¡aº¤�q�¿¡S¾¥�2ª²¡a�¿º¤¡a� » �¥�qº�´$¡a�l®��¥Ë¥¡Y�¥��¡$�
» º¦� » ��º¦®��²���×¡a�¦®�±¿�²¡a�¹�Q�2�²º�¡[º�¢?�F¢aº¦¡a�q´$¡+·S�¿� » ª²�q�gË�º¶�¥�¿�¹¢aª�¢a³�¡a�l®�BQ�¥�e¡a�¹®¶�¥�¿®(¢$®¶�2®(�q¡¤´a�¥�q�¦¡
�q�k�q�Î¾�¡a�¥�kº�¡a³B�¥º¦Ï6�q�¥±qª²¡�´a���q�¦�²�q¢$º�¢e´$��³B³�¡¹�µ®��¥�q�q�¥º��YD'£��¥�qÏV�q¡$ª(���c´a�¥³ » �2º�¡�®����¿®¶¡$�]ª²¡a�
¾2�¥ª�¡a�qº¦�aÈ

Ö ¡]�q��¾¥¡)�¥���¶�i®¶�²�µ�Q�¥�²���¥�l®
1i

¢$®��2�V®r�q¢?®¶¡$º�³��²�q¢Ä�¦�qº+´�¯q�¥ÏV�q¡
Xi

£q��� » ���¦¡ ui(1i) = 1
È

Ö ¡a�e�q�Î¾�¡a�¥�½Ú �¿¡a�¿®�º�¡§¡$®¹�¶�2®��²�¦�Q�2�²�¶�2�V®��)Àl�¥�l®;¢?®¶¢§�q¢?®¶¡aº¦³B���q¢a�����qº¹´�¯q�¥ÏV�q¡
Xi

£gª²�9³�¢$®¶¯¿�½�q¡
4;6 Ö � I V�� » ¡$�¿®��$«Ê� »q» ª²��ÏV�q¡aº$È����¼äjå¶áJÞ�Ý�Ü¥ê½å¶ãBÜ�� ßhâ{æèã?å'å¶á �	:¥æ0ß¬áiâ Ü6ã b�:iàJã�¡$�¦®×ªÑ�§���¿��¾2�¥�l®¶¡2È �6����®

A = {a, b, c . . .}
�q��¡a�¿��¡a³�±qª²¡ÄÂ{�q����«­��±6Ù¦¡?®¶�r�����¥ª�®�¡aº��q�2®¶�Î¾�¡a�$È]�4�¥�qº+´�¯q�¥ÏV�q¡ » �¥�²º¦¡ (a, b) ∈ A2 £

��� » ����¡Y�¥���q¢a´$�²�q¡$�qº#ª²¡$�¤Ï6�¿¡a�¦®��²���¿�+�¦�q��¾2�¥�l®¶¡$�<4

➊ � à?æ ��Þ�ã\OaêPã
a

ã�à?æ�äjëìêlà\:¥æ0æQå`:6Þ?æ0ß ��Oaê{ã
b
� �¦áiê6ß��jâTáiâ �

➋ � ßSáiê6ß 
]ã�à?æ ��Þ�ã@Oaê{ã¼ëA:kÜ¥ß �SÝ?å¶ã?âTÞ�ãÅÜ�� :¥æ0æQå`:6Þ?æ0ß 9JßhæèÝ�ã�à?æ"æQå�ç�à �):¥ßPbaë²ã�
 �):¥ßPbaë²ã�
+éÅáaÜ6Ý?å¶Ý�ã�
 �)áiå?æèã�

æQå¶ç�à �)áiå?æèã�
¤ã ��æQå �?éÅã ���¦Þ��{áiß²à?ßhå"àJã?ê6ë²ã?éÅã?â{æ�ê½âTãeÞ :¥æèÝ��6áiå'ß¬ã �

�½�qº"ªÑ�B±q�¥��¡¹�¿¡a�Sº¦¢ » ���q��¡$�a£ 476 Ö � I V�� �¿¢$®¶¡$´$®�¡¹ª²¡$�S¢$¾¥¡a�l®¶�q¡$ª²ª�¡a�S���q´a��¯¿¢aº�¡$�q´a¡$�a£�¡?®]� » º¦Áa�S´$��ºµÌ
º�¡$´$®��²����£¿´a���q�µ®¶º¦�q��®r�q�q¡]¢$´�¯q¡aª�ª²¡Ä��«­�²�l®¶¡$º¦¾2�¥ª�ª²¡5BF�q�����q�q�²ÏV�q¡aD?È

Ö ¡$®¦®¶¡ » º��6´a¢$�q�qº¦¡NË¥¢a�q¢$º¶�¥ª�¡�¡a�µ®��½®¶�²ª��²�¦¢a¡ » ���qºÅ´a���q�µ®¶º¦�q�²º¦¡cª²¡a�§¢$´�¯q¡aª�ª²¡$�
ui

�¿¡��Q� � ���.· ´$¡
ÏV��«­¡aª²ª�¡a�Y������¡a�l®×´a��³�³B¡$�q���¿º¶�¥±qª�¡a�$È0�����qº×´�¯{�¥ÏV�q¡

Xi

£�����´a���¿�¦®¶º¦�q��®×ª¬«­¡a�¿��¡a³�±qª²¡���«Ã�¥ª�®�¡aº��q�2®¶�Î¾�¡a�
Â{´?®¶��¾¥¡a�

Ai := {(01, . . . , 0i−1, x
j
i , 0i+1, . . . , 0n) | xj

i ∈ Xi}
£[¡$®Å���°� »¿» ª²��Ï6�¿¡�ª²� » º¦�½´$¢a�q�qº¦¡

��«­�²�l®¶¡$º�º¦��Ël�2®��²��� ���¿ºB´$¡$®B¡a�q�¦¡a³¹±qª�¡¥È����N´$��³B³�¡a�¿���qº��¥±q�²ª���®�¢¼¡a�µ®¼�¥�¦���qº¦¢a¡�¡a� » �����¥�l® ui(1i) =

1, ui(0i) = 0 » ���qº�®����¿®
i
£{´a¡]ÏV�q��Â¿Ú½¡Yª�¡a�#¢a´�¯¿¡aª²ª�¡a�$È

4;6 Ö � I V�� ´$���q�����qÁaº¦¡×ÏV�q¡
ψ

¡a�µ®Sª²�;�¦��³�³B¡ » ���q�q¢$º�¢$¡ ∑wiai
£{¡?®"��ª�º�¡$�¦®¶¡Y�q���¿´�·;�q¢$®�¡aº Ì

³��²�q¡$º×ª�¡a� » �����q� wi

È Qèª�¡$�¦®��Q�2´a�²ª�¡;�q¡Å¾��¥�²ºYÏ6�¿¡¼ª²¡ » �¥�²�q� wi

¡$�¦®eª��²¢��¥� �¦´a��º¦¡Å�q¡Bª¬«Ã�¥ª�®�¡aº¦�{�2®¶�Î¾�¡
Â{´?®¶��¾¥¡

(1i, 0ic) := (01, . . . , 0i−1, 1i, 0i+1, . . . , 0n)
ÈYI���¡$ÍG¡$®

ψ(1i, 0ic) = 0.w1 + · · ·+ 0.wi−1 + 1.wi + 0.wi+1 + · · · = wi.

I(���½®¶�²ª��²���¥�l®¤ªÑ� » º¦�½´$¢a�q�¿º�¡]��«­�²�l®¶¡$º�º��¥Ël�2®¶�����§�q¡ 4;6 Ö � I V��Y£G��ªT���½Æ�®"�¥ª���º����¿¡Y´$���q�µ®¶º��¿�²º�¡]�q�¿¡
¢a´�¯¿¡aª²ª�¡¹��«­�²�l®¶¡$º¦¾2�¥ª�ª²¡ » ���qº �2��´$��º�¡$º �cª²¡a�S�¥ª�®�¡aº��q�2®¶�Î¾�¡a�

(1i, 0ic)
£
i = 1, . . . , n

£T¡?®]�q¡eªÑ�BÂ½Ú¿¡$ºÄ¡a�
�²³ » ���¶�¥�l® ∑n

i=1 wi = 1
£
wi ≥ 0

È

� � 
 � �%* �+) . ) �$��� )+��
�* ��� �+� * �:. . � � � 
 ��#&�$#%�

�x�²¡$� ÏV��«Ã�½®¶�²ª��²�¦¢a¡��{�¥�q�¹ª²�9³B� Ù¦��º��Î®¶¢��q¡a��³B¢?®¶¯q�6�q¡a�$£gª²�����¥³B³�¡ » ���q�q¢$º�¢$¡§¡a�¦®¹¡a� �Q�¥�Î®��q�¿¡
�F���q´?®¶�����9��«Ã�¥Ë�º¦¢aËl�i®¶�²�¥���¥�½Ú » �����¦�²±q��ª²��®�¢a�¤®¶º¦Áa�+ª²�²³���®�¢a¡$�a£{ÏV�q�g�¿¡ » ¡$�¿®S´$���l¾�¡$�q�²ºÄ·B³B�6�q¢aª��²�¦¡aºrª²¡a�

Ô �



» º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a�+��«Ã�¿�9�q¢$´a�²�¿¡a�qº#��«­�q�q¡]�Q� � �¥���q�
®��2�V®r�¦����® » ¡a��Ë�¢a�q¢$º¶�¥ª�¡¥ÈY�(º�¡$�q���q�r�²´$���q��¡?Ú½¡a³ » ª²¡
����³ » ª²¡Ä�)¾�¡$´8�¹´$º���®�Áaº¦¡a�r�2Â{����«­�²ª²ª��q�¦®�º�¡$º�´a¡$ªÑ�¿È

�½���Î®
X = X1 ×X2

£¿¡?®¤��� »¿» ���¦���q�¤ª�¡a���F�¥�q´$®��²���q�x��«Ã�½®¶�²ª���®�¢
u1, u2

´$���q�V�q¡$�aÈjÐS�¼´a�¥�q�����qÁaº¦¡<�
�¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$�

a, b, c
£{�q���l®rª²¡a�¤�½®¶�²ª���®�¢a���¦���l®�4

u1(a1) = 0.4 u1(b1) = 0 u1(c1) = 1

u2(a2) = 0.4 u2(b2) = 1 u2(c2) = 0
È

�½� »¿» ���¦���q�#ÏV�q¡]ª²¡Ä�q¢$´a���q¡a�qº#�q¡Ä¾¥¡a�qª�¡ » �¥�#��«Ã�¥ª�®�¡aº��q�2®¶�Î¾�¡a�¤´$��³ » ��ºµ®��¥�l®¤�¿¡a�r´aº��Î®¶Á$º�¡a�¤�¿���
�¶�2®��²�µÌ
�Q�¥�Î®¶�a£T���(±q��¡a�kÏV�q¡;��¡a� » º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a�×�����l®

a � b ∼ c
È Ö ¡a� » º�¢?�F¢aº�¡$�q´a¡$�×���q�q�q����¡$�V®Yª�¡a�Äº�¡$ªÑ�2®��²���¿�

���¿��¾2�¥�l®¶¡$�r�¦�qº#ª²¡$� » �����q�¤��«­�²³ » ��ºµ®��¥�¿´a¡ w1, w2
4

b ∼ c⇔ w1 = w2

a � b⇔ 0.4(w1 + w2) > w2,

¢aÏV�q�Î¾2�¥ª²¡$�V®¹·
0.8w2 > w2

£g´$¡¼ÏV�q�[¡a�¦®¹�²³ » ���¦����±qª²¡2È���������³�³B¡ » �¥�q�q¢aº¦¢a¡¼�¿¡ » ¡$º�³�¡$® » �¥�¹�¿¡
º�¡ » º�¢$��¡$�V®�¡aº�´a¡$� » º�¢$�F¢$º�¡$�q´a¡$�a£ » �¥�qº¦®¶�¥�l®e�{�2®��qº�¡$ª²ª²¡$�aÈ(ír���q�;�¥ª�ª²���¿� » º¦� » �¥��¡aºe�q�¥�q�e´a¡
ÏV�q���¦�q��®
�q¡$��³��6�qÁaª�¡a� » ª��q�eË�¢$�q¢aº��¥�½ÚG£�³Å�¥����ÏV�q�¤�$«Ã���q��´$º���¾¥¡a�l®B�{�¥�q�eª²��´a���l®¶���V�q��®�¢§�q¡
ªÑ��´a�¥�q�¦®�º��q´?®¶�²�¥�
Ë�¢$�q¢aº��¥ª²¡ÄÏV�q¡Y�q���q�¤¾¥¡a�q���¿�+�q¡Ä�Q�¥��º�¡2È

� � ���L! �%�"! - ���%. &)�"!��+&$�+! � *#�+*�� (Y� �

� ��
 � � � )+��
���� �-�����/� ) �$#

í+�¥®����q�c´$��³B³�¡ » º�¢a´$¢a�q¡$³B³�¡a�l®
N := {1, . . . , n}

£+ª¬«­¡a�q�¦¡a³¹±¿ª²¡ ��«­�²�¿�q�²´$¡a���q¡$�c´aº¦��®¶Á$º�¡$�aÈ
�(«Ã���q¢a¡Y�q¡Y±{�¥�¦¡�¡a�µ®S�q¡YË�¢$�q¢aº��¥ª²����¡aº#ª²� » º¦�½´$¢a�q�¿º�¡��T«Ã���V®�¡aº¦º���Ël�i®¶�²�¥���¿�9�q¢$´a�²�¿¡a�qºrÏV�q�4�¿¢$®¶¡$º�³��²�q¡
ª²¡$� » ���²�q���q¡a�¤´$º��Î®¶Áaº¦¡a�$£¿¡a�
�q¡$³Å�2�q�{�¥�l®#�¥�Å�q¢a´$�²�q¡$�qº¤��¡$� » º�¢?�F¢aº�¡$�q´a¡$�#���qº¤ª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª²¡+�q¡a�#�2ª�®¶¡$ºµÌ
�{�2®���¾¥¡a�%�q�Î®¶¡$� baßhâ :¥ßhå¶ã�à?£ ´¥«­¡a�¦®µÌ ·iÌÒ�q�²º¦¡x�q�¹®èÀ » ¡ (1A, 0Ac)

£
A ⊆ N

È����"�q�¥®¶�2®¶�����
(1A, 0Ac)

�¦�²Ë��¿��Â{¡
ÏV�q¡Sª0«Ê�¥ªÎ®¶¡$º��{�2®���¾¥¡r¾2�¥�¿®

1i
» ���qºxª�¡a��´aº��Î®¶Á$º�¡a� i ∈ A

£6¡$®
0i

�¦�²�q�¥��È¿É+¡SªÑ�Y����ºµ®¶¡¥£½���¼´$���q�¦®�º��q�Î®��q�¿¡
¢a´�¯¿¡aª²ª�¡S��«­�²�l®¶¡$º¦¾2�¥ª�ª²¡

µ : P(N) −→ R
£q�i®�®¶º¦�²±q�q�¥�l®��q�
��´$��º�¡]·×´�¯{�¥ÏV�q¡Y�¥ª�®�¡aº¦�{�2®¶�Î¾�¡+±q�²�{�2�²º�¡2ÈqÐS�

Â¿Ú½¡Y´a¡$®¦®¶¡]¢a´�¯¿¡aª²ª�¡Ä��«­�²�l®¶¡$º¦¾2�¥ª²ª�¡S¡a� » ���¶�¥�l®

µ(∅) = 0, µ(N) = 1.
B �	D

É�«Ã�¥�¿®�º�¡ » �¥ºµ®)£{��� A ⊆ B
£q�����q��®#ÏV�q¡]ª¬«Ã�¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡

(1B, 0Bc)
Ü6áiéeßhâTã]ª0«Ê�¥ªÎ®¶¡$º��{�2®���¾¥¡

(1A, 0Ac)
£

�¥���¦¡a�q�Ä�¥¨����qº"´�¯{�¥ÏV�q¡e´aº¦��®�Áaº�¡2£Tª²� » º¦¡a³��²Áaº¦¡�¡$�¦®]�¥�9³B�����q�+�¥�q���¦�g±j���q�q¡�Ï6�¿¡¹ªÑ�Å�¿¡a�½Ú½�²Á$³B¡2ÈZQèª

ÔU�



¡a�µ®]�q���q´e�q�2®¶�qº¦¡aª4��«Ã��³ » ���¦¡aºSÏV�q¡eª�¡¹��´$��º�¡e��±½®¶¡a�V� » �¥º"ªÑ� » º¦¡a³��²Á$º�¡¹�¦����®S�¥�k³B�����q�S�2�q���¦�%±G�¥�
ÏV�q¡Y´a¡aª��q���q¡]ª²�¹�q¡a�½Ú½��Áa³�¡¥£{´a¡YÏV�q���q���¿�q¡]ªÑ�¹º�¡$ªÑ�2®��²���M4

A ⊆ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B).
B 
�D

ÐS�c� »q» ¡aª�ª²¡§Þ :?äJ:6Þ?ßhæ Ý¼Ó 82Õ%���¸éÅã�à?ê½å¶ã:�ráiê{ã
Ó���� Õ4®¶���½®¶¡×�F�¥�q´$®��²���
µ : P(N) −→ [0, 1]

¾�¢aº¦��ÂP�2�V®
ª²¡$�¤�q¡a�6Ú�´a���q�¿��®¶�����q� B �	Dx¡$®\B 
ED?£q��¨

P(N) = 2N �q¢a�¦�²Ë��¿¡Yª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª�¡Ä�q¡a� » �¥ºµ®¶��¡a�#�q¡
N

È
É�«­�q� » �����l®��q¡S¾6�q¡Ä�q¡$�¤¡a�q�¦¡a³¹±¿ª²¡a�¤�¥º��q���¿�q¢a�$£q�q�q¡Ä´a� » �¥´$��®¶¢"¡a�¦®����²³ » ª�¡a³�¡a�l®��q�¿¡S�F���q´$®��²���

�q�9®�º�¡$�²ª²ª��²�
(P(N),⊆)

�q¡$� » �2º¦®¶��¡a�r�q¡
N

�{�¥�¿�+ª�¡Y®�º�¡a��ª²ª��²��ª��²�q¢a�¥�²º¦¡
([0, 1],≤)

£�ß²àJáiæèáiâTã?£P´¥«­¡a�¦®µÌ ·iÌ
�q��º�¡ » º¦¢a�¦¡aº¦¾2�¥�l®#ª²��º�¡$ªÑ�2®��²���B��«Ã�¥º��qº¦¡NBdI(ÏPÈ/B 
�D`D?£6¡$®#ª�¡a� » ª��q��Ë�º��¥�q�§¡?® » ª²�¿� » ¡?®¶�Î®�¢aª�¢a³�¡a�l®¶� BPI(ÏjÈ
B ��D D?ÈRQèª�¡a�µ® » �¥º¤´$���q��¢$ÏV�q¡a�l®+´a��³�³B�6�q¡+�q¡Äº�¡ » º�¢$��¡a�l®�¡aºr�q�q¡Ä´)� » �¥´a�Î®¶¢S�¦���q�#ªÑ�Y�F��º�³�¡S�q�§®¶º¦¡a��ª²ª²���
�q¡$� » �2º¦®¶��¡a�¤�q¡

N
B �g�²ËqÈ ��D?È

∅

Ç � � �

Ç�� Ç�� Ç�� ��� ��� ���

Ç���� Ç���� Ç���� �����

Ç������

�

µ(1) µ(2) µ(3) µ(4)

µ(12) µ(13) µ(14) µ(23) µ(24) µ(34)

µ(123) µ(124) µ(134) µ(234)

Ç

�����	� � = V�º�¡$�²ª²ª��²�
(P(N),⊆)

BQËl�2�q´�¯q¡UD'£{¡$®#®¶º¦¡a��ª²ª²���x�q¡$�¤¾¥�2ª²¡$�qº��#�q¡
µ

BQ�qº¦����®�¡UD'È

� ��� � # � �&��. ) 
���� )+��
���� �+� � � 
�� � )+��

ψ

	 ®��¥�l®r�q���q�¿¢YÏV�q¡
ui(1i) = 1

£
ui(0i) = 0

£
∀i ∈ N

£{�¥��¡$���q¢$�q�q�Î®<4

ψ(1A, 0Ac) = µ(A), ∀A ⊆ N.
B 8	D

6"���q���
µ
�q¢?®¶¡$º�³��²�q¡

ψ
�¦�qº%ª²¡$�g�¦��³B³�¡$®��4�¿¡�ª¬«­¯lÀ » ¡aº¦´a�q±j¡ [0, 1]n

È�ÐS� » ¡a�¿®%�q���q´[¾�����ºgª²¡ » º��¥±qª²Á$³B¡
�q¡�ªÑ�
�q¢$®�¡aº¦³B���{�2®¶�����k�q¡

ψ
´$��³�³B¡e�q� » º��¥±qª²Á$³B¡;��«­�²�l®¶¡$º » ��ªÑ�i®¶�²�¥�c¡a�l®¶º¦¡Åª²¡$�×�¦��³�³B¡?®¶�a£��¥¨¸ªÑ�

�F���q´?®¶�����B¡$�¦®x´a���q�V�q¡2È Ö ¡+�q��³¹±¿º�¡r�q¡"�¦��³B³�¡$®���¢$®��2�V®x¡?Ú » ���q¡a�l®��²¡aª�ª²¡$³B¡$�V®[¢$ª²¢$¾¥¢¥£6�²ª{´$���l¾½��¡a�l®��¿¡
´�¯q¡$º�´�¯q¡$º"�q�q¡Ä�F��º¦³¹�qª�¡S��«­�²�l®¶¡$º » ��ªÑ�2®��²���ÅªÑ� » ª��q�#���²³ » ª�¡ » �¥������±qª²¡2È

Ö ¯q¡aº¦´�¯q���q���q�q¡§���l®¶¡aº » �¥ªÑ�2®��²����ª²�²�¿¢)�¥��º�¡�Ï6�¿�¤�¿®¶��ª²�²�¦¡Åª�¡¼³B�¥�²�q�×�q¡§����³�³�¡$®¶� » ���¦����±qª²¡ » ���qº
´�¯{�¥ÏV�q¡ » �¥�²�l®)È Ö ¡aª²�rº¦¡$¾6�²¡$�l®(· » �¥º¦®���®��²���q�¿¡aº [0, 1]n

¡a� » ��ªÎÀ�Áa�¿º�¡a� A1, . . . ,Aq

£ �q���l®gª�¡a������³�³�¡$®¶�

Ôa�



���¥�V® » º���� » �2º�³��²�rª²¡a�r���¥³B³�¡$®��"�q¡×ª¬«­¯VÀ » ¡aº¦´a�q±j¡ [0, 1]n
È �����qº"®����¿® » �����l® x ∈ [0, 1]n

£G�����q�¥®�¡

A(x)
ª²¡ » ��ª�À¥Áa�qº¦¡YÏV�q��ª�¡Ä´a���l®��²¡a�l®aÈjÐÄ��´�¯q¡$º�´�¯q¡×�q�q¡Ä�F��º�³��qª²¡S�T«Ã���V®�¡aº » ��ª²�2®¶�����¼ª��²�q¢a�¥�²º¦¡"¡a�

x
4

ψ(x) =
∑

A∈A(x)

[

n
∑

i=1

αi(A)xi

]

ψ(1A, 0Ac),
B �	D

�)¾�¡$´
αi(A) ∈ R

£
i = 1, . . . , n

£
∀A

�¦��³B³�¡$®#�¿¡
A(x)

È
ÐS� » ¡$�¿®¼³����l®¶º¦¡aº�ÏV��«Ã��ªrÀu�N�q�q¡9�¿�q�²ÏV�q¡��¦��ª²�½®¶�²�¥�©·N´a¡ » º���±qª�Áa³�¡¥£[�)¾�¡$´��q¡a� » ��ªÎÀ�Á$�qº�¡$�

´a�¥�V®�¡a�{�2�V®+ª²¡Ä³������q���q¡]���¥³B³�¡$®�� » ���¦����±qª²¡2£q�q¢a´$º��Î®¶¡]´a��³�³�¡S���q�Î®YÓÎÔ �2Õ 4

= q = n!

= ´�¯{�2Ï6�¿¡ » ��ª�À¥Áa�qº¦¡]¡a�¦®r�q¢?Â{�q� » �¥º¤�¿�q¡ » ¡$º�³¹�¿®¶�2®¶�����
σ

���qº
N

4

Aσ = {x ∈ [0, 1]n | xσ(1) ≤ xσ(2) ≤ · · · ≤ xσ(n)}

= ´�¯{�2Ï6�¿¡
Aσ

´$���l®¶��¡a�l®
n

����³�³B¡?®¶��� ª0«Ã�¥º��²Ë¥�²�q¡
(0, 0, . . . , 0)

K

= » ���qº�®����¿®
x ∈ Aσ

£{ª²���F��º�³¹�¿ª²¡S��«­�²�l®�¡aº » ��ª²�2®¶�����¼¡a�µ® 4

ψ(x) =
n
∑

i=1

[xσ(i) − xσ(i−1)]µ({σ(i), . . . , σ(n)}).
B ÔU�	D

���]�F�¥º�³¹�qª�¡�BµÔU�	D%¡$�¦®�¡$�B�Q�¥�Î®�ª¬«Îßhâ{æ Ý��¥å`:¥ë²ã"Ü6ã � �{á,Oaê{ã?æ(�q¡
x

BF´a���¿���²�¿¢aº�¢r´a�¥³B³�¡#�q�q¡#�F���q´$®��²�������¿º

N
D?£ » �¥º[º¶� »¿» ��ºµ®�· µ £lÏV�q¡+ª¬«­���B�¿�¥®¶¡$º¶�

Cµ(x)
Ó 86£R���iÕ¬È6���ÄÂ{Ë��qº¦¡
�Y�²ª²ª��q�¦®�º�¡¤ª0«Ã���V®�¡aº » ��ª²�2®¶�����¹�{�2�q�

ª²¡Ä´a�¥�
n = 2

£{�¥¨�ª²�¹�F��º�³¹�¿ª²¡S��«­�²�l®�¡aº » ��ª²�2®¶�����¼�q¡?¾½��¡a�l®)£ » ���qº x1 ≤ x2

4

ψ(x) = x1ψ(1, 1) + (x2 − x1)ψ(0, 1)

= x1 + (x2 − x1)µ({x2}).

I(��º¦¢a���¿³B¢2£��q���q�Y�)¾����¿�]®�º����½¾�¢;ª²¡e³��½�¿Áaª²¡×ª²¡ » ª��q�Ä����³ » ª²¡ » �����¦�²±qª�¡¥£ » º�¡$�{�¥�l®Y¡a�N´a��³ » ®¶¡
ª²¡$� » º�¢?�F¢aº¦¡a�q´$¡a�"�¿���q¢$´a���q¡a�qº#�¦�qº¤®¶���¿®�¡a�#ª²¡$�r�¥ª�®�¡aº��q�2®¶�Î¾�¡a�¤±¿�²�{�¥��º�¡$�T4

= » ���qº�®����¿®
A ⊆ N

£
µ(A)

¡a�¦®rª�¡Ä��´a�¥º�¡]�q¡]ª¬«Ã�¥ª�®�¡aº¦�{�2®¶�Î¾�¡S±¿�²�{�¥��º�¡
(1A, 0Ac)

K

= ª�¡Ä��´a�¥º�¡]��«­�q�q¡×�¥ª�®�¡aº��q�2®¶�Î¾�¡
x ∈ X

¡$�¦®r´)�2ª²´a�¿ª²¢ » �¥º¤ª0«Ã���l®¶¢aË¥º¶�¥ª�¡S�q¡ Ö ¯q�6Ï6�¿¡$® 4

u(x) = Cµ(u1(x1), . . . , un(xn)),

�)¾�¡$´¥£ » ���qº[®¶���½® a ∈ [0, 1]n
BQ¡a�¼�Q�2��®�´a¡$®¦®¶¡"�F�¥º�³¹�qª�¡+�$«Ã¢?®¶¡$�q��·�®¶���¿®

a ∈ R
n D�¡$®

σ
®�¡aªGÏ6�¿¡

aσ(1) ≤ · · · ≤ aσ(n)

4

Cµ(a) :=
n
∑

i=1

[aσ(i) − aσ(i−1)]µ({σ(i), . . . , σ(n)}).
B Ô�Ô D

Ô �



¯l®¶±

(1,1)

(1,0)

(0,1)

(0,0)

x <x

x

x

x
2

1

1 2

�����	�Z� = Qè�l®¶¡aº » �¥ªÑ�2®��²���§ª��²�q¢a�¥�²º¦¡\4{´)�2�
n = 2

È

�½���q���q�rº�¡?¾�¡$�q���q�Ä·;�q�¥®�º�¡]¡?Ú½¡$³ » ª�¡ » º�¢a´$¢a�q¡$�l®5B5�6¡a´$®��²��� �qÈ��	D?£{��ª�¡a�µ®S³B�¥�²�l®¶¡$�{�¥�l®¤�Q�¥´$�²ª²¡Ä�¿¡
ª²¡Äº¦¢a�¦���q�qº¦¡¥Èj��¡a�#´a���l®�º¶�¥���V®�¡a�#�²³ » ����¢$¡a� » �¥º¤ª�¡a� » º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a�+�q¡$¾6�²¡$�q�q¡$�V®�4

b ∼ c⇔ µ(1) = µ(2)

a � b⇔ 0.4µ(1, 2) > µ(1),

���¥��®
µ(1) < 0.4

È]Qèª����½Æ�®+�q¡ » º¦¡a�q�qº¦¡ » �¥º#¡?Ú½¡a³ » ª�¡ µ(1) = µ(2) = 0.3
È

ÐS��®�º����¿¾¥¡aº����{�2�q�YÓ��E�½£]���2Õ��¿�q¡�� Ú¿����³B�2®¶���¶�2®��²�����q¡Y´a¡]³B�6�qÁ$ª²¡¥È

� � 
 ����) 
�� #%!������+� ��� � ����� (�� ����*-� � �%* � � 
�� � )+��
�* � ���"!���#%!"���$)+��
 � � �"*��

* )�� (��%*

�(«Ã���V®�¢aË�º��¥ª²¡Ä�¿¡ Ö ¯¿�½ÏV�q¡?®"´$���l®¶�²¡$�l®+´$��³�³B¡Ä´a�¥� » �¥º¦®��²´$�qª²��¡aº��x±G���
�q�¥³¹±qº�¡]�q¡$�+¡'Ú½¡a³ » ª²¡$�r�¿¡
�F���q´?®¶�����q���T«Ê�¥Ë¥º�¢aË��2®¶�����¸´$ªÑ�¥�¦���²ÏV�q¡$�eÏV�q¡¼�q���¿�e�)¾����q�e�¿���q�q¢¼�q�¥�q�eªÑ����¡$´$®¶����� �¿ÈÎÔ�È4�����¦��³�³B¡
» ���q�q¢$º�¢a¡ ∑

iwiai

´a���¬�q´a���q¡��J¾¥¡a´�ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�¥ª�¡¼�q¡ Ö ¯q�6Ï6�¿¡$®¼ÏV�{�2�q�©ª²�N´a� » �¥´$��®¶¢
¡$�¦®W:lÜlÜ¥ßhæ0ß 9¥ã?£
´¥«­¡a�µ®¦Ìè·iÌè�q��º�¡S¾¥¢aº��ÎÂP�¥�l®

µ(A) =
∑

i∈A µ({i}) » ���qº�®����¿®
A ⊆ N

ÈP���;´a�¥º�º�¡$� » ���q�{�2�q´a¡Y¡a�µ®�4

wi = µ({i}), i = 1, . . . , n.

��¡a�+����³�³B¡$� » ���q�¿¢aº�¢$¡a�S�¥º��q���¿�q¢a¡$� B¬Ð�	 6XD#´a��º¦º�¡$� » ���q�q¡$�V®Ä·Bª¬«­�²�l®�¢aË�º��¥ª²¡Ä�q¡ Ö ¯q�6Ï6�¿¡$®SÏV�{�2�q�
ªÑ�¹´a� » �¥´$��®�¢Y¡$�¦®Äà � éÅÝ?æ0å'ßPOaê{ã?£{´¥«­¡a�¦®µÌ ·iÌÒ�q�²º¦¡S¾�¢$º���Â{�¥�l®

µ(A) = µ(B)
���
|A| = |B|

Èq���;´a�¥º�º�¡$� » ���½Ì
�{�¥�¿´a¡]�a«­¢a´$º���®a£ » �¥�qº i = 1, . . . , n

4

wi = µ({1, . . . , n− i + 1}) − µ({1, . . . , n− i}); µ({1, . . . , i}) =
i−1
∑

j=0

wn−j.

Ô �



�g�2º¹´a���¿��¢aÏV�q¡$�l®)£(ª²¡Å³B���q�²³¹�¿³�£�ª�¡Å³B�iÚ½�²³¹�¿³�£�ªÑ��³B¢$�q�Ñ�2�q¡¥£�¡$®eª�¡a�¹�µ®��2®��²�µ®¶�²ÏV�q¡$�¹��«­��º��¿º�¡¼�¦���l®
´a�¥�¿¾�¡$º¦®¶� » �¥º(ª0«Ã���V®�¢aË�º��¥ª²¡x�q¡ Ö ¯¿�½ÏV�q¡?®)È �g�¥º�¡'Ú¿¡$³ » ª²¡¥£lª²�Ä´)� » �2´a��®�¢¤´a��º¦º�¡$� » ���q�{�¥�l®x�¥��³B���q�²³¹�¿³
¡a�µ®r�q¢$Â{�¿�²¡ » �¥º µmin(A) = 0 » ���qº¤®¶�¥�¿®

A 6= N
È

í+���¿�Åº�¡$�l¾��JÀ����¿�¼ª²¡
ª²¡$´$®�¡a�qºB·©Ó�� �¿£[���6£��¿Ô�£^���iÕ » ���qº » ª²�¿���¿¡9�q¢?®��¥��ª²�e���¿ºBª0«Ã���V®�¢aË�º��¥ª²¡§�¿¡
Ö ¯q�6ÏV�q¡$®r¾6�q¡]´a��³�³B¡Ä�¿�q¡Ä�F���q´$®��²���§�T«Ê�¥Ë¥º�¢aË��2®¶������È

� � � � 
�� �&�$���$# � � � )+��
 ��( . �	� ���+� ��) .0� ��� � ��
�� � � � ) 
 �$�&�$�"� � )+� 
 ��
�� ���

� ��) � �&���%*

��¡�³��½�¿Áaª²¡(±q�¥��¢[���qº�ª¬«­�²�l®�¢aË�º��¥ª²¡%�¿¡ Ö ¯¿�½ÏV�q¡?®%¡$®�ª�¡a��´)� » �¥´a�Î®¶¢a��ÏV�q¡[�q���q��¾�¡$�q���q�4��«Ã���l®¶º��6�q�q��º�¡
��¡$³¹±qª�¡�®¶º�Á$�(º���´�¯q¡ » �¥º%º�� »q» ��º¦®(·S´a¡aª��q�q�q¡¤ª²�"���¥³B³�¡ » ���q�q¢$º�¢a¡2ÈV��¡ » º��ÛÚ;· » �)À¥¡aº�´a¡ » ¡$�q�{�¥�l®[¡a�µ®
¢aª�¢$¾¥¢¥£P´)�¥º#ª�¡Y³��6�qÁaª�¡Ä´a��³ » �¥º¦®¶¡ 2n − 2 » �¥º¶�¥³�Á$®�º�¡$�+·;�q¢?®¶¡aº¦³B���q¡aº$£{ÏV�q�������l®+ª²¡a�¤¾2�¥ª�¡a�qº¦�r�¿¡×ª²�
´)� » �¥´a�Î®¶¢r���qº�®¶���¿®�¡a��ª²¡a� » �¥ºµ®¶�²¡$���¿¡ N BQ¡a�B�Q�¥��®�ª²¡$���¦´a��º¦¡a���q¡r®¶���½®¶¡a�xª²¡a���¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$�x±q���{�¥��º�¡a�SD?£
�¶�2�¿�

∅
¡?®
N

ª��q�ÎÌÒ³BØ$³B¡2È �g�¥º�¡?Ú½¡$³ » ª�¡¥£l�)¾¥¡a´
�Ä´$º��Î®¶Áaº¦¡a�$£������¥º�º¦��¾¥¡¤�q¢ Ù�·]·<��� » �¥º��¥³BÁ?®¶º¦¡a�a£¥´a���l®¶º¦¡
� » �¥�qº#�q�q¡]����³�³�¡ » �¥�q�q¢aº¦¢a¡2È

Ö ¡$®¦®¶¡�´a��³ » ª²¡'Ú½��®¶¢§¡'Ú » ���¿¡a�l®¶��¡aª²ª�¡ » ¡$�¿®�Ø$®¶º¦¡ » º���¯q��±q��®���¾¥¡¥£%¡?®B�¿¡a�½Ú ÏV�q¡$�¦®¶�����q��¡a�¦��¡a�l®��²¡aª�ª²¡$�
¾6�²¡$�q�q¡a�l®"·eª¬«­¡a� » º���®T4

Ô�È�IgÚ½�²�µ®¶¡?Ì¬®¦ÌÒ�²ªT�¿��³��JÀ�¡a����«­�²�l®¶¡$º » º¦¢$®�¡aº#ªÑ�e´)� » �¥´a�Î®¶¢ µ �2Â{���q¡Ä�Q�¥´$�²ª²�Î®¶¡$ºx���¥��¢$ª²�²´$��®¶�2®¶����� �
�½È�IgÚ½�²�µ®¶¡?Ì¬®¦ÌÒ�²ªV�q�e³�� À¥¡a�e�q¡x���²³ » ª���Â{¡$º�ª�¡�³��6�qÁaª�¡����¥�q�%®¶º¦� »¹» ��º¦®�¡aºg�2®�®�¡a�²�l®�¡�·"���SË�¢a�q¢$º¶�¥ª���®�¢¥£

¡$�N�¦¡;����®��{�¥�l®]ÏV�q¡aª�ÏV�q¡ » �¥º¦®]¡$�l®¶º�¡;ª0«Ã���V®�¢aË�º��¥ª²¡×�q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$®Y¡$®Yª²�Å����³�³�¡ » ���¿�q¢aº¦¢a¡¥£��¥�
ª²�¹����³�³B¡ » ���q�¿¢aº�¢$¡]��º��q�¥�q�q¢a¡ �

í+�¥�q�[�¥ª²ª����q�4¾¥���²º(ÏV�q¡#ª²�Sº�¢ » ���q�¦¡r·]´$¡a�[�q¡a�6Ú;ÏV�q¡a�µ®¶�²�¥�q��¡a�¦® » �����Î®¶�Î¾�¡¥È�ÉS�¥�q��´a¡?®�®�¡r�¦¡a´?®¶�²�¥��£��q���¿�
�¥±j��º��¿���q��ªÑ� » º�¡$³B��Áaº�¡2£J¡a�¹���l®¶º��6�q�q���¶�¥�l®�ª²¡$�4´$���q´$¡ » ®��g��«­�²³ » �¥º¦®��2�q´a¡��q¡[´aº¦��®¶Á$º�¡[¡$®g��«Ã���l®¶¡aº��¥´$®��²���
¡a�l®�º�¡Y´aº��Î®¶Á$º�¡a�$ÈP���;�¿¡a�½Ú½�²Á$³B¡ÄÏV�q¡$�¦®��²������¡$º¶���¥±G�¥º��q¢$¡Y�q�¥�q�#ªÑ�e��¡$´$®��²���
���¿��¾2�¥�l®¶¡2È

6+Â{����«­�²�l®¶¡$º » º¦¢$®�¡aºr�q�¥®¶º¦¡Ä³B�6�qÁ$ª²¡¥£½�q�q¡YÏV�q¡a�µ®¶�²�¥���{�i®¶�qº¦¡aª²ª�¡S¡a�µ®rªÑ�e���q�Î¾2�¥�l®¶¡ 4
� ê{ã?ëhë²ã¹ã�à?æ[ë � ßhé"ä{áiå?æ :¥âTÞ�ã×Ü¥êcÞ?å'ßhæ ç?å¶ã

i
Ü	:¥â¿àYê½â�éÅáaÜ6ç?ë²ãYÜ6áiâ{âTÝ��

���Yº¦¢ » ���q�¦¡+¡$�¦®�¡$�B�Q�¥�Î®�³B�¥�²�q�(�¦�²³ » ª²¡#·]�q���q�¿¡aº[Ï6�T«Ã��ª{��«­À » �¥º¶� ��®)£l´a�¥º�¡a�B�Q�2��®�¡aª�ª²¡¤�q¢ » ¡$�q�¼�q¡rªÑ�
�F���q´?®¶�����c��«Ã�¥Ë�º�¢$Ël�2®��²����´�¯¿���²�¦�²¡¥È �4���¿ºÄªÑ�Å�¦��³B³�¡ » ���q�q¢$º�¢$¡¥£��²ª���¡$³¹±qª�¡e�{�2®¶�¿º�¡aªg�q¡ » º�¡$�q�qº¦¡ wi

´a�¥³B³�¡ » �����q�#��«­�²³ » ��ºµ®��¥�¿´a¡]�q��´$º���®�Áaº¦¡
i
ÈZ�4�¥ºr´a���l®¶º¦¡¥£

wi

�T«Ã¡$�¦®S³B�¥�q�Î�F¡a�µ®¶¡a³�¡a�l® » �¥�+ª²¡ » ���²�q�
��«­�²³ » �¥º¦®��2�q´a¡]�q��´aº��Î®¶Á$º�¡

i
�{�¥�¿�+�q�¿¡����¥³B³�¡ » ���¿�q¢aº¦¢a¡��¥º��q���¿�q¢a¡2£ » �¿�²��ÏV�q¡ wi

�¿¡��a«Ã� »q» ª²�²ÏV�q¡
�q��� » �¥�#�¦�qº#ª²¡Ä´aº¦��®�Áaº�¡

i
³B�¥�²�x���qº#ª²¡Ä��Áa³�¡S´aº¦��®�Áaº�¡]³����²�¿��±q�²¡$�����2®¶���¦�Q�¥�Î®)È

Ô 




I(�×´$���q�����q¢aº��¥�l®�ª²¡a��´$º��Î®¶Áaº¦¡a��´a�¥³B³�¡%�q¡$�{Ù¦���¿¡a�qº¦���q�¥�q���q�xÙ¦¡a�Y´a�6� » ¢aº¶�i®¶��� £$�q���q��¡$³ » º¦�q�l®¶���¿�
�¥���q��³B�¥�²�¿¡Ä�q¡×ª²�¹®¶¯q¢$��º���¡Y�¿¡a��Ù¦¡$�½Ú�ªÑ�e�q�2®¶�²�¥���T«�ßhâjÜ¥ß¬Þ�ã�Ü6ã¤ä{áiê 9¥áißhåe�����q¡ 9 :¥ë²ã?ê6å'È Ö ¡$®¦®¶¡����q¢a¡
��¡$³¹±qª�¡��)¾�����ºB¢?®¶¢��¿���q�q¢$¡ » �¥�qºBª²� » º¦¡a³��²Á$º�¡
�F���²� » �¥º 4��qº��2�F�q��¯q��Ó��E�2Õ¬ÈxÐS� ´a�¥�q�����qÁaº¦¡9�q���¿´
�q� ¡$�q��¡$³¹±qª²¡B�q¡YÙ¦���¿¡a�qº¦�

N
£4ª¬«­¡a�q�¦¡a³¹±¿ª²¡Å�¿¡a��Þ�á,:¥ëìßhæQß¬áiâ¿à¼�¿¡YÙ¦���q¡$�qº��

P(N)
£4¡$®e�¿�q¡Å�F���q´?®¶�����

v : P(N) −→ R
º¦¡ » º¦¢a�¦¡a�l®��¥�l®�ªÑ������³�³B¡B��«Ã�¥º�Ë�¡$�l®;��� ª²¡B±G¢$�q¢$Â{´$¡ B0�¥� �¦¡a�q���¥±¿�¦®¶º��¥��®�DYÏV�q¡

º�¡$´a¡?¾½º���´�¯q�¥ÏV�q¡]´a�l�¥ª���®��²���B����ª�¡[Ù¦¡a�
¡a�µ®gÙ¦���q¢2È{�(«Ã¡'Ú¿¡$³ » ª²¡Ä���¿��¾2�¥�l®)£q¡$³ » º��q�l®¶¢]·8Q�ÈqÉ"º¶�¥Ë��¥�NÓÎÔ�Ô?Õ¬£
�²ª�ª²�q�µ®¶º¦¡S±q�²¡$�
´a¡$®¦®¶¡]���Î®¶�{�i®¶�²�¥��È

���������
	��
��	����
������	����������
������	���� ���
���
V�º������]�q�²Ë��¿¡a�]ªÑ�¥�¿�²¡a� 6+Ël�2®¶¯q�¿£/�x¡$®¦®èÀk¡$® Ö �2®¶¯lÀ;BFÏ6�¿¡Å�q���¿�×�q�¥³B³�¡aº¦���q� 6�£ �"£ Ö D
�¦���l®��q¡$��¯{�2±q��®��q¢a¡$�×�q�N®¶¯q¢ �2®¶º¦¡B�¥¨¸¡aª�ª²¡$�×�2�²³�¡a�l®×·��¦¡Åº�¡$�q�qº¦¡Åº�¢$Ë��qª��²Áaº¦¡a³�¡a�l®)È���¡
�q��º�¡$´$®¶¡$�qºx�¿�Å®¶¯q¢ �2®¶º¦¡¥£6ÏV�q�Tª�¡a�[´a���q�q� �²®�±q�²¡$��£6�q¢a�¦�²º�¡+ª²¡$�qº[�Q�2�²º�¡r�q� » ¡$®���®�´)�¥�¿¡)�¥��£6¡$®
ª�¡a�qº�¢a´aº¦��®#·¹´�¯q�¥´a�q�¿¡Ä�q�q¡Äª²¡?®�®�º�¡¥È½ÉS�¥�¿�¤ªÑ��ª�¡$®�®�º�¡ » ���¿º�ªÑ�¥�½À 6×£¿�²ªj�¥ÍGº�¡S�¿�q¡Sº�¡$³B����¡
�q¡! (ÔU�
���qºYª²¡ » º¦�½´�¯q�¥�²�N� » ¡a´?®��¥´$ª²¡¥È Ö ¡ » ¡$�q�{�¥�l®a£4�¦�(ªÑ�¥�¿À 6 ¾6��¡a�l®×�J¾¥¡a´B�������¥³��²¡
ª²�¥�¿À+�"£{¡$ª²ª�¡a�r�¥�qº¦���l®+�¿�q¡×º¦¡a³��²�¦¡Y�¿¡" �	�¿£{�¦��¡$ª²ª�¡S¾½��¡a�l®"�J¾¥¡a´×�������¥³��²¡ÄªÑ�2�¿À Ö £PªÑ�
º¦¡a³��²��¡Ä�¦¡aº����q¡# �E�¿£q¡?®r�q¡# ����e�¦��¡$ª²ª�¡a�x¾6�²¡$�q�q¡$�V®r®¶�¥�¿®¶¡$�rª�¡a��®�º������aÈ
Qèª�¢$´aº��Î®#�q�q¡]ª²¡?®�®�º�¡Ä��¡$³¹±qª²�¥±qª²¡]·eª²�¥�¿À%�+£{ª²�q�G�¥ÍTº��¥�l®rª²¡a�¤º¦¡a³��²�¦¡a�#���q�Î¾2�¥�l®¶¡a�

S
º�¡$³B����¡

v(S)
�  0�E�

6�£��  /�	�
�"£ Ö  ���

6×£��"£ Ö  ����
¡?®+�¿�q¡]ª²¡$®¦®¶º¦¡]·;ª²�¥�¿À Ö £P�J¾¥¡a´Yª²¡$�rº¦¡a³��²�¦¡a�¤���¿��¾2�¥�l®¶¡$�

S
º�¡$³B����¡

v(S)
Ö  ���

6�£ Ö  0�E�
�"£ Ö  ���

6×£��"£ Ö  ����
���k��¡a³B�¥���q¡��¦�q��¾2�¥�l®�¡¥£�ª²��º¦�;�q¡9ª�¡a�qº;º�¢$�q�q����� �¥�½®¶���qº;�q�u®¶¯q¢��q¡ �N¯q¡$�qº�¡$�a£[¡aª²ª�¡a�
�¦���l®S®¶º¦Áa�Ä¡?Ú½´$��®¶¢$¡a�Ä¡?®Ä�q¡ » ¡a�¿¾¥¡a�l®Y�a«­¡a³ » Ø$´�¯q¡aº]�q¡ » �¥º�ª�¡aº+�q¡a�Äª�¡$®�®�º�¡$�SÏV��«Ã¡$ª²ª�¡a�S���l®
º¦¡ � �¿¡a�aÈ-6 » º¦Áa�Ä´a�¥�q´a¡$º¦®��i®¶�²�¥��£G¡$ª²ª�¡a�r�q¢a´$�²�q¡$�V®]�T«Ê�¥ª�ª²¡$ºr®����¿®¶¡$�Sª²¡$�+®�º������S�¥� » º��6´�¯{�¥�²�
� » ¡$´$®��2´aª²¡2£¿¡?®#�¥�²�¿���j�q¡"Ël�2Ë��q¡aºx�q�q¡Sº¦¡a³��²��¡+�q¡� ���¿ÈJ�g�¥�¦��¢Ä´$¡S³B�¥³B¡$�V®���«­¡a� » ¯q��º���¡¥£

Ô 8



¡$ª²ª²¡$�B�¦¡�º�¡$Ël�¥º¦�q¡a�l®§¡?®¼�a«­¡?Ú½´$ªÑ�¥³�¡a�l®M4[³Å�2�²��´a��³�³B¡$�l®B¾2�iÌ¬®¦Ìè�¥� » �¥ºµ®��¥Ë¥¡aºÅª�¡a�  ����
¡$�V®�º�¡¹�¿���q��� �P�¥´a��ª²¡2£{�q��®+ªÑ�¥�½À;6×£G´�¯q�¥´a�q�cº¦¡ � ����®  �E�B¡$®"ª²¡Y®¶���qºr¡a�µ®�Ù¦���q¢2È �4�¥�"�¿�
®����¿®)£Tº�¢$®���º�ÏV�q¡eª²�¥�¿À Ö £�´)�¥ºÄ³����4¡a�N�¥ª²ª²�¥�l®"®����¿®¶¡e�¦¡a�qª�¡;´¥«­¡a�¦®Y´$¡eÏ6�¿¡SÙ$«Ã�¥�qº��¥�²�"¡a��£
�¥ª���º��gÏ6�¿¡#¾¥���q�$£36"Ël�2®�¯{�¿£¥¾¥���q����«Ã�¥�qº¦�²¡ �¤¡$�BÏV�q¡  (ÔU� � ���Ä�q�²�¦´a�q�¦�������BÏV�q�¿�a«­¡a�q�¦�q��¾6��®
�F�¿® » ¡$�u�q��Ë��q¡¼�¿¡§���iÙ¦¡?®¶�;�q¡§�¶�c³B� Ù¦¡a�µ®¶¢§¡?®e�Q�¥�²ª�ª²��®]³�¡$®¦®¶º¦¡§¡a� » ¢$º���ªxª²¡$�qºe�¥³���®��²¢2È
Ö ��³�³�¡a�l®#�q���q´Y�¥���q¡aº¤´$¡a� » �¥�½¾½º¦¡a�rªÑ�¥�¿�²¡a�#·eº¦¢a���¥�q�qº�¡Yª²¡$�qº » º¦��±qª²Á$³B¡ �

ÐS�c�B��´a��´aª²�¥�²º¦¡a³�¡a�l®r�q�q¡¹�¦��®¶�q�2®¶������³��6�q¢aª��²��¢$¡ » �¥º"�¿��Ù¦¡a�c´$�½� » ¢aº��2®¶�Î� v �¦�qº
N = {A,B,C}

È
��¡ » º��¥±qª²Á$³B¡e¡$�¦®Y�q¡ » �¥ºµ®��¥Ë¥¡aº v(N)

���qºÄª�¡a��Ù¦���¿¡a�qº¦�Y�¿¡;�Q� � ���k¢aÏV�q�Î®��¥±¿ª²¡¥£T��¡aª����kª²¡$�qºÄ³B¢$º��Î®¶¡¥£
´¥«­¡a�µ®¦Ìè·iÌè�q��º�¡c�q¡k�q¢?Â{�q��º§�q�q¡k�F���q´$®��²���

φv : N −→ R
®�¡aª�ª²¡�ÏV�q¡ ∑

i φv(i) = v(N)
È Ö ¡$®¦®¶¡

�F���q´?®¶����� ¡a�µ®e�q�Î®¶¡ 9 :¥ë²ã?ê6å��q¡
v
£g���©ßhâjÜ¥ß¬Þ�ã§Ü6ãYä{áiê 9¥áißhå��{�2�q�¹ª�¡Å´)�2�¹��¨ ª²¡$�#Ù¦���¿¡a�qº¦�¹�����l®;�q¡$�

» �¥ºµ®¶��� » �¥ª²��®��²ÏV�q¡$�+B Ù¦¡$�½Ú �q¡¼¾¥�¥®¶¡aD?È�3+�¿¡��¦��ª²�½®¶�²�¥� �¥� » º��¥±qª²Á$³B¡§´$�ÎÌè�¿¡a���¦�q�;¡a�µ®B�T«Ã��³ » ����¡$º¹�q¡$�
´a�¥�q�q��®��²���¿���q¡+º¶�2®��²���q�¥ª²�Î®¶¢<BQ�iÚ½�²��³�¡a�SD�¡?®��q¡r¾�����º�ÏV�q¡$ª²ª²¡$�x�¦���l®�ª²¡$���¦��ª²�½®¶�²�¥�q� » ���¦���²±¿ª²¡a�$È �½¯{� » ª�¡$À
� » º�� » ���¦¢]ª²¡a�r�iÚ½����³B¡$�����¿��¾2�¥�l®¶�YÓ��382Õ 4

Ô�È������	�
����
�� ∑
i φv(i) = v(N)

K

�½È������������H4
φ

�q¡]�q����® » �¥�¤�q¢ » ¡a�¿�qº�¡Y�q¡]ªÑ�¹�Q� � ���
�q���l®r�����l®r�q��³�³B¢$�¤ª²¡$�4Ù¦���q¡a�¿º�� K

�¿È�������
�� �"!#� $%�����4�q�BÙ¦���q¡$�qº
i
¡a�¦®"®¶¡aª4ÏV�q¡e�¶�Å´$���l®¶º¦�²±q�¿®��²����·B®¶���½®¶¡¹´$�l�¥ª²�Î®¶�����
¡a�¦®S�6�¿ª²ª²¡

B
v(A ∪ i) = v(A) » ���qº�®¶�¥�¿®¶¡]´a���¥ª²�Î®¶�²�¥�

A
D'£P�¥ª²�¥º��

φv(i) = 0
K

�qÈ'&(�)!��*���+�,�
�-�
φv

¡$�¦®r�q�q¡Ä�F���q´?®¶�����
ª²�²�¿¢)�¥��º�¡"�¿¡
v
£{�0ÈÃ¡2È

φαv+βv′ = αφv + βφv′
È

�½¯{� » ª²¡?Àk��³����l®¶º¦¢;Ï6�T«Ã��ª%¡?Ú½�²�µ®¶¡��q�q¡��q�q��Ï6�¿¡;�F�¥�q´$®��²���
φv

¾�¢aº¦��ÂP�2�V®Y´$¡a�YÏ6�q�2®¶º¦¡Å�iÚ½����³B¡$�a£��¿��®¶¡
9 :¥ë²ã?ê6å�Ü6ã � �J:?äjë²ã � 4

φv(i) =
∑

K⊆N\i

(n− |K| − 1)!|K|!

n!
[v(K ∪ {i}) − v(K)].

B Ô ��D

Ö ¡$®¦®¶¡Ä�F��º¦³¹�qª²¡"¡a�¦®r�q��º�¡$´$®¶¡$³B¡$�l®+�½®¶�²ª��²���¥±qª²¡ » ���qº¤¡?Ú » º¦�²³�¡aº¤ª0«Ã��³ » ��º¦®¶�¥�q´$¡ �¥ë²áEb�:¥ë²ã � �¿��´$º���®�Áaº¦¡
i

» ���qº¤�q�q¡]´a� » �¥´$��®¶¢ µ È
�½�gª0«Ã���q�q��´a¡]��«­�²³ » ��ºµ®��¥�¿´a¡ BQË�ª���±{�¥ª�¡UD���«­�q�c´aº¦��®¶Á$º�¡×¡a�¦®S�q�c¢aª�¢a³�¡a�l®"�F���¿�{�¥³�¡a�l®��¥ª » ���qº"ª0«Ã���½Ì

®¶¡$º » º¦¢$®¶�2®¶�����Å�q�B³B�6�qÁ$ª²¡¥£V¡$ª²ª²¡#�q¡+���¿Æ;® » �¥� » ���qº[�q¢$´aº���º�¡rª²¡$�x�q�ÎÍT¢$º�¡a�l®�¡a���i®�®¶�Î®¶�q�¿¡a�[�q¡"�q¢$´a�����²�¥�
�²�¿�q�q��®�¡a� » �¥º��¿�q¡Å´a� » �¥´$��®¶¢2Èg���9�¿�¥®¶�����¸��«Îßhâ{æèã?å :6Þ?æQß¬áiâ ¡a�l®¶º¦¡¼ª²¡$��´aº¦��®�Áaº�¡$�

i, j
¡?Ú » º���³B¡Bª²¡;�Q�¥��®

ÏV�q¡eª²¡$�"��³ » ��º¦®¶�¥�q´$¡a�"���q�q�Î¾½���q�q¡$ª²ª²¡$�+�¿¡a�S´$º���®�Áaº¦¡a�
i, j

�¿¡e�a«Ã�¥´a´$�q³¹�qª�¡a�l® » �¥� » �¥�qº"�F��º¦³B¡$º"ª¬«­�²³eÌ
» ��º¦®¶�¥�q´a¡��q¡�ªÑ�k´a�l�¥ª���®��²���

{i, j}
È�IgÚ¿�¥³B���q���q��ª²¡
´a�¥�Å��¨

n = 2
£[¡?®Å´$���q�¦�²�q¢$º����q�Bª²¡$�BÏV�{�2®�º�¡

.µï{ù'ò�ð?õiõ2ða÷QúÃø0úÊð?ó�/xüÊù10añiù?ó$ø¬ú­ø¬ö
µ({i})

ÿ	0$ñiúVò0ô¦õ ò¬ö¦÷0ôµóaø0ôgü32 ú:�xõ¥ð?ò0ø¬ù?ó�� ô(ýJñ �µò0úÃø)4¦ò0ô
i
÷0ôµñ ü+*
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�¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$�¹���¿��¾2�¥�l®¶¡$�HBF¾��¥�²º �g��ËqÈ ��D?£4¡a� �Q�¥�²���¥�l®¹ª0«Ã¯lÀ » �2®¶¯qÁ$��¡
ÏV�q¡§ª²¡$�5�9´aº¦��®¶Á$º�¡$�e���l®e³BØ$³B¡
�²�¿�q�²´$¡Ä��«Ã��³ » ��ºµ®��¥�q´$¡84

= x = (01, 02)
K

= y = (11, 02)
K

= z = (01, 12)
K

= t = (11, 12)
È

(a) (b) (c)

critere 1

x

z t

y

0 1

0

1

1 1

2

2

critere 1

critere 2

x

z t

0 1

0

1

1 1

2

2

critere 1

critere 2

x

z t

y

0 1

0

1

1 1

2

2

y

critere 2

�����	�Y� = É+��ÍG¢aº�¡$�l®¶�r´)�¥�#��«­�²�l®¶¡$º¶�¥´?®¶������È

Qèª�¡a�¦®"´aª²�¥�²º#ÏV�q¡
t
¡$�¦®S³�¡a��ª²ª�¡a�qº¤ÏV�q¡

x
£j³B�¥�²�rª²¡$� » º¦¢$�F¢$º�¡a�¿´a¡a�Ä�¦�qº"ª�¡a�"�¥�¿®¶º¦¡a� » �¥�²º¦¡a�+�q¢ » ¡a�q�¿¡a�l®

�q�����iÙ¦¡?®)ÈjÐS� » ¡$�¿®r��¡]���Î®¶�q¡$º¤¡a�l®¶º¦¡×ª�¡a�¤�q¡$�½Ú�¡?Ú6®¶º¦Øa³�¡a�r���q�Î¾2�¥�l®¶�<4

� ���	�����	�,��! 
��#��������
�� �Ä��� » ���¦¡ µ({1}) = µ({2}) = 0
£%´a¡
ÏV�q��º¦¡$¾6�²¡$�V®B�¥�6Ú » º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a�

x ∼ y ∼ z
BhÂ{Ë��qº¦¡5��BQ�	D D'È Ö ¡aª²�§���²Ë¥�q��Â{¡�Ï6�¿¡ » ���qºÄª�¡e���iÙ¦¡?®)£�ª�¡a�Ä�q¡$�½Úk´aº¦��®�Áaº�¡$�]�q����¾¥¡a�l®

Ø?®¶º�¡��¶�2®��²�¦�Q�2��®¶� » �¥�qºS�)¾��¥�²ºS�q�c�¥±6Ù¦¡$®Ä���2®¶���¦�Q�¥���¶�¥�l®a£G¡?®ÄªÑ���¶�2®��²�¦�Q�2´$®¶�������q¡���¡a�¿ª²¡a³�¡a�l®Äª0«Ã�¿�
�q¡$�#�q¡a�½Ú��¿¡Y�¦�¿Æ;® » �¥�aÈjÐS���q��®#ÏV�q¡]ª�¡a�#´aº¦��®¶Á$º�¡$�r�¦���l®eÞ�áié"äjë²Ý?éÅã?â{æ :¥ßhå¶ã�à?È

� ���	�����	�,��! 
��#��������

	 �Ä��� » ���¦¡ µ({1}) = µ({2}) = 1
£�´a¡;ÏV�q�%¢$Ï6�¿��¾2�¥�¿®Y�¥�6Ú » º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a�

y ∼ z ∼ t
BFÂ{Ë¥�qº�¡<� BQ±YD`D?ÈPÉS�2�q�#´a¡]´)�¥�$£Pª²¡S�¦�iÙ¦¡$®+¡a�µ®¶�²³�¡ÄÏV�q¡]ªÑ�¹���2®¶���¦�Q�¥´?®¶�²�¥���¿¡Yª0«Ã�¿���¿¡a�

�q¡$�½Ú¸´aº��Î®¶Á$º�¡a�×���¿Æ;® » ���qº×�)¾�����º��q�¸��±6Ù¦¡$®��¶�2®��²�µ�Q�¥�²���¥�l®)£�¡$®��¶�2®��²�¦�Q�2�²º�¡�ª²¡$�×�¿¡a�½Ú¸´aº¦��®¶Á$º�¡$�
��«­¡a�µ® » �¥�#�q¢a´$¡a�¦�¶�¥��º�¡¥ÈGÐS���q��®¤ÏV�q¡Yª²¡$�¤´aº¦��®¶Á$º�¡$�r�¦���l®Äà?ê b?à?æQßhæ0ê6æQß �¶à?È

ÉS�¥�¿�Ä´a¡a�Ä�¿¡a�½Ú9���Î®¶�{�2®��²���¿�a£jª²¡a�"´aº��Î®¶Á$º�¡a�"�q¡¹���¥�V® » �¥�S�²�¿�q¢ » ¡a�q�q�¥�l®¶�S�{�2�q�Äª²¡×��¡a�¿�Ä��¨cªÑ���¶�2®��²�µÌ
�Q�¥´?®¶�²�¥�¼�q¡Sª0«Ã�q�§���JF{�q¡"���qº�ª0«Ã�½®¶�²ª���®�¢r�¿¡Sª¬«Ã�¥�¿®�º�¡ » ���qºx�J¾¥���²ºx�q�q¡S��±VÙ¦¡$®#Ë�ª���±{�¥ª�¡a³�¡a�l®x���2®¶���¦�Q�¥���¶�¥�l®
BQ�¿¢a´a¡$�����¥�²º¦¡Y�q�¥�q�¤ª²¡ » º�¡a³��²¡$º�´)�2�a£q���6�½®¶�²ª�¡"�{�2�q�#ª²¡S�¦¡a´a�¥�q�YD?ÈjÐS�
�q�Î®#�¥ª²�¥º���ÏV��«­�²ªjÀ
�¼ßhâ{æ ã?å`:6Þ?æQß¬áiâ
¡a�l®�º�¡Yª²¡a�¤´$º��Î®¶Áaº¦¡a�$È

�E�



3+�q¡;�¦��®¶�q�2®¶�����9���¥�q�]�²�l®¶¡$º¶�¥´?®¶������¡a�µ®]®¶¡aª�ª²¡×Ï6�¿¡�ª²�Å�¶�i®¶�²�µ�Q�¥´$®��²���9�q¡e´�¯{�¥ÏV�q¡;´aº¦��®�Áaº�¡;� »q» �¥º¦®¶¡
�¶� » º¦� » º�¡]´$���l®¶º���±q�¿®��²���
·eªÑ�e���2®¶���¦�Q�¥´?®¶�²�¥�§Ë�ª²��±q�¥ª²¡2£½´$¡YÏV�q���¦¡]®�º¶�¥�¿�q��® » �2ºX4

µ({1, 2}) = µ({1}) + µ({2})
B ÔU�	D

B0�2�q�q��®���¾6��®�¢UD�BF¾��¥�²º	�g��ËqÈJ�HBF´UD`D?ÈPÉS�¥�¿�¤ªÑ�¹���Î®¶�{�i®¶�²�¥��Ô�£q�����
µ({1, 2}) > µ({1}) + µ({2})

£¿�)¾�¡a´
ª¬«­�²�¿¢aËl�¥ª���®�¢��²�l¾�¡$º��¦¢a¡ » ���qº[ªÑ�]���Î®¶�{�i®¶�²�¥� �6È Ö ¡$ªÑ�]���qË¥Ë�Áaº¦¡"ÏV�q¡"ª0«Ã���l®¶¡aº��¥´$®��²���

I12
¡a�l®¶º¦¡+ª�¡a�[´aº¦��®¶Á$º�¡$�

Ô]¡$®
�¹�q¡$¾6º��¥��®rØ$®�º�¡]�q¢?Â{�q�²¡ » �¥º<4

I12 := µ({1, 2}) − µ({1}) − µ({2}) + µ(∅).
BµÔa��D

�(«Ã���l®¶¡aº��¥´$®��²����¡a�µ® » �¥����®���¾¥¡×ÏV�{�¥�¿�cª²¡a�+´aº¦��®¶Á$º�¡$�"���¥�V®S´a��³ » ª²¢$³B¡$�l®��¥��º�¡a�$£P¡$®S�¿¢aËl�2®���¾¥¡�ÏV�{�¥�q�c��ª²�
���¥�V®r�¦�q±q�¦®���®��¿®¶�Î�F�aÈ

ÉS�¥�q��ª²¡
´a�¥�;�q¡ » ª²�q�;�q¡ ��´aº��Î®¶Á$º�¡a�$£�ªÑ�c�q¢$Âq�q��®��²��� �q¡
ª¬«­�²�l®�¡aº¶�2´$®¶����� ¡a�µ®B�¦�²³��²ª²�¥�²º¦¡¼·c´a¡$ª²ª²¡
�q¡;ª¬«­�²�¿�q�²´$¡¹�q¡ �½¯{� » ª²¡$À¥£�´¥«­¡a�µ®¦Ì · Ìè�q��º�¡eÏV�q¡;®¶���¿®�¡a�]ª²¡$�Ä´a�l�2ª²��®��²���¿�S�q¡

N
�q���Î¾�¡a�l®YØ$®�º�¡ » º¦�²��¡$�]¡a�

´a�¥³ » ®�¡¥Èg�����¿¢$Â{�q�Î®¶����� ���¿��¾2�¥�l®¶¡§��¢?®¶¢ » º¦� » ����¢$¡ » �¥º 4��qº��¥�F�¿��¯q��¡?® �½���q¡$�{� Ó��E�¥Õ0£ » ���qº¹�q�¿¡
» �¥��º�¡Ä�q¡]´$º���®�Áaº¦¡a�

i, j
4

Iij :=
∑

K⊆N\{i,j}

(n− k − 2)!k!

(n− 1)!

[

µ(K ∪ {i, j}) − µ(K ∪ {i}) − µ(K ∪ {j}) + µ(K)
]

.
BµÔ ��D

ÐS� �
Iij > 0

BQº¦¡a� » È < 0,= 0
D » ���¿º§�q¡a��´aº¦��®¶Á$º�¡$��´$��³ » ª²¢$³B¡$�V®¶�¥�²º¦¡a�CBFº�¡$� » È#���¿±q�¦®���®¶�½®¶���F�$£

�²�¿�q¢ » ¡a�q�q�¥�l®¶��D'È#��� �q¢$Â{�¿��®¶����� �q¡c´$¡$®��²�¿�q�²´$¡�� ¢$®�¢c¡a�q�¦�q��®�¡c¢$®¶¡$�q�q�q¡ » �2º¼ª¬«Ã�¥�¿®�¡a�qº§·¸®����¿®�¡
´a���¥ª²�Î®¶�²�¥�¼�q¡]´aº¦��®¶Á$º�¡$�

A ⊆ N
ÓÎÔ � Õ�4

Iµ(A) :=
∑

K⊆N\A

(n− k − |A|)!k!

(n− |A| + 1)!

∑

L⊆A

(−1)|A|−|L|µ(K ∪ L).
BµÔ ��D

BQ�¿���q�¼��³�¡$®¦®¶º¦���q�Åª0«Ã���q�q��´a¡
µ

�a«­�²ªr��« À°� » �2�¼��«Ã�¥³¹±q��Ë�� �¬®�¢UD�ÐS� º�¡$³Å�¥º¦ÏV�q¡�ÏV�q¡cª¬«­���©�
Iij =

I({i, j})
£j¡$®Ä�¥�q���¦�

I({i}) = φ(i)
£jª¬«­�²�q�¿�²´a¡Y��«­�²³ » �¥º¦®��2�q´a¡Y�q¡ �½¯{� » ª²¡?À�ÈZ�4���qº"´a¡$®¦®¶¡eº��¥�²�¦����£j���

� »q» ¡aª�ª²¡]ªÑ�;�F���q´?®¶�²�¥�
I
ª¬«ÎßhâjÜ¥ß¬Þ�ã¹Ü�� ßhâ{æ ã?å`:6Þ?æQß¬áiâ�Ü6ã � �J:?äjë²ã � ÈYQèª4¡$�¦®S�Q�2´a�²ª�¡]�q¡×¾¥���²ºrÏV�q¡¥£GÏ6�q�¥�q�cªÑ�

´)� » �¥´a�Î®¶¢Ä¡$�¦®"�¥�q�q�Î®¶��¾¥¡¥£½���9�
I(A) = 0 » ���qº�®¶�¥�¿®

A
®¶¡$ª�Ï6�¿¡

|A| > 1
È

���#�F���¿´$®¶�����
I » ¡a�¿®�Ø$®�º�¡�¾6�q¡�´a��³�³B¡(�¿�q¡[®�º¶�¥�¿�¦�F��º¦³B¢$¡[���l¾�¡aº¦����±qª²¡(¡?®gª��²�q¢a�¥�²º¦¡g���¿º4ª0«Ã¡$�q��¡$³¹±qª²¡

�q¡$��´)� » �¥´a�Î®¶¢a�TBQ��� » ª²�q�[Ë�¢$�q¢aº��¥ª²¡$³B¡$�V®x�q¡a��Ù¦¡a�½ÚB´a�6� » ¢aº��2®¶�Î�F� v D'È Ö ¡$´a�G¡a�¦®��²ª²ª��q�¦®�º�¢ » �¥º�ªÑ�ÄÂ{Ë��qº¦¡
�½È(��¡$���¿��³¹±qº¦¡a�

I(S)
�q¡¼�F�¥º�³�¡a�l® » �¥�;�q� ®¶º¦¡a��ª²ª²���a£ » �¥ºe´$���l®¶º¦¡¥£(�²ª���¾�¢$º��ÎÂ{¡a�l®��q¡a�6Ú º�¡$ªÑ�2®��²���q�

º�¡ » º�¢$��¡$�V®�¢a¡$� » �¥ºÄ�q¡$�×�¦�qº¦�Q�2´a¡a�YË�º¦�²��¢$¡a�]�{�¥�¿�Yª²�ÅÂ{Ë��qº¦¡ �C4 ∑

i∈N

I(i) = 1
£ ∑

S⊆N

BsI(S) = 0
£���¨

ª²¡$�
Bs

�¦���l®¹ª�¡a���¿��³¹±qº¦¡a���¿¡ �x¡$º��q�¥�qª²ª���BF¾��¥�²ºBÓÎÔU�½£[ÔU�½£�Ô 
½£�Ô 82Õ » ���qº]®¶���q�×ª²¡$�×�q¢?®��¥��ª²�Y���qºY´a¡$�
®¶º��¥�q�µ�F��º�³B�2®¶�����q�SD?È

�½Ô



∅

Ç � � �

Ç�� Ç�� Ç�� ��� ��� ���

Ç���� Ç���� Ç���� �����

Ç������
X

S⊆N

BsI(S) = 0

X

i∈N

I(i) = 1

I(∅)

I(1) I(2) I(3) I(4)

I(12) I(13) I(14) I(23) I(24) I(34)

I(123) I(124) I(134) I(234)

I(1234)

�����	� � = V�º�¡$�²ª�ª²�²�
(P(N),⊆)

¡$®#¾2�¥ª�¡a�qº¦�¤�q¡
I
È

� � � � ���1�"� ) � #%*
k
� ��� ��) �$) �"�%* � � �-���1�"� ) � #%*

p
� *���. # � ��)�� (��%*

��¡a�[�q�¥®¶�����q��´a�ÛÌè�q¡$���¦�q�x�¦���l®�·]ªÑ�Ä±{�¥�¦¡+�¿¡+ª²�]�¿¢$Â{�q�Î®¶�����B�¿¡a�[´)� » �2´a��®�¢a� k Ìè�¥�q�q�Î®¶��¾¥¡a�$£lÏ6�¿�P¾¥���l®
�q���¿� » ¡aº�³�¡$®¦®¶º¦¡Å�q¡B´a���¿¾6º¦�²ºYª²¡a�×�²�l®¶¡$º�³�¢a�q�²�¥�²º¦¡a�Ä¡$�V®�º�¡¼ª²���¦��³�³B¡ » �¥�q�q¢aº¦¢a¡¼¡?®¹ª0«Ã���V®�¢aË�º��¥ª²¡e�¿¡
Ö ¯q�6ÏV�q¡$®+�{�¥�q�¤®����¿®¶¡Ä����Ë¥¢a�q¢$º¶�¥ª���®¶¢2È

3+�q¡[´)� » �¥´a�Î®¶¢�¡a�µ®��q��®�¡ k � :lÜlÜ¥ßhæ0ß 9¥ã(���V�����Y�²�¿�q�²´$¡(��«Ã���l®¶¡aº��¥´$®��²���
I
¡$�¦®�®¶¡$ªlÏ6�¿¡

I(A) = 0
ÏV�{�¥�q�

|A| > k
ÓÎÔ � Õ¬È 3r�q¡
´)� » �¥´a�Î®¶¢cÔ$Ìè�¥�q�q�Î®¶��¾¥¡¼�q¡ » ¡a�¿®;º¦¡ » º¦¢a��¡$�l®¶¡aºB�q¡ » ¯q¢$�q��³�Áa�q¡���«­�²�l®¶¡$º¶�¥´?®¶�����

» �q����ÏV�q¡¹�¦¡a�qª��"ª�¡a�"���q�q��´a¡a�
I({i})

BF�¬È­¡¥Èjª²¡$�+���q�q�²´$¡a�+��«Ã��³ » ��ºµ®��¥�q´$¡UD¤�����l®"�q�����V�qª��aÈ Qèªg¡a�µ®"�Q�¥´$�²ª�¡
�q¡Ä¾��¥�²º¤ÏV�q¡Y´¥«­¡a�¦®r¡$���Q�¥�Î®¤�q�q¡Y´)� » �¥´a�Î®¶¢]�¥�¿�q��®���¾�¡]�2���¦¡a�q�r�q�¦�q¡aª0È

3+�q¡;´a� » �¥´$��®¶¢N�JÌ �¥�q�¿��®¶�Î¾�¡¹´$���q�¦�²�qÁ$º�¡;��¡$�qª²¡$³B¡$�V®]�¿¡a�Y�²�l®¶¡$º¶�¥´?®¶�²�¥�q� » ���qºÄ�q¡$� » �¥�²º¦¡a�Ä�q¡;´aº¦�ÎÌ
®¶Á$º�¡$� K2¡$ª²ª�¡(�q¢a´$¡a���¦��®�¡x��¡$�qª²¡$³B¡$�l® n(n + 1)

2
− 1 » �¥º¶�¥³�Á$®�º�¡$� » ���qº�Ø?®¶º�¡[¡a�l®��²Áaº¦¡a³�¡a�l®4�q¢$®�¡aº�³��²�¿¢a¡¥È

�(ª²�q�gË�¢a�q¢$º¶�¥ª�¡a³�¡a�l®)£2�q�q¡¤´a� » �¥´$��®¶¢ k Ì �2�q�q��®���¾¥¡x�q¢$´a¡a�¦���Î®¶¡ 1+n+
(

n
2

)

+ . . .+
(

n
k

)

−2 » �¥º��¥³BÁ?®¶º¦¡a�aÈ
���¹Â{Ë��qº¦¡ �e³����l®¶º¦¡Y�¿�q¡]º�¡ » º�¢a�¦¡a�l®��i®¶�²�¥����«­�q�q¡]´a� » �¥´$��®¶¢�� Ìè�¥�q�q�Î®¶�Î¾�¡¥È

�������	��

��

���

I(∅)

I(1) I(2) I(3) I(4)

I(12) I(13) I(14) I(23) I(24) I(34)

0 0 0 0

0

�

µ(1) µ(2) µ(3) µ(4)

µ(12) µ(13) µ(14) µ(23) µ(24) µ(34)

µ(123) µ(124) µ(134) µ(234)

Ç

�����	� � = �[�¥ª²¡$�qº��#�q¡
I(S)

£
S ⊆ N

£ » ���qº#�q�q¡Y´)� » �¥´a�Î®¶¢�� Ì �2�q�q��®���¾¥¡¥£q¡?®+®�º�¡a��ª²ª��²�x�¿¡a�#¾¥�2ª²¡a�¿º��#�q¡

µ
��±¿®�¡a�V� » �2º�®¶º¶�2�q�¦�F��º¦³Å�i®¶�²�¥�¼�²�l¾�¡$º��¦¡

I−1 È

���



1

11/2
0

−1

I12

φ(1)

a1 ∧ a2

a1 ∨ a2

a2
a1

�����

a1+a2

2

���	�
�
����
��	�������������

11/2

a2
a1

���
�������! #"%$

&'$)(%*,+.-0/1$2�

�����	� 
 = I(�q�¦¡a³¹±¿ª²¡]�q¡a�#���V®�¢aË�º��¥ª²¡$�¤�q¡ Ö ¯q�6Ï6�¿¡$® » �¥�qº n = 2
È

IgÚq�2³B���q���q�
�)¾�¡$´ » ª²�q�Å��«Ê�i®�®¶¡$�l®¶�²�¥� ª�¡�³��½�qÁ$ª²¡W� Ì �¥�¿�q��®���� È Ö ¡aª��q�ÎÌÒ´a�"¡$�¦® » �2º¦®¶��´a�qª��²Á$º�¡a³�¡a�l®
�²�l®�¢aº�¢$�����¥�l® » �q����ÏV��«­�²ªP¡a�µ®¤¢a´$���q��³��²ÏV�q¡r¡$® » ¡$º�³�¡$®��¿¢)�¥�q³������q���¿¡"º�¡ » º�¢$��¡$�V®�¡aº¤�q¡$�x���V®�¡aº��¥´$®��²���q�
¡a�l®�º�¡\�e´$º��Î®¶Áaº¦¡a�$ÈjÐÄ�
³����l®¶º¦¡YÏV�q¡]�{�2�q�#´a¡]´)�¥�$£{ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�2ª²¡S�q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$®r�¦¡×³�¡$®#�¦���q�#ªÑ�¹�F��º¦³B¡
���¿��¾2�¥�l®¶¡2£ » ���¿º a ∈ R

n 4

Cµ(a) =
∑

Iij>0

(ai ∧ aj)Iij +
∑

Iij<0

(ai ∨ aj)|Iij| +
n
∑

i=1

ai(φ(i) −
1

2

∑

j 6=i

|Iij|).
BµÔ 
�D

ÐS�9º¦¡a³B�¥º�ÏV�q¡×Ï6�¿¡����
Iij > 0

£j�¥ª���º��#ª0«Ê�¥Ë¥º�¢aË��2®¶�����
¡a�¦®"�q�9®èÀ » ¡�Þ�áiâac)áiâTÞ?æQß � BQ´$º���®�Áaº¦¡a�rº�¡aª��²¢$� » �2º
�q�k³��²�q��³¹�q³ D?£P¡$®]ÏV�q¡;���

Iij < 0
£��¥ª���º��Sª0«Ê�2Ë�º�¢$Ël�2®¶������¡$�¦®]�q¡e®èÀ » ¡�Ü¥ß²à c)áiâTÞ?æQß � BF´aº¦��®¶Á$º�¡$�Äº�¡aª��²¢$�

» �¥º(�¿��³B�iÚ½�²³��q³@D'ÈEI(�¿Âq��£l�²ª½º�¡a�µ®¶¡#�q�e®¶¡$º�³�¡¤ª²���q¢)�¥��º�¡[�Q�¥�²���¥�l®(�²�l®¶¡$º¦¾¥¡a�q��º(ªÑ�"¾2�¥ª²¡$�qº%�q¡ �6¯{� » ª�¡$À�È
ÐS� » ¡a�¿®+³����l®¶º�¡$º#Ï6�¿¡

Cµ(a)
¡$�¦®S�¿�q¡×´$��³¹±q���{�¥�������
´a�¥�V¾¥¡?Ú½¡e�q¡$�

ai

BF�q�²´?®��2®�¡a�qº¦��D?£P�q¡$�r®�¡aº¦³B¡$�

ai ∧ aj

BF´a��� Ù¦���q´$®��²���¿��D�¡$®
ai ∨ aj

BQ�q���FÙ¦���q´?®¶�����q��D¼ÓÛÔa�iÕ¬È�����Â{Ë��qº¦¡ 
c³����l®¶º¦¡§ª¬«­¡a�q�¦¡a³¹±¿ª²¡§�q¡$�
�²�l®�¢aË�º��¥ª²¡$�S�q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$® » ���qº n = 2

BQ¡$ª²ª�¡a�S�¦���l®]�q���q´e�q��®èÀ » ¡ � Ì �¥�¿�q��®����SD?£{��¨kª¬«­��� » ¡a�½®Ä¾����Î®
´aª²�¥�²º¦¡a³�¡a�l®¤´$¡$®�®�¡ » º�� » º��²¢?®¶¢]�q¡]´a�¥�V¾¥¡?Ú½��®�¢ÅÓÛÔ � Õ¬È

3+�q¡[�¥�½®¶º�¡ » ���¦���²±¿�²ª²�Î®¶¢��q¡(�q¢?Â{�q�²º��¿�q¡�¯q�²¢$º¶�¥º¦´�¯q�²¡%�¿¡(³B�6�qÁaª�¡a��¡$�¦®��q¡(´$���q�����q¢aº¦¡aº�ª²¡$��´)� » �¥´a�Î®¶¢$�

p
ÌÒ�¦À6³�¢$®¶º¦�²ÏV�q¡$�a£qÏV�q��Ë�¢$�q¢aº��¥ª²����¡$�V®#ª²�¹�q�¥®��²���§�q¡Ä´a� » �¥´$��®�¢Ä�¦À6³B¢?®¶º¦�²ÏV�q¡;Ó��	�iÕ0ÈPÐS���¿��®¤ÏV�q¡

A ⊆ N
¡a�µ®§�q�dàJáiêlà ��ã?â¿àJã?éNbaë²ã9Ü�� ßhâjÜ¥ß �SÝ?å�ã?âTÞ�ã » ���qº µ ��� » ���qº�®¶���½®

B1, B2 ⊆ A
®¶¡aª��¼ÏV�q¡

|B1| =

|B2|
£
µ(C ∪ B1) = µ(C ∪ B2), ∀C ⊆ N \ A

È �r¡$³Å�2º�ÏV�q���q�YÏV�q¡Å�¦�
A

¡$�¦®¹�¦���q� Ìè¡a�¿��¡a³�±qª²¡
��«­�²�q�¿��ÍG¢aº�¡$�q´a¡2£{�¥ª���º��[®¶���¿®

A′ ⊆ A
ª¬«­¡a�µ®#�¥�q�¦���¬ÈqÉ�«Ê�2�¿®¶º¦¡ » �¥º¦®a£½®����¿®#�����qË�ª�¡$®¶�¥�¼¡a�µ®#�q�
¡a�q�¦¡a³¹±qª�¡

�E�



��«­�²�q�¿��ÍG¢aº�¡$�q´a¡2È
ÐS�¼�q��®�ÏV�q¡

µ
¡a�µ®

p
�¬à � éÅÝ?æ0å'ßPOaê{ãS�¦�Gª²� » �¥º¦®���®¶�����;�q¡

N
ªÑ� » ª²�q��Ë�º��¥������Áaº¦¡+¡$�¼�����¿�µÌè¡$�q��¡$³¹±qª�¡a�

��«­�²�q�¿��ÍG¢aº�¡$�q´a¡B��¡'Ú¿�¥´$®�¡a³�¡a�l®
p
�����q� Ìè¡$�q��¡$³¹±qª²¡$�

A1, . . . , Ap

BF��� � »q» ¡$ª²ª�¡��¿�q¡B®�¡aª²ª�¡ » �¥º¦®���®��²���
�q�q¡\b�:iàJã+�q¡

µ
D?È�3r�q¡"´a� » �¥´$��®¶¢]Ô$ÌÒ�¦À6³�¢$®¶º¦�²ÏV�q¡#¡a�µ®��q�¿¡+´a� » �¥´$��®¶¢#�µÀ½³�¢$®�º���Ï6�¿¡S�¥����¡$�q�x��º¦�q�²�q�¥�²º¦¡¥£

�¬È­¡¥È
µ(A)

�q¢ » ¡a�¿�9��¡$�qª²¡$³B¡$�l®+�¿¡
|A|

È
6�¾¥¡a´Y�q�q¡Ä±{�2��¡

(A1, . . . , Ap)
£¿®¶�¥�¿®¤���¥�q�µÌÒ¡a�q�¦¡a³¹±qª�¡

B ⊆ N
¡a�¦®rº¦¡ » º¦¢a��¡$�l®¶¢ » �¥º¤�q�§¾�¡$´$®�¡a�qº

(b1, . . . , bp)
£j�¥¨

bi = |B ∩ Ai|
ÈYQèª�¡a�¦®+�Q�¥´a��ª²¡]�q¡�¾¥���²ºrÏV��«­�q�q¡¹´a� » �¥´$��®¶¢ p ÌÒ�¦À6³�¢$®¶º¦�²ÏV�q¡��J¾¥¡a´¹�¿�q¡

±{�¥�¦¡
(A1, . . . , Ap)

�q¢a´$¡a���¦��®�¡ ∏p
i=1(|Ai|+ 1)

´$�½¡?Æ�´a�²¡$�l®¶� » �¥�qº�Ø$®�º�¡Ä�q¢?Â{�q��¡¥È QèªG¡a�¦®#���l®¶¢aº¦¡a�¦�¶�¥�l®
�q¡Y´a���¿���²�¿¢aº�¡$º#ªÑ�eº�¡ » º�¢$��¡a�l®¶�2®¶�����9�¦���q�#�F��º�³�¡Ä�q¡Ä®¶º¦¡a�²ª�ª²���x�q¡]®¶¡$ª²ª²¡$�¤´)� » �¥´a�Î®¶¢a��Bh¾�����º#ÂqË��qº�¡$��8e¡?®
�	D'È

�

µ(1) µ(2) µ(3) µ(4)

µ(12) µ(13) µ(14) µ(23) µ(24) µ(34)

µ(123) µ(124) µ(134) µ(234)

Ç

�

α1

α2

α3

Ç

�����	� 8 = Ö � » �2´a��®�¢�Ô?Ìè�¦À6³�¢$®�º��²ÏV�q¡2È �6�qº×ª�¡�®�º�¡$�²ª²ª��²�
P(N)

£�ª²¡$�×�¦�qº¦�Q�¥´$¡a�¹Ë¥º��²�¦¢a¡$��º�¢$�q�q������¡$�l®eª²¡$�
¾2�¥ª²¡$�qº��¤�¿¡

µ
�²�¿¡a�l®¶��Ï6�¿¡a�aÈP��¡Ä®¶º¦¡a��ª²ª²�����¿¡a�#¾¥�2ª²¡a�¿º��¤�q¡

µ
��¡]º�¢$�q�q�Î®"�2�²�q�¦��·e´a¡aª��q��Â{Ë��¿º�¢Y·e�qº����Î®¶¡2È

�

µ(1) µ(2) µ(3) µ(4)

µ(12) µ(13) µ(14) µ(23) µ(24) µ(34)

µ(123) µ(124) µ(134) µ(234)

Ç

�

α1,0

α2,0

α2,1

α0,1

α0,2

α1,2

α1,1

Ç

�����	� � = Ö � » �¥´$��®¶¢�� ÌÒ�¦À6³�¢$®¶º¦�²ÏV�q¡r�)¾�¡$´"ªÑ�Ä±{�2��¡
({1, 2}, {3, 4})

È34�Ø$³B¡$��´$���l¾�¡$�V®��²���¿�x�q¡rº�¡ » º�¢'Ì
��¡$�l®��2®��²���
ÏV�q¡ » ���¿º¤ªÑ�¹Â{Ë��qº¦¡ 8¿È Qèª�À
�

3 × 3 − 2 » �2º¶�¥³�Á$®�º�¡a�$£q�F��º�³B�¥�l®¤ª�¡S®¶º�¡$�²ª�ª²�²�
32 È

� �
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��¡a��³B�6�qÁaª�¡a�;·k±{�¥�¦¡��q¡
´a� » �¥´$��®¶¢$� » º�¢$��¡a�l®�¢a�¼´$�ÎÌè�¿¡a���¦�q� » ¡$º�³�¡$®�®�¡a�l®��q�q¡�º�¡ » º�¢$��¡a�l®¶�2®¶�����
®¶º¦Áa�e�¦��� » ª�¡§�q¡a� » º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a�$£[�¦��±q��¡a� ÏV��«Ã��ªx¡$�¦® » �¥������±qª²¡Å�q¡§ª²¡$�;�¥�{� » ®�¡aºe·c�q¡$���2®�®���®¶�¿�q¡a�¹�¿¡
�q¢$´a�²�¦�²����®¶º�Á$�"¾2�¥º���¢a¡$�aÈ Ö ���q�����q¢aº¦���q�Sª0«Ã¡'Ú½¡a³ » ª²¡×���q�Î¾¥�2�V®a£G�¥¨cª²¡��¿¢a´a���q¡a�¿º"¡?Ú » º¦�²³�¡����¼�¦®¶º��2®¶¢$Ë��²¡
�q¡]�q¢$´a�²�¦�²���
�¦���q�¤�F��º�³�¡Ä�q¡]º�Á$Ë�ª²¡$�YÓ����JÕ¬È

���������
	��
��������	
	 ��� ����
����
������	 � � ��
����
3r� �q��º�¡$´$®¶¡$�qº
�q¡c�Q�¥´a�¿ª�®¶¢�¾¥¡a�¿®�¢$¾2�¥ª��q¡aº§�¦¡a��¢$®��q�q�Ñ�2�V®���· » �2º¦®¶��º¼�q¡kª²¡$�qº��
�q�2®¶¡a�
¡$� ³B�2®�¯q¢a³B�2®¶��ÏV�q¡a�+B 4WD?£g�¦®��i®¶�²�µ®¶��Ï6�¿¡a�+B � D�¡$®;ª²�¥�qË��q¡$�HB0� D?È �(ª²�¿® _¥®eÏV�q¡
�q¡¼Â¿Ú½¡aº
�q¡$�¼´a�6¡$Æ�´$�²¡a�l®��¼��«­�²³ » ��ºµ®��¥�¿´a¡ » ���¿ºB´�¯{�2Ï6�¿¡c³Å�2®��²Á$º�¡
¡$®§�T«Ã�¿®��²ª��²��¡$º;�q�q¡��¦��³B³�¡
» ���q�q¢$º�¢$¡MBQ��ª[�9¢$®�¢Å´a�¥�V¾2�¥���q´a� ·�ªÑ�
ª²¡$´$®��qº�¡B�q¡Å�q�2®¶º�¡B��¡$´$®¶����� �qÈ��	D'£���ª » ¡$�q��¡¼ÏV�q¡
ª0«Ã��³ » ��º¦®¶�¥�q´$¡Ä�q¡a�S³B�2®��²Áaº¦¡a�r�q¢ » ¡a�¿��¡a�9�Q�2��®+�q� » º¦�¥Â{ª��q¡�ª0«Ã¢?®¶�q�¿�Ñ�¥�l®+¡a��ÏV�q¡$�¦®¶������£
» ª��q� » �¥º¦®��²´a�¿ª²�²Á$º�¡$³B¡$�V®��q¡S�¦¡a�¤� » ®¶�Î®¶�q�q¡$��¡a�Å³Å�2®�¯q¢a³B�2®��²ÏV�q¡a�$ÈRQèªj¡?Ú » º¦�²³�¡"ª�¡a���q¡$�½Ú
º¦ÁaË�ª�¡a�¤���¿��¾2�¥�l®¶¡$��4
BP�YÔ D��#áiê6åÅê6â.Ý?æQêqÜ¥ßP:¥â{æXb?áiâ°ã?â éN:¥æ �{Ý?éN:¥æ0ßPOaê{ã�à�
rë²ã�àÅëA:¥â
�¥êPã�à;àJáiâ{æ[äjëìêlàÅßhé"ä{áiå �

æ :¥â{æèã�à\Oaê{ãYë²ã�àSà?æ :¥æQß²à?æQßPOaêPã�à �
BP�
��D��#áiê6å¹ê½â Ý?æ0ê¿Ü¥ßP:¥â{æ�éN:¥ê 9 :¥ß²àBã?âNéN:¥æ �{Ý?éN:¥æ0ßPOaê{ã�à�
�ë²ã�àYà?æ :¥æ0ß²à?æQßPOaêPã�à×àJáiâ{æ4äjëìêlà

ßhé"ä{áiå'æ :¥â{æèã�à\OaêPãÄë²ã�àYëA:¥â
�¥êPã�à �
���Sº¶�2�²���¥�eÏ6�¿�q�����¿�µÌÒ®�¡a�q��´a¡$�(�q¡a�6Ú;º�Á$Ë�ª²¡$�(¡a�¦®�ÏV�q¡#ª²�+�Q�¥´a�¿ª�®¶¢x¢$®��2�V®��¿¡�®èÀ » ¡#��´$�²¡a�l®��ÎÌ
Â{ÏV�q¡2£q���¼�¿¡S�¶�¥�¿º¶�¥�Î®¤�¥�q³�¡$®¦®¶º¦¡"�q�§¢?®¶�q�q�²�¥�l®x�Q�¥��±qª²¡r�{�¥�¿��ª²¡$�x�q¡$�½Ú§³B�2®¶��Áaº¦¡a�x�¦´a��¡a�½Ì
®���Â{ÏV�q¡$�a£{¡$®r���
�q¢$����º�¡]��� » �����¦�²±qª�¡Ä�q¡a�r¢$®��q�q�²�¥�l®¶�¤¢aË��¥ª²¡$³B¡$�V®#±j���q�#¡$��ª²�¥�qË��q¡$�aÈ
Qèª�´$���q�����qÁaº¦¡]ª²¡a�¤�¿¡a�½Ú�¢?®¶�q�q�²�¥�l®¶��6 ¡$®��"È

³B�2®�¯q¢a³B�2®¶��ÏV�q¡a� B 4WD �µ®��2®��²�µ®¶�²ÏV�q¡$��B5� D ªÑ�¥�qË¥�q¡a� BQ�0D`D
¢$®��q�q�²�¥�l®

A 14 16 7
¢$®¶�¿�q�Ñ�¥�l®

B 14 15 8
É�«Ã� » º¦Áa�Sª²�Bº¦ÁaË�ª�¡@BP�YÔ D'£G�¥�c�B���¥�q�Ä�¥³�±q�²Ë�� �¬®¶¢

A ≺ B
È&�½��ª¬«­�����q¢a�¦�²º�¡�º�¡ » º�¢a�¦¡a�l®¶¡$º

´$¡$®�®�¡ » º�¢?�F¢aº¦¡a�q´$¡ » �¥º¼�q�q¡c���l®¶¢aË¥º¶�¥ª�¡9�q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$®a£¤´a¡$´a�S��³ » ª��²ÏV�q¡ µ({M,S}) +

µ({S}) < 1
£[�¥���q���rÏV��«­��� » ¡a�¿®B�Q�¥´a��ª²¡a³�¡a�l®�ª²¡�¾�¢$º���Âq¡aºaÈ���¡9�q��º�¡$´$®¶¡$�qºÅ´$���q�¦�²�qÁ$º�¡

³B�¥�²�l®�¡a�{�¥�l®#ª�¡a�¤¢$®��q�q�²�¥�l®¶� Ö ¡?®"É×È

���



³B�2®¶¯¿¢a³B�2®¶��Ï6�¿¡a� B54 D �¦®¶�2®¶���¦®��²ÏV�q¡a� B � D ª²�¥�qË��¿¡a� B0� D
¢$®¶�¿�q�Ñ�¥�l®

C 9 16 7
¢?®¶�q�q�²�¥�l®

D 9 15 8
Ö ¡?®�®¶¡��F���²�$£2��«Ã� » º¦Áa�(ª²�+º�Á$Ë�ª²¡TBd����D?£i���e�

C � D
£¥´$¡�ÏV�q�¿��³ » ª²�²ÏV�q¡�ÏV�q¡ µ({M,S})+

µ({S}) > 1
È 49�¥���#´a¡a´$��³BÁ$�q¡Y·e�q�q¡]´a���l®�º¶�¥�q��´$®��²��� �

Qèª��a«Ã�)¾�Á$º�¡Y�q���q´]�²³ » �����¦�²±qª�¡"�q¡]º�¡ » º�¢$��¡$�V®�¡aº+´a¡a� » º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a� » �¥º¤�q�q¡]���V®�¢aË�º��¥ª²¡"�q¡ Ö ¯q�½ÏV�q¡?®)È
Qè³ » ª²�²´$��®�¡a³�¡a�l®)£6ª²¡S�¿�²º�¡$´$®�¡a�qº¤´$���q�����qÁaº¦¡ÄÏV�q¡;ÔU�¹¡a�µ®+ª²�¹ª²��³B�Î®¶¡#¡a�l®¶º¦¡]ª²¡a�¤±j���q�¿¡a�¤¡$®#ª�¡a�¤³B�¥�½Ì

¾2�¥�²�¦¡a�[�q�¥®�¡a�aÈ Qèª{ÀB�×�q���¿´+¡'Ú¿���¦®�¡a�q´$¡S��«­�q�Å�q�Î¾�¡a�¥�Å�Fº��¥�V®��²Á$º�¡¥£l�¥�Å´a�¥³B³�¡#�q���q��ª¬«Ã�J¾¥���q�[�²�l®¶º¦�½�¿�q��®
�{�¥�¿�eªÑ�9�¦¡a´$®��²��� �¿È�Ô�£4��«­�q� �q��¾¥¡)�¥� �q¡$�¿®¶º¦¡¥£%´$¡§ÏV�q���Q�¥�Î®¹ÏV�q¡§ª0«Ã¢$´�¯q¡aª�ª²¡Å�¿¡§�q�¥®��i®¶�²�¥�

[0, 20]
¡$�¦®

±q� » ��ª²�¥�²º¦¡¥ÈPÐSº+ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�¥ª�¡]�q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$®"®¶¡aª�ª²¡YÏV�q¡¹�q���¿�Sª¬«Ã�)¾����q�+�²�l®¶º¦�½�¿�q��®�¡Y�¿¡ » ¡$�¿® �Ò¾�����º � �q�¿¡
¢a´�¯¿¡aª²ª�¡Å±q� » �¥ªÑ�¥��º�¡¥È I(� ¡$ÍG¡$®a£g���¸��ªÑ� » º�� » º���¢$®¶¢����¿��¾2�¥�l®¶¡ 4

Cµ(αx + β) = αCµ(x) + βµ(N)
£

�¥�¿®�º�¡$³B¡$�V®[�q�Î®(ª¬«­�²�l®�¢aË�º��¥ª²¡��¿¡ Ö ¯¿�½ÏV�q¡?®�¡$�¦®[�²�¿��¡a�¿���²±¿ª²¡#�¥��´�¯{�¥�qË¥¡a³�¡a�l®[��«Ã¢$´�¯q¡aª�ª²¡#�q¡#�q�ÎÍT¢$º�¡a�¿´a¡¥£
¡$®"�¥�q´$�q� » ���²�l®+�q¡Yª¬«­¢a´�¯q¡$ª²ª²¡Y�q¡ » ¡$�¿®[Ù¦�¥�q¡aºr�q��º`_�ª²¡ » �¥ºµ®¶��´a�qª��²¡aº$È Qèª�´a���l¾6�²¡$�l®S�q���¿´��q¡Y®¶º��¥�¿¾�¡$º
�q�q¡Ä¾¥¡aº��¦�²����±q� » ��ª²�¥�²º¦¡"�q¡]ª0«Ã���V®�¢aË�º��¥ª²¡+�q¡ Ö ¯q�6Ï6�¿¡$®)È

����� � #�
�#&�����+)+* ��� )+��
 ��� � ��) 
 �$#%!��$� �+� ��� � ����� (�� � � �"(�� �+�%* #%������� � �%*

��)+� ���+�/) �$�%*

�¥�q��ÏV��«Ã· » º�¢$��¡$�V®a£��q���¿�(�)¾����q�(´$���q�µ®¶º��¿��®%�¿�¥®¶º¦¡�³B�6�qÁ$ª²¡[¡a�e´a�¥�q�����q¢aº��¥�l®(���qºg´�¯{�¥ÏV�q¡#�2®¦®¶º���±q�¿®
ª²¡$���q�Î¾�¡)�2�½Ú
º�¡$³Å�2º�ÏV�{�¥±qª�¡a�

0i
BF�q¡a�¿®�º�¡Ä��� » ª²�q� » ¡$®���®�¢$ª²¢$³B¡$�V®�Dx¡$®

1i
BF�¶�2®��²�¦�Q�2�²�¶�2�V®�D?È¿ÉS�¥�q�¤�q�¿¡

¢a´�¯¿¡aª²ª�¡¤±q� » ��ª²�¥�²º¦¡¥£ �²ª6Àe�Ä�q�e®¶º¦���²�¦�²Áa³�¡x�¿��¾�¡a�¥��º�¡a³B�¥º¦Ï6�q�¥±qª²¡2£¥ª�¡��q��¾¥¡)�¥�
−1i

ÏV�q�{¡$�¦®��µÀ½³�¢$®�º���Ï6�¿¡
�q�B�q��¾¥¡)�¥�¼���2®¶���¦�Q�¥���¶�¥�l®aÈ	Qèªj�¦¡a³¹±¿ª²¡r�q���q´+� »q» ��º¦®��q�B�T«Ã�¿®��²ª��²��¡$º�´a���iÙ¦�¥�²�l®¶¡$³B¡$�V®[´$¡a�x®�º������[�¿��¾�¡a�¥�½Ú
» ���qº¤´a�¥�q�¦®�º��q��º�¡]�q�¥®�º�¡]�q���¿¾¥¡)�¥��³��½�qÁ$ª²¡2È

3+� » º�¡$³B��¡aº#³B�6�qÁ$ª²¡Ä®¶º¦Áa�r���²³ » ª�¡Ä´a���q�¦�²�µ®¶¡aº��¥��®+·���� »q» ���¦¡aº"�¿�q¡×�µÀ6³B¢?®¶º���¡×¡$�l®¶º�¡Yª²¡$� » �¥º¦®��²¡a�
» �����Î®¶��¾¥¡ B0�¥�½ÌÒ�q¡a�¦���q�B�q�©�¿¡a�¿®�º�¡UDe¡$®B�q¢$Ël�2®¶�Î¾�¡ B0�2�½Ìè�q¡$���¦���q�Å�¿�©�q¡$�¿®¶º¦¡UD?È�Qèª#���½ÆBº��¥��®��q�¥�q´��¿¡
´a�¥�q�����q¢aº¦¡aº#ª²¡$�+�2ª�®¶¡$º��{�i®¶��¾¥¡a�¤±q���{�¥��º�¡a�x´a��³�³B¡ » º�¢a´$¢a�q¡$³B³�¡a�l®r¡$®r�q¡ » ����¡$º<4

ψ(−1A, 0Ac) = −ψ(1A, 0Ac).
BµÔ 8	D

�4�¥�qº#�q��¾¥¡a´?®¶¡a�¿º+�q¡]�¦´a��º¦¡a�
x ∈ R

n ÏV�q¡aª�´a���qÏV�q¡2£P���
¢a´aº¦��®#ÏV�q¡N4

ψ(x) := ψ(x+) − ψ(x−)
BµÔ �	D

� �



�)¾�¡$´
x+

i := xi ∨ 0
¡$®
x−i = (−xi)

+ £
i = 1, . . . , n

È � �{�2�q�
ψ

¡a�µ®¤ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�2ª²¡¤�q¡ Ö ¯¿�½ÏV�q¡?®)£¿�¿���q�
��±¿®�¡a�q�¥�q�#ª¬«Îßhâ{æ Ý��¥å`:¥ë²ã×Ü6ã��PßÊä{á���Ó�� �¥Õ�����ßhâ{æèÝ��¥å`:¥ë²ã×Ü6ã � �{á,Oaê{ã?æ(à � éÅÝ?æQå?ßPOaê{ãBÓ �2Õ 4

Čµ(x) := Cµ(x+) − Cµ(x−).
B �E�	D

6 »¿» ª²��Ï6�¿���q��ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�¥ª�¡��q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$®%�¦À6³B¢?®¶º¦�²ÏV�q¡�·rª¬«­¡?Ú½¡a³ » ª�¡�´$�ÎÌè�¿¡a���¦�q�aÈ Qèª½¡$�¦®4�Q�¥´a��ª²¡��q¡�¾¥¢aº¦��Â{¡$º
ÏV�q¡�ª�¡a� » º�¢$�F¢$º�¡$�q´a¡$���¿� �q�²º¦¡a´?®¶¡a�¿ºÅ���¿º 6�£[�"£ Ö £�É �²³ » ª��²ÏV�q¡a�l®�ÏV�q¡

µ({S}) < µ({L})
¡$®

µ({S}) > µ({L})
£¿´a¡YÏ6�¿��¡a�¦®#®����iÙ¦���qº¦�#�²�q�¦��ª²�q±¿ª²¡¥È

3+� �¦¡a´$���q� ³��½�¿Áaª²¡;�¦¡aº¶�2��®×�q¡Å�q¡ » �¥�×��� »q» ���¦¡aº��¿�q¡ » �2º¦�Q�¥�Î®¶¡;�¦À6³�¢$®¶º¦�²¡�¡a�l®¶º¦¡¼ª²¡$� » �¥º¦®��²¡a�
�q¢$Ël�2®¶�Î¾�¡$��¡?® » �����Î®¶�Î¾�¡a�$£l³Å�2�²�(����³ » ª²¡a³�¡a�l®��q�¿¡+�¦¢ » �¥º��2®¶������È I(� » ª��q���q¡a���¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$��±q�²�{�2�²º�¡$�a£
�²ª��Q�2�¿®"´$���q�¦�²�q¢$º�¡aºrª²¡$�8:¥ëìæèã?å'â :¥æ0ß 9¥ã�à8baßhâ :¥ßhå¶ã�àYâTÝ��	:¥æQß 9¥ã�à

(−1A, 0Ac)
£
A ⊆ N

ÈG��¡$�S�¥ªÎ®¶¡aº¦�{�2®���¾�¡$�
±q���{�¥�²º¦¡a�¹�¿���q�q¡$�V®Bª²��¡a� ·c�q�q¡
´a� » �¥´$��®¶¢ µ+ £g®��2�q�q�²�eÏV�q¡
ª�¡a���¥ª�®�¡aº¦�{�2®¶�Î¾�¡$�e±q�²�{�2�²º�¡$�¹�q¢$Ël�2®¶�Î¾�¡$�
�q���¿�q¡a�l®+ª²�²¡$�
·e�q�q¡]´)� » �¥´a�Î®¶¢ µ− ÈYI(� » º��6´a¢$�{�¥�l®r´a��³�³�¡Ä�{�¥�q��B � �	D?£q�¥���¥±¿®¶��¡a�l®<4

Cµ+,µ−(x) := Cµ+(x+) − Cµ−(x−), ∀x ∈ R
n.

B �½Ô D

Ö ¡�³B�6�qÁaª�¡;¡a�¦®×´a¡$ª²�q� » º¦� » ����¢ » �¥º<V�¾�¡aº¦� �lÀ¸�¥�q� �]�¥¯¿�q¡a³B�¥�q�N�����¿��ª²¡;�q�¥³ �q¡ � Ö �q³¹�qª²�2®¶�Î¾�¡
�(º���� » ¡$´$®<V¤¯q¡$��º¦À 4��6�q¡aª

�
BF³B�6�qÁ$ª²¡a�r�q¡$� » ¡$º�� » ¡a´?®¶�Î¾�¡a�]´$�q³¹�qª�¢a¡a�SD?£GÏ6�¿¡e�q���q�Ä�2±qº�¢$Ë�¡aº¦���q� » �¥º

Ö � V Ó��E� Õ¬È I(���Q�¥�Î®)£J���×�a«Ã� » ¡$º � ����®4ÏV�q¡�´a¡�³B�6�qÁ$ª²¡��q��� » ª²�q�4�q¡ » ¡a�½®gº¦¡ » º¦¢a��¡$�l®¶¡aº(ª�¡a� » º�¢?�F¢aº¦¡a�q´$¡a�
�q���q�²º¦¡a´?®¶¡a�¿º(���qº"6�£��"£ Ö £VÉ�£l´)�2º(���e®¶º��¥�¿¾�¡#ª²¡$�(�²�q¢$Ël�¥ª���®¶¢$�%���¿��¾2�¥�l®¶¡$��·Ä���2®¶���¦�Q�¥��º�¡T4

µ+({S}) <

µ−({L})
¡$®
µ+({S}) > µ−({L})

£q´$¡×ÏV�q��³�Áa�¿¡S®¶���iÙ¦�¥�qº��r·e�q�q¡]�²³ » �����¦�²±q��ª²��®�¢¥È
3+�e®¶º¦���²�¦�²Á$³B¡[³B�6�qÁ$ª²¡x¡$�l¾½���¶�¥Ë¥¡)�¥±qª�¡���¡$º¶�¥�Î®%�q¡¤�¿¡ » ª²�q�g��� »q» ���¦¡aº(ªÑ�+��¢ » �¥º¶�¥±¿�²ª²�Î®¶¢[�q¡a� » �¥º¦®��²¡a�

» �����Î®¶��¾¥¡a�;¡$®��q¢$Ël�2®���¾�¡$�aÈ�Qèª��Q�¥�¿®��{�2�q�B´$¡
´)�¥��´a���¿���²�¿¢aº�¡$ºe®¶���¿®�¡a��ª²¡$��´$��³¹±q���{�¥�������q� » ���¦���²±¿ª²¡a�
�q¡$��®�º������§�q��¾¥¡)�¥�½Ú

−1, 0, 1
���qº�ª²¡$�
�2®�®�º��²±¿�¿®¶�$£¤´a¡kÏV��«Ã�¥�d� »q» ¡aª�ª²¡��¿�q¡ :¥ëìæèã?å'â :¥æ0ß 9¥ã�æ ã?å'â :¥ßhå¶ã

(1A,−1B, 0(A∪B)c)
£
∀A,B ⊆ N, A ∩ B = ∅

ÈYI(���q�2®��¥�l®

Q(N) := {(A,B) ∈ P(N) × P(N) | A ∩ B = ∅},
B ����D

´a�¥�q�¦®�º��q��º�¡��q�q¡�¢a´�¯q¡$ª²ª²¡;�q¡��q�ÎÍT¢$º�¡a�¿´a¡¼·
ª¬«Ã�¥���q¡e�q¡ 4;6 Ö � I V�� ¡a���q���q�q�¥�l®��q����´$��º�¡�Ë�ª²�¥±{�¥ª
·�®����¿®¶¡$�Åª�¡a�¼�2ª�®¶¡$º��{�i®¶��¾¥¡a�;®¶¡$º��{�¥��º�¡$�Å´a�¥�q�q�q�Î®§·��¿�q¡9�F���q´?®¶�����

v : Q(N) −→ R
£�ÏV�q¡9�q���q�

� »q» ¡aª����q�S�¿�q¡+baß���Þ :?äJ:6Þ?ßhæèÝ?ÈT��¡a�+®¶º��¥�²�"³��6�qÁaª�¡a�"ÏV�q¡e�¿���q�S¾�¡$�q���q�Ä�T«Ã���V®�º��6�q�q��º�¡��¦���l®Äº�¡ » º�¢$��¡$�½Ì
®¶¢$�¹���¿º¹ªÑ�
Â{Ë��qº¦¡�ÔU�¿È 	 ®¶�q�q�����q�¹�T«Ã�q� » ¡a� » ª²�q� » º�Á$�¹ª²¡$�¹±q�ÎÌÒ´)� » �¥´a�Î®¶¢a�$È�í+���q�¹�¥ª²ª����q�Y³B���l®�º�¡aº
ÏV��«­¡aª²ª�¡a� » ¡aº¦³B¡?®�®�¡a�l®%�q¡xº�¢a�¦���q�qº¦¡¤�q�¥®�º�¡ » º¦��±qª�Áa³�¡¥£ ¡$®(ÏV�q¡x±q�²¡$�e� �qº$£¥¡aª�ª²¡$�g´a�¥�V®��²¡$�q�q¡a�l®(ª�¡a�4�q¡a�½Ú
» º¦¡a³��²¡aº¦�¤³B�6�qÁ$ª²¡a�$È

��
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10−1

1
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x

x

1

2

(α)

10−1

1

−1

x

x

1

2

(1)

(α)

(1) (1)

(−1)

(0) (0) (0)

(−1) (−1)

(−β)

(−α) (γ)

(δ)

(γ)

(δ)

(δ+α)

(γ+β) (η)

(−β+α)

(a) (b) (c)
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(β) (β) (β)

(β−α)

�����	�¿ÔU� = Ö �¥�%��«­�q�q¡�¢$´�¯q¡aª�ª²¡�±¿� » ��ªÑ�¥��º�¡ 42³B�6�qÁaª�¡a���¦À6³�¢$®¶º¦�²ÏV�q¡<BQ�	D?£ Ö � V BF±YD?£2±q� » ��ª²�¥�²º¦¡(Ë�¢a�q¢$º¶�¥ª
BQ´aD?ÈG��¡a�"º¦���q�q�+�q����º��r�²�q�q��ÏV�q¡a�l®Sª�¡a�+�¥ª�®�¡aº¦�{�2®¶�Î¾�¡$�rÂ{´?®¶�Î¾�¡a�"�q¢$®�¡aº�³��²�q�¥�l®"ª�¡×³��½�¿Áaª²¡2£{ª²¡$�+¾2�¥ª²¡$�qº��
¡a�l®�º�¡ » �¥º¦¡a�l®¶¯qÁ$��¡$�B�q¡$�;¢$¾2�¥ª²�q�2®¶�����q��Ë¥ª²��±{�2ª²¡a� Kgª²¡$�e��´$��º�¡$���q�¥�q�eª²¡$� » �¥ºµ®¶�²¡$�e�q��� Ë�º¦�²��¢$¡a�e�¦���l®
´)�2ª²´a�¿ª²¢a�#· » �2º¦®¶��º¤�q¡a�#�¦´a��º¦¡a�r�{�¥�q�#ª²¡$� » �¥º¦®��²¡$�¤Ë�º�����¢a¡$�aÈ

��� 
 � ) � �-���1�"�-) � #%*�� � ) 
�� #%!������+� ��� � ����� (�� �

3+�q¡Ä�F���¿´$®¶�����
v : Q(N) −→ R

¡a�¦®+�q�q¡ baß���Þ :?äJ:6Þ?ßhæèÝ;Ó��½Ô�£ �E� Õ�����¡$ª²ª²¡+¾�¢aº¦��Â{¡54
BQ�>D

v(∅, ∅) = 0
BQ��� D

A ⊆ B
�²³ » ª²��Ï6�¿¡ v(A, ·) ≤ v(B, ·)

¡$®
v(·, A) ≥ v(·, B)

È
É"¡ » ª��q�a£ v ¡a�¦®]âTáiå'éN:¥ëìß²àJÝ�ã+���

v(N, ∅) = 1 = −v(∅, N)
È 3r�q¡Ä±q�ÛÌè´)� » �¥´a�Î®¶¢r¡a�µ®#�q�cæ � ä{ã �����°�¦�

¡aª�ª²¡ » ¡a�½®+�$«Ã¢$´aº¦�²º�¡]�¦���q�rªÑ���F��º¦³B¡ 4

v(A,B) = ν+(A) − ν−(B)

��¨
ν+, ν−

�����l®��¿¡a�x´a� » �¥´$��®�¢a�[��º��q���{�¥��º�¡a�$È�3+�q¡+±q�ÎÌÒ´)� » �¥´a�Î®¶¢¤¡a�µ®+à � éÅÝ?æ0å'ßPOaê{ãS�¦�P¡aª²ª�¡#¡a�¦®x�q�Å®èÀ » ¡
Ö � V �)¾¥¡a´

ν+ = ν−
È QèªT¡$�¦®��Q�2´a�²ª�¡+�¿¡"¾�����ºxÏV�q¡Sª0«Ã�¥�¼º�¡?®¶º��¥�¿¾�¡]�¥���q���jª²¡$�x�q¡$�½Ú » º�¡$³B��¡aº���³B�6�qÁ$ª²¡a�

» ���qº"ª�¡a�"�¥ª�®�¡aº��q�2®¶�Î¾�¡a�r±q���{�¥�²º¦¡a�r¡$®"±q�²�{�2�²º�¡$�"�q¢$Ël�2®���¾�¡$�aÈ Qèª4º¦¡a�µ®¶¡e· » º����¿¾¥¡aºSÏV�q¡�´a¡a´$�gº¦¡a�¦®�¡�¾6º¶�¥�
» ���qº�®¶�¥�q�#ª²¡a��¾¥¡a´?®¶¡a�¿º��r�q¡]��´a�¥º�¡

x ∈ R
n £{³Å�¥��� » ���qº¤´a¡$ªÑ�¹��ªT�Q�¥�¿®#�q¢?Â{�q��º¤´a¡]ÏV��«Ã¡$�¦®+ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�2ª²¡

�q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$® » �¥�qº¤�q�q¡]±q�ÛÌè´)� » �¥´a�Î®¶¢2È
I(���¶�)À¥���q�¤�q¡#®¶º¦���¿¾�¡$ºx�q�¿¡"�q¢?Â{�q��®��²�����¥�¿¢aÏV�{�2®�¡ » ���qº[ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�¥ª�¡¤�q¡ Ö ¯q�½ÏV�q¡?®)£6¡$® » �¥�qº�´$¡aª²�

» º¦�½´$¢a�q���¿�4´$��³B³�¡(�{�¥�¿�4ª�¡(´)�¥��´aª²�¥���¦�²ÏV�q¡¥£J´2«Ã¡$�¦®µÌ ·iÌÒ�q�²º¦¡ » �¥º��²�l®¶¡$º » ��ªÑ�2®��²���TÈ,�(º�¡$�q���q��ª²¡�´a�¥� n = 2
BF¾¥���²º�Â{Ë��¿º�¡YÔ�Ô D?È6�(«­�²�q¢$¡+¡$�¦®��¿¡"��¡+º¶�¥³�¡a�¿¡aº » �¥º[�q�q¡"�µÀ6³B¢?®¶º���¡"�2�q¢aÏV�{�2®�¡S�¥� » º�¡$³B��¡aº�ÏV�{�¥�qº��¥�l®

{x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}
£{��¨�ª¬«­�������¥��®rÏV�q¡Yª¬«­�²�l®¶¡$º » ��ªÑ�i®¶¡a�¿º�ª²���q¢)�¥��º�¡Äª�¡ » ª²�q�r����³ » ª²¡Ä¡a�µ®"ª0«Ã���l®¶¢aË¥º¶�¥ª�¡S�q¡

�98



(−1,1) (1,1)

(1,−1)(−1,−1)

x

|x|

x

x

|x  |

1

2

2

(0,−1)

�����	��Ô�Ô = Qè�l®¶¡$º » ��ªÑ�2®��²���§�¦�qº#�q�q¡]¢a´�¯¿¡aª²ª�¡]±q� » ��ªÑ�2�²º�¡ 4{´)�2�
n = 2

È

Ö ¯q�6ÏV�q¡$®aÈ0�4�¥º]¡?Ú½¡a³ » ª�¡¥£���� »q» �¥�����q�YÏV�q¡
x1 ≥ 0

£
x2 ≤ 0

£
|x1| ≤ |x2|

È&6+ª²��º¦�Ä�q���q� » �¥�¿¾����¿�
¢a´$º���º�¡Ä�q��º�¡a´?®¶¡$³B¡$�V® 4

ψ(x1, x2) := |x1|ψ(1,−1) + (|x2| − |x1|)ψ(0,−1)

´a¡]ÏV�q��¡$�¦®+ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�¥ª�¡"�q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$®+�q¡
|x| » �¥º¤º¶� »¿» ��ºµ®r·�ª²���F���q´?®¶�²�¥�

ν1

�¿¢$Â{�q��¡ » �¥º<4

ν1({1, 2}) = ψ(1,−1)

ν1({2}) = ψ(0,−1).

IgÚ¿�¥³B���q���q�x³Å�¥���l®¶¡a�q�¥�l®�ª²¡+´)�¥�¤Ë¥¢a�q¢$º¶�¥ª0ÈqÐS�§�q¢?Â{�q��®
N+ = {i ∈ N | xi ≥ 0}

£
N− = N \N+ È

6"ª���º��

ψ(x) =|xσ(1)|ψ(1N+, 1N−)+

n
∑

i=2

(|xσ(i)| − |xσ(i−1)|)ψ(1{σ(i),...,σ(n)}∩N+ ,−1{σ(i),...,σ(n)}∩N−)

´a¡]ÏV�q��¡$�¦®+ª¬«­�²�l®¶¢$Ë�º¶�¥ª�¡"�q¡ Ö ¯q�6ÏV�q¡$®+�q¡
|x| » �¥º¤º¶� »¿» ��ºµ®r·��¿�q¡Ä�F���q´$®��²���

νN+

�q¢$Â{�¿�²¡ » �¥º

νN+(A) := ψ(1A∩N+,−1A∩N−).

I(��º�¢$���q³�¢¥£j���c�2º�º��Î¾�¡×·Bª²�B�q¢?Â{�q��®��²�������¿��¾2�¥�l®¶¡2È&�½�¥��®
v
�q�q¡�±¿�ÎÌÒ´)� » �2´a��®�¢]¡$®

f
�q�q¡Y�F���q´$®��²���9·

¾2�¥ª²¡$�qº���º�¢$¡aª²ª�¡a�[�q¢$Âq�q�²¡+���qº
N

È¿��«Îßhâ{æèÝ��¥å :¥ë²ãSÜ6ã � �{á,OaêPã?æ��q¡
f » �¥º[º¶� »q» �¥º¦®x· v ¡a�µ®¤�q¢?Â{�q�²¡ » �¥º�4

Cv(f) := Cν
N+

(|f |)
B �E��D

�9�



��¨
νN+

¡a�¦®+�q�q¡Y�F���q´?®¶�²�¥���¦�qº
P(N)

�¿¢$Â{�q��¡ » �¥º νN+(C) := v(C ∩N+, C ∩ N−)
£P¡$®

N+ :=

{i ∈ N |fi ≥ 0}
£
N− = N \N+ È

ÐS�§� » �¥º�´a���¿�¦®¶º¦�q´$®��²��� Cv(1A,−1B) = v(A,B) » ���qº[®¶���¿® (A,B) ∈ Q(N)
ÈqÉ"¡ » ª²�q�$£½�¦� v

¡a�µ®r�q��®èÀ » ¡ Ö � VÄ£P�)¾�¡$´
v(A,B) = ν+(A) − ν−(B)

£P�¥ª²�¥º��

Cv(f) = Cν+
(f+) − Cν−(f−)

B � ��D

Ö ¡$®¦®¶¡c¢$Ï6�q�2®¶����� » º¦���¿¾�¡cÏV�q¡9´a¡�³��½�¿Áaª²¡�´a���l®��²¡a�l®Å¡$ÍG¡a´$®���¾¥¡a³�¡a�l®
´a��³�³�¡9´)�2� » �¥ºµ®¶�²´$�qª²��¡aº;ª²¡
³��½�qÁ$ª²¡ Ö � VÄÈ

I(���¶�)À¥���q�¤³B�¥�²�l®¶¡$�{�¥�l®��q¡+º¦¡ » º¦¢a�¦¡a�l®¶¡$º¤ª²¡a� » º¦¢$�F¢aº¦¡a�q´$¡a�¤�q�B�q�²º¦¡a´?®¶¡a�¿ºx���¿º 6�£ �"£ Ö ¡?®¤É�È¿ÐS�
��±¿®��²¡$�V®#ª�¡a�#�²�¿¢aËl�¥ª���®�¢a�x�¦�q��¾2�¥�l®�¡a�<4

v({M,S}, ∅) − v({M,S}, {L}) > v({S}, ∅)

v({S}, {L}) > 0.

Qèª"�T«­À©�¸³B�¥�q���F¡$�¦®�¡a³�¡a�l® » �¥�¼�q¡�´$���l®¶º��¥�q�²´?®¶�����©�{�2�q�¼´a¡��¦À6�¦®�Áa³�¡¥£��¿���q´�ª�¡9³��½�qÁ$ª²¡��q¡a�Å±q�ÎÌ
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