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Walras and the tatonnement : Gauss-Seidel or ... Lagr ange ?

Emeric LENDJEL
Centre Walras-Pareto, Université de Lausanne

RESUME

Cet article répond a une lacune dans I'historiqgnae walrassienne. De nombreux
auteurs s'accordent sur le caractere mathématiquétbnnement chez Walras, mais sans lui
donner une forme mathématique précise. Cet artimbatre ainsi que Walras se sert de la
méthode de Lagrange qu'il identifie au tatonnemding'agit d'une méthode itérative de
résolution d'équation assez répandue au début enxie siécle. Grace a cette méthode,
Walras démontre que le mécanisme de la concurrgraient “"pratiguement”, par
tatonnements, aux mémes solutions d'équilibre gliescétablies par le théoricien lors de la
résolution du systéeme d'équations. Cet articleet@misuite de corroborer cette interprétation
en montrant que Cournot utilise cette méme méthga®pos du monopole. Enfin, une série
d'arguments est avancée afin d'écarter une hypetlaternative développée par Uzawa
[1960] : celle de I'utilisation par Walras de la théde de Gauss-Seidel.
Mots clefs : Walras - tatonnement - méthodes itératives - mthmlLagrange - méthode de
Gauss-Seidel

ABSTRACT

This paper attempts to fill a gap in the walrasihistoriography. Many scholars
accord with the mathematical character of Walré@gsbhnement, but without attributing to it a
precise mathematical form. Thus, this article shakaat Walras did use of the Lagrange's
method which he identified with his tatonnements Than iterative method of resolution of
equation which was widely known at the beginninghefnineteenth century. Thanks to this
method, Walras demonstrates that mechanism of ddmopeleads "in practice”, by
tatonnements, to the same equilibrium solution hes dne established by the theoretician
when solving the system of equations. Then tresgrétation is corroborated by the fact that
Cournot did use the same method when dealing Wwighnmionopolistic situation. Finally,
several arguments are put forth in order to disgrd¥yzawa's alternate hypothesis : namely,
Walras' use of the Gauss-Seidel method.

Keywords : Walras - tatonnement - iteratives methods - Laggangethod - Gauss-Seidel's
method



Introduction

Récemment, Donald Walker développait, dans un ageviintitulé Walras' Market
Models (1996) une analyse qui tendait a nier la dimension mathigoe du tatonnement
dans les écrits de Walras (Walker [1996], p. 18dyidey [1999]). Il confirmait en cela une
prise de position, exprimée en 1988, qui contes$idéntification du tatonnement avec une
méthode itérative de résolution d'un systeme dtéans (Walker [1988]). Pourtant, de
nombreux passages semblent témoigner du contiaireffet, Walras mobilise explicitement
le tatonnement pour démontrer que le mécanisma dericurrence parvient "pratiquement”
aux mémes solutions d'équilibre que celles étalpigde théoricien lors de la résolution du
systeme d'équations. Il s'agit donc avant toutes y&eux, d'un procédé démonstratif, qui
répond a une question que I'on ne se posait pad Evéormalisation de I'équilibre général :
comment prouver que le mécanisme de la concurrieogee les prix et quantités d'équilibre
dont on a déterminé I'existence théorique ? Lamgépale Walras consiste a montrer que le
mécanisme économique de la concurrence correspamig a terme, a une méthode itérative
de résolution numérique des équations. Commdfitiee explicitement des sa préface,

"le mécanisme de la hausse et de la baisse desyrie marché [...] n'est rien autre

chose qu'ummode de résolution par tatonnement des équdti&alras [1889]in

[1988], p. 16, nos italique’s)
Nous défendrons donc ici une interprétation oppaséelle de Walker selon laquelle il existe
bien une correspondance, terme & terme, entréolengment et une méthode mathématique
Nous empruntons en cela le chemin tracé par Gooff@b1], p. 5), Jaffé ([1981], p. 260) et
Lotter ([1985], pp. 122-123) consistant a prendreret les affirmations réitérées de Walras a
propos du "mécanisme de la hausse et de la baiastérisant la libre concurrence.

Mais cette these se heurte a une grande incoramee |thistoriographie walrassienne.
A quelle méthode mathématique peut-on identifig@tennement walrassien ? Si la méthode
de Gauss-Seidel a été souvent évoquée (Uzawa [196086, n. 1, Arrow et Hahn [1971],
pp. 305-306, D'Autume [1982], pp. 115-118), ellégalement été critiquée (Walker [1987],
[1988]). Pour notre part, nous pensons pouvoirn@eith nom sur cette inconnue en proposant
une méthode assez répandue au début duemXidecle : la méthode de Lagrange. Nous
montrerons que, grace a cette méthode, Walras getliacune des étapes de E&sments
d'Economie Politique Purél874), se servir du tatonnement comme un prodédéonstratif
destiné a garantir que la résolution théorique épsations peut également se faire dans la
"pratique”, sur les march&s

Si I'on souhaite donc mettre en lumiére le caracteathématique du tatonnement
walrassien, il faut aborder principalement troisngg Tout d'abord, nous avons montré
ailleurs (Lendjel [1998], pp. 30-40) que, pour Vdalr 'application des mathématiques a
I'économie passe par la mise en correspondancemeté terme - de chaque objet
mathématique avec un référent économique. Par goesg si le tatonnement est une
méthode mathématique, on doit pouvoir trouver, deasklémentsson référent économique.



Nous allons voir que ce référent économique sudideptle correspondre a une méthode
mathématique de résolution s'aveére étre le mécaniden la concurrence. En effet, le
tatonnement est systématiquement associé, au MansslesElémentsau "mécanisme de la
hausse et de la baisse", ou, en d'autres terni@dibée concurrence. Il nous faut donc avant
tout présenter ce mécanisme afin de voir commentrag/d'identifie a une méthode
mathématique.1( La concurrence comme référent économique du tatmemeni). Aprés
avoir décrit ce meécanisme, il nous faut ensuite tneonqu'il connait une méthode de
résolution numérique d'équations susceptible di@ireen correspondance avec ce référent
economique et que son exposé du tatonnement serouwné cette méthode. C'est ce que nous
établirons dans un deuxieme tempsl(e tatonnement et la méthode de LagrangeEnfin,

il importe d'écarter I'hypothese alternative denpéoi par Walras de la méthode de Gauss-
Seidel. Ainsi, dans un troisieme temps, nous siueiavec Cournot l'origine de l'utilisation
de cette méthode en économie afin de montrer quea8/ae pouvait avoir connaissance, a
cette époque, de la méthode développée par S8ideb(rnot ou Seidel .

I. La concurrence comme référent économique du tato  nnement

La conception walrassienne de la concurrenceagegr® dans un apparent paradoxe
entre la liberté ontologique des agents et le tar@enécanique de leurs actions économiques.

Pour Walras, les hommes, animés d'une "volonté kg clairvoyante”, cherchent a
s'approprier les choses rares et échangeables @gfropriation donne lieu a un "fait
humanitaire”, pour Walras, au sens ou

"il a son origine dans I'exercice de la volontéet'activité humaine et non dans celui

des forces de la nature" (Walras [18if4]1988], § 35, p. 61).

A partir de cette activité libre, les marchandiséshangent en raison d'une valeur d'échange
qui, par contre, est un "fait naturelibifl., § 28, p. 50), c'est-a-dire résultant de "forces
aveugles et fatalesibid., 8 17, p. 39). Dans la mesure ou cette valeuhdt@ge provient de
I'activité humaine, par définition libre et claigjante, comment peut-elle devenir "naturelle” ?
Le paradoxe est bien connu, mais il est nécesgaorg, notre propos, de rappeler comment
Walras le résout.

En fait, la clef de ce paradoxe réside dans laegtiion que se donne Walras de la
concurrence. Pour ce dernier, la concurrence pmove l'activité des hommes. Face a des
marchandises rares, c'est-a-dire utiles et dispemin quantité limitée, les hommes doivent
se faire concurrence pour se les approprier. Lawoance est donc avant tout, pour Walras,
un comportement qui se manifeste lors du marchangegplable a I'échange. Puisque toutes
les marchandises sont appropriées, tout échangmoseipque "l'acheteur d'une chose est
vendeur de celle quil donne en échangdsid( 8§ 41, p 70). Pour s'approprier une
marchandise, l'acheteur doit en céder une autraguhagent effectue ainsi deux actes.
Puisqu'un échange suppose deux agents,



"tout échange de deux choses l'une contre l'aetreompose d'une double vente et

d'un double achat'kid.,).
Cependant, pour que la transaction se realisautl que les agents soient d'accords sur le
rapport d'échange. Or, rien ne prédest@ne@riori qu'une marchandise s'échange dans un
rapport déterminé contre une autre. Chaque ageiit dbmc proposer d'échanger sa
marchandise dans une proportion donnée contre wine. &ncore une fois, rien n'indigae
priori que la valeur d'échange proposée par le premént agit la méme que celle proposée
par le second. En effet, chaque agent présentelépart, un taux d'échange qui lui est
favorable. En raison de I'écart entre ces deuxqsitipns, une négociation - un marchandage
- doit s'instaurer. C'est dans la négociation daux d'échange acceptable pour les deux
parties que vont se manifester les comportememisucentiels des agents.

Pour Walras, I'achat et la vente produisent dgpes de comportement :

"[clomme acheteurs, les échangedemandent a I'encher&eomme vendeurs, ils

offrent au rabai$ (ibid.).
Plus précisément, ces deux comportements ne sdestani qu'en cas de refus de I'échange.
Faute de vendeur (d'acheteur), l'acquéreur (vehdestr obligé de proposer un rapport
d'échange qui lui est moins favorable que celui guopose initialement. Le vendeur, par
exemple, offre de céder sa marchandise en échadnge dquantité moindre d'une autre.
Inversement, l'acheteur propose de sacrifier urantifé plus importante de la marchandise
qu'il détient pour obtenir la chose qu'il convoltes comportements d'enchere et de rabais de
I'individu sont donc motivés par l'absence de "ozpurtie”, c'est-a-dire, d'un partenaire
acceptant la transaction proposée. lls n‘agisséanhéhére ou au rabais qu'en cas de refus de
leur proposition. Or, qu'est-ce qui peut motivertehrefus de la part de l'autre agent ? De
deux choses l'une, soit I'agent juge cette proposirop différente de la sienne, ou trop
injuste, soit I'agent trouve ailleurs, avec un augchangiste, une proposition qui lui est plus
avantageuse. Dans les deux cas, le premier ageoblgg de modifier son offre s'il souhaite
pouvoir trouver une contrepartie. Les agents né adienchére ou au rabais que lorsqu'ils ne
trouvent personne pour accepter leurs propositiangement dit, lorsqu'ils se trouvent "du
coté long®. En ce sens, puisque les agents sont obligégrdgaltenchére ou au rabais s'ils
souhaitent poursuivre la négociation, leurs réastideviennent aussi mécaniques que s'ils
étaient soumis aux forces aveugles et fatales datlare (Berthoud [1988], p. 74). Ainsi, en
examinant les comportements d'enchere et de rdesiagents, on constate que

"leur concours amene ainsi une certaine valeuthdtige des marchandises tantét

ascendante, tantét descendante et tantét statiehifealras [1874]n [1988], § 41,

p. 70).
Il s'agit, aux dires de Walras, d'un mécanisme torésultat est d'imposer le caractére naturel
de la valeur d'échangibid.).

Walras souligne a de nombreuses reprises que raugence s'apparente a un
mécanisme, celui "de la hausse et de la baisSé'la concurrence est un "mécanisme”, elle



peut elle-méme s'apparenter a un "fait naturel"sjoipose aux volontés humaines, une fois
gue ces dernieres ont organisé le marché. Et,tle fa

"le mécanisme de la libre concurrence est, a cegaconditions et dans certaines

limites, un mécanisme automoteur et autorégulat@giras [1889]n [1988], § 264,

p. 425).
Ainsi, la hausse et la baisse, qui résultent despootements concurrentiels des agents,
constituent des phénomenes parfaitement réguliergeaniques, susceptibles d'étre mis en
correspondance avec un objet mathématique (Bertfi®88], p. 74). Or, nous pensons que
c'est précisément l'objet du tatonnement. Selorrd&&/atomme nous le verrons par la suite,
"une méthode de résolution par tatonnement dediégaal'égalité de I'offre et de la demande
totales" peut étre "fondée" sur le mécanisme deotecurrence (Walras [1874) [1988], §
126, p. 188). En ce sens, le propos de Walras stensivec le tatonnement, a démontrer que
les comportements concurrentiels des agents peuw&erminer "pratiquement” un prix
d'équilibre - et donc simultanément des quantitBsuégées - qui aura les caractéristiques d'un
fait naturel. Walras entend ainsi démontrer mathigmement qu'a partir des comportements
individuels, qui s'expriment a travers la hausda éhisse, le marché résout par lui-méme les
équations de I'échante

Il importe alors ici de retenir, dans I'immeédiqtie la concurrence entre les individus
produit des effets - la hausse et la baisse - gpi sbservables sur nimporte quel marché.
Partout, son mécanisme s'impose, que ce soit sutmarchés aux fruits et légumes, a la
volaille", dans

"les rues d'une ville ou se trouvent des magadime® boutiques de boulangers, de

bouchers, d'épiciers, de tailleurs, de bottiersyi][gsont des marchés d'une

organisation un peu plus défectueuse sous le ramlgola concurrence, mais ou

cependant elle se fait tres suffisamment senbitd( § 41, pp. 70-71).
Si la concurrence s'impose partout, pourquoi fagtilelle soit "organisée"”, pour Walras ?
Pour ce dernier, la réponse est simple. Walras,égme des idéaux de la Révolution francaise
de 1789, estime que les hommes sont libres et aioagir librement (Lallement [1990]). I
faut donc faire en sorte que leur humanité puissepsmer le plus parfaitement possible
(Berthoud [1988], p. 72). Pour cela, les comportetsd'enchere et de rabais - I'expression de
cette humanité - doivent pouvoir se manifester samgaves. Or, cette libre expression des
comportements concurrentiels ne va pas de soi.cGeportements ne pourront librement
s'exprimer si une tutelle est exercée sur les tbéohanges (Walras [188®] [1988], § 373,
p. 657), ou si un agent se trouve en situation deapole (Walras [1874ih [1988] ibid. §
377, p. 660). Il faut donc "organiser" les marctiésnaniere a favoriser la pleine expression
du mécanisme de la hausse et de la baige faisant, la machine concurrentielle pourra
fonctionner parfaitement, sans "frottemerilbid., 8§ 41, p. 71).

L'essentiel de la description des marchés organiséus le rapport de la libre
concurrence” figure dans les paragraphes 41 ee42 # lecon de€lément& Nous pouvons



en dégager les principaux éléments nécessairegxprdssion du mécanisme de libre
concurrence. Ce sont 1/ les comportements d'ersledree rabais des agents qui se font
lorsqu'ils se trouvent du "coté long”; 2/ I'unicdé@ prix d'un bien donné a tout instant de la
procédure de détermination du prix d'équilibreja3tentralisation des informations par des
courtiers, crieurs et autres intermédiaires, pbaqgoe marché; 4/ le regroupement de tous les
marchés en un seul endroit; 5/ le caractére aléatlni premier prix crié sur le marché; 6/ la
fin de la procédure en cas d'égalité des offreleetdemandes au prix en vigueur sur tous les
marcheés; 7/ la suspension de tout échange eftadiit la fin de la procédure. Cette derniere
clause est importante car elle implique la révdiglde tout engagement d'un agent en cas de
nouveau prix. Il s'agit la d'un ensemble de reglds, procédures et de dispositifs
organisationnels nécessaires au mécanisme dedabibcurrence.

Nous avons vu que Walras concevait la concurreagene un comportement qui peut
se ramener au simple mécanisme de la hausse &bdésse. En d'autres termes, les agents ne
réagissent que lorsqu'ils se situent "du cété loeg" allant a I'enchére ou au rabais. Ce
mécanisme s'exprime parfaitement sur des marchganisés "sous le rapport de la
concurrence”. Ces dispositifs organisationnels titiesit des conditions nécessaires a
I'expression pleine et entiere de la liberté humalde notre point de vue, il ressort que, sous
ces conditions, la concurrence s'apparente a uggilpeut étre mise en correspondance avec
un objet mathématique qu'il s'agit dorénavant éeiper.

Il. Le tatonnement et la méthode de Lagrange

Pour démontrer que la mise en ceuvre du mécanigrla doncurrence permet de
retrouver "pratiquement” la solution d'équilibreaténinée théoriquement par l'intermédiaire
des équations, Walras a mis en correspondancenéesep de ce mécanisme - I'enchere et le
rabais - avec une meéthode mathématique de résoldtémuation. Ce faisant, les agents
agissent comme s'ils résolvaient "par tatonnemdets"équations d'équilibre. La méthode
reprise par Walras est celle formulée a la fin ddidéme siecle par le mathématicien Joseph
Louis Lagrange.

Le 26 mars 1795 (le 6 germinal de I'an lll), Lagya donnait a I'Ecole Normale une
lecon intitulée "résolution numérique des équatio@ette méthode permet de trouver les
racines d'une équation a une inconnue. Elle regréegpdeux membres d'une I'équation (P et
Q) afin d'obtenir une expression égale a zéro.daft, on peut faire varier I'inconnug (
afin de trouver la valeur qui annule l'expressidlagrange choisit ainsi deux valeurs
numeériques [{ et g) de linconnuex de maniére a ce que leur expression dans I'équatio
produise deux valeurs, l'une inférieure a zércaetire supérieure a zéro. Lagrange montre
gu'il existe une solution numeérique qui se situeeséairement entre ces deux bornes. Cette
meéthode mérite d'étre rappelée ici pour notre gopo



"[rleprésentons en général I'équation proposéépdD = 0, P étant la somme de tous

les termes qui ont le signe plus, et - Q, la sordmé&ous ceux qui ont le signe moins.

Supposons d'abord que les deux hompresy soient positifs, et qugsoit plus grand

quep; si,enx=p,onaP-Q <0, etenfaisant qonaP -Q > 0: il est clair que,

dans le premier cas, P sera < Q, et que, dansdtmdeP sera > Q. Or, par la forme

des quantités P et Q, qui ne contiennent que desesepositifs et des puissances

entiéres et positives, il est évident que ces danaugmentent nécessairement a

mesure que augmente, et qu'en faisant augmemntear tous les degrés insensibles,

depuisp jusqu'ag, elles augmenteront aussi par des degrés insessiblais de

maniere que P augmentera plus que Q, puisque deetite qu'elle était, elle devient

la plus grande. Donc il y aura nécessairement umetentre les deux valeurs pget

g, ou P égalera Q, comme deux mobiles qu'on supgaseurir une méme ligne dans

le méme sens, et qui, partant a la fois de deurtpdifférents, arrivent en méme

temps a deux autres points, mais de maniere qué aqugl était d'abord en arriere se

trouve ensuite plus avancé que l'autre, doivengssairement se rencontrer dans leur

chemin. Cette valeur de, qui rendra P égal a Q, sera donc une des raciees

I'équation, et tombera entre les valepret " (Lagrange résolution numérigue des

équations 3*meédition 1826, reproduit dans Rashed [1984], p. 69)

Lagrange inaugurait ainsi une méthode permettanésteudre numeériquement, a défaut d'une
résolution directe, des équations de degré multiDle peut également se servir de cette
méthode pour résoudre des équations du premierédédais, du point de vue dun
mathématicien, il est inutile d'y avoir recours quui'il existe des méthodes qui résolvent
directement ce type d'équation. La méthode de bagréentait donc de contourner I'obstacle
d'une résolution directe d'équations de degré quglee (Dahan-Dalmedico et Peiffer [1982],
p. 113).

Selon Lotter, ce type de méthode, qui permetdaerhe des racines d'une équation
par approximation successives, était qualifié ethéraatiques de "méthode du tatonnement”
(Lotter [1985], p. 122). Elle revient a 1/ formareuéquation regroupant d'un cété les "termes
positifs" de cette équation et, de l'autre, lesits négatifs”; 2/ faire évoluer en sens inverse
ces deux composantes de I'équation afin de démmamifié existe une valeur prise par leur
variable commune qui les égalise; 3/ parvenir, pa série de tatonnements, a déterminer
numeériguement cette solution grace au seul sigegoend la valeur réponse.

Walras s'inspire de cette méthode, comme noussal® voir, pour montrer que le
mécanisme de la hausse et de la baisse permetsdedré "pratiquement” les équations

d'offre et de demande.

La premiere référence explicite aux "tatonnementstrits par les marchés pour
parvenir a I'équilibre se fait dans IaéIQeIegor?. Apres avoir déterminé mathématiquement,
dans la 18me lecon, la solution du probleme théorique de "Béaje de plusieurs
marchandises entre elles”, Walras souléve la quedt savoir si cette solution théorique est
eégalement celle que I'on obtient "pratiquement'lsunarché.

"Voila comment les équations de demande étant dmmnies prix en résultent
mathématiquement. Reste seulement a montrer, #tla'de point essentiel, que ce
méme probléme de I'échange dont nous venons dairfdarsolution théorique est



aussi celui qui se résout pratiquement sur le néapdr le mécanisme de la libre

concurrence" (Walras [1889] [1988], § 116, p. 173).
En d'autres termes, il s'agit de voir si le résudtes calculs théoriques effectués par Walras
correspond a la solution que produit “pratiquemelet’marché. Il s'agit donc de deux
problemes identiques, mais que I'on résout de deanxeres difféerentes. Le premier peut étre
résolu par un théoricien, alors que le second seutéspontanément, par l'action des
demandeurs et offreurs qui "se fait apres réflexgams calcul, mais exactement comme cela
se ferait par le calcul" (Walras [187¢4 [1988], § 126, p. 188). Cette seconde méthode doit
alors résoudre "pratiguement” un probleme mathéuetiPour cela, Walras doit montrer que
le mécanisme de la libre concurrence, ou "de lass®et de la baisse”, engendre des
comportements qui correspondent aux phases d'utfedegmathématique de résolution du
probleme.

"Que faut-il donc prouver pour établir que la sntthéorique et la solution du

marché sont identiques ? Tout simplement que ladeaat la baisse sont mode de

résolution par tatonnement du systéme des équatiGmalité de l'offre et de la

demande" (Walras [188®} [1988], § 125, p. 189, nos italiques).
Il nous faut donc montrer que le mécanisme éconoende la concurrence correspond a une
méthode mathématique de résolution de systemesatiéqs. En nous restreignant ici au seul
cadre de I'échange, nous allons voir que la métheemue par Walras s'apparente a celle
décrite par Lagrange. Nous présenterons les tr@pegé suivies par Walras pour s'y
conformer. Ce faisant, nous verrons comment ceiegledémontre que le systéme de prix
trouvé par le théoricien est le méme que celui spiidétermine “empiriquement” sur les
marcheés.

L'objectif de Walras consiste a démontrer que t@&®nnements décrits par le
mécanisme de la concurrence déterminent "pratign€nhes prix et solutions d'équilibres.
Pour cela, Walras va se conformer scrupuleusemianin&thode de Lagrange.

. Pour respecter la premiere phase de la méthodegtange, Walras pose d'abord le
probleme dans son ensemble, pour lui donner ensnédorme susceptible d'étre résolue par
cette méthode. Dans son ensemble, I'ensemble deshésapeut étre appréhendé par
I'équation

"X+ Y pp+ZpctWpg+..=0

qui, en appelant ' D}y, D¢, Dy ... la somme des vy, z, w.. positifs et Q, O}, O,

Oy ... la somme des, y, z, w.. négatifs pris positivement correspondant aix pp,

P'c P'd.. peutétre mise sous la forme

D'a- Oa+ (Db - Op)pp + (D - 0P + (D - Opg + - =0 " (Walras [188dh

[1988], § 126, p. 191).
Dans cette équation, Walras met en évidence ququehaien considéré comporte des

quantités demandées (qu'il exprime par un terméifpat des quantités offertes (désignées



par un terme négatif). Ces différences entre demagtdoffre sont exprimées en valeurs,
puisque multipliées par leur prix. Ainsi tous leanchés considérés peuvent étre analysés sous
I'angle de ce partage. Il permet de voir que staires marcheés, les quantités positives sont
supérieures aux quantités négatives, et reciproguesur d'autres. Ce désequilibre justifie
d'ailleurs I'examen de la procédure par laquelte rfrearchés parviennent a une situation
d'équilibre.

Mais comment I'aborder ? Walras est en présencesglsteme d'équations a plusieurs
inconnues alors que la méthode itérative propos@elLpgrange ne permet de déterminer
numeériguement qu'une seule équation a une incomuug. se ramener a cette configuration,
Walras se propose de distinguer des "phases pestel tatonnement général” :

"la supposition de la fixité des prix des autresrahandises est une supposition
essentiellement momentanée et provisoire qui miiget que pour une phase partielle
du tatonnement général et fait place a la supposide la variation de ces prix dans
les autres phases" (Jaffé [1965], L. 1200 de Wallaareto du 8/01/1895).
Il s'agit, de son propre aveu, d'un découpage lqar "les besoins de I'analyse”, c'est-a-dire,
par les contraintes de la seule méthode de résnlatimérique que connaisse Walras.

"Reprenez encore les tatonnements que je vousrpeéaimsi successivement pour les
besoins de l'analyse comme s'opérant simultanéswene marché, n'avez-vous pas
exactement dans son ensemble le fait de la détatimindes prix de plusieurs
marchandises sous I'empire de la libre concurréh¢daffé [1965]). 913 de Walras

a Pantaleoni du 02/09/1889).

La résolution par tatonnement des équations demsygstconomique doit donc se faire marché
par marché, quitte a imaginer par la suite une luéea simultanée pour avoir une
représentation exacte de la détermination desspus I'empire de la libre concurrence.

Grace a ce procédeé théorique, Walras peut expopeemiere phase de la méthode de
Lagrange consistant a regrouper d'un c6té les sepusitifs de la premiére équation et, de
l'autre les termes négatifs. Implicitement, ce pdaécest reutilisé pour chaque marché, méme
si Walras ne I'expose qu'une seule fois.

"Maintenant prenons l'inégalité

Fp (P P’ P'd )= 0,

et mettons-la sous la forme

Dp (P Pl P'd )= Qb (P Py P'd ),

la fonction Ay représentant la somme dggositifs, soit O, et la fonctionQp, la
somme dey négatifs pris positivement, soityOFaisons abstraction dpg, pq -.. et
cherchons, ces prix étant supposés déterminégp gestant seul a déterminer,
comment il faut faire varigpy entre 0 et l'infini pour que la demande de (B} 8gale
a l'offre" (Walras [1889in [1988], § 127, p. 191).

Ainsi, en faisant abstraction des ppi pq ... , Walras raméne la demande nette du bien (B) a
une équation ne comportant qu'une seule inconeuprix pp (Walras [1889]in [1988], §

155, p. 241%. Ce faisant, il peut isoler les termes "positits! bien (B) (la fonction de
demande B(pp) ou "courbe d'achat") de ses termes "négatifspwsstivement” (la fonction



d'offre Qy(pp) ou "courbe de vente")uid.). Il est donc en mesure d'aborder la deuxiémesétap
de la méthode de Lagrange.

. La deuxiéme étape de cette méthode consiste aenapute les deux composantes de
la demande nette évoluent en sens inverse endondé la méme variabfe De ce fait, elles
se rencontrent nécessairement pour au moins umerrvplise par cette variable. Pour le
montrer, Walras examine successivement le senaugtion de la demande du bien (B) en
fonction de son pripp, puis celui de I'offre.

L'allure de la fonction de demande et de son skEnsariation est déterminée par
Walras en faisant varier le prix du bien (B) ertiret I'infini. La courbe qui en résulte dépend
de I'appréciation que font les agents de ce biarddmande du bien (B) s'avere alors "positive
pourpp = 0" (Walras [1889]n [1988], §128, p. 191). A ce prix, la demande totxgB)

"est égale a I'excédent de l'utilité totale extemssur la quantité totale possédée,
excédent positif si la marchandise (B) est raréaittpartie de la richesse sociale"
(ibid., p. 193).

Lorsquepy, croit, la fonction est décroissante.

"Alors, en effet, la marchandise (B) devient desp&n plus chere par rapport aux

marchandises (A), (C), (D) ...; or il est inadntiésique, dans cette hypothese, et

toutes choses restant égales d'ailleurs, sa demamgimente : elle ne peut que

diminuer” (bid.).

Enfin, la valeur depp peut étre supposée suffisamment grande pour qdenfeande de (B)
soit nulle {bid.).

Le traitement de la seconde composante de la dismagtte est a I'avenant. Walras
montre qu'en faisant varier le prigp, I'offre est successivement croissante et déemiss
Lorsquepp = 0, ou méme lorsque ce prix dépasse quelque @euveau, I'offre reste nulle.
Par la suite, lorsqupp augmente, l'offre croit, au moins dans un prerteerps, avant de
baisser aprés avoir atteint un maximum. Cet infEsgment de la courbe d'offre s'explique
par la conception walrassienne de I'échange rd'@$t en effet nécessairement la contrepartie
d'une demande. L'offre du bien (B) se fait en @pdrtie de la demande de tous les autres
biens. En raison des quantités limitées des madises détenues par les agents, I'offre de (B)
diminue au fur et a mesure que les demandes des duins sont progressivement satisfaites.
Finalement, I'offre de B redevient nulle lorsqua poix tend vers l'infini.

"Alors, en effet, les marchandises (A), (C), (D)deviennent de moins en moins
chéres par rapport a la marchandise (B), et lesaddes de ces marchandises se
produisent successivement en méme temps que |oéréB) qui les accompagne.
Mais cette offre n‘augmente pas indéfiniment; pligse par un maximum au moins,
lequel ne peut étre supérieur a la quantité tgpalesédée; puis elle diminue pour
redevenir nulle spy devient infini, c'est-a-dire si (A), (C), (D) ..sont gratuites"
(Walras [1889]n [1988], § 128, p. 193).
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Ainsi, Walras montre que la fonction d'offre pae déro, puis s'avere successivement
croissante et décroissante.

Au regard de I'évolution de ces deux composantedras peut Iégitimement espérer
qu'il existe une valeur dpp permettant d'annuler la demande nette.

"Dans ces conditions, et a moins qug e devienne nul avant queg, @it cessé de

I'étre, cas auquel il n'y a pas de solution, ilsexiune certaine valeur g pour

laquelle @, et Dy sont égaux”ibid., § 129, p. 193).
Cependant, du fait de I'allure de la courbe d'otlkgencontre entre les deux composantes de
la demande nette peut se faire en plusieurs esdraire méme ne jamais surveribid., §
65, p. 97).

. La troisieme étape consiste a montrer commenétardine numériquement la valeur
de pp qui annule la demande nette. Cette méthode cergisésoudre par tatonnements une
équation a une inconnue.

"Pour trouver cette valeur, il faut augmerpgy si, au prixp'p , 'on a Y' > 0, soit [

> O}y, et diminuerp'y si, au prixpp , 'on a Y' < 0, soit ' > Dy" (ibid., 8 129, p.

193).
On a la, explicitement formulé en termes mathérasg la regle de variation du prix en
fonction du signe de la demande nette. Cette né'glt que la transposée de celle figurant
dans la méthode de Lagrange. En effet, lorsquerdmipre composante de |'équation est
supérieure a la seconde, il faut faire en sortelgueuvelle valeur prise par la varialgg
induise une diminution de la premiere composarged@mande), et une augmentation de la
seconde (l'offre). Or, on sait, grace a la deuxiétape, comment faire varipg pour obtenir
ce résultat. Il suffit de proposer une valgjy du prix du bien (B) qui soit, dans cette
configuration de la demande nette, supérieure grdaédentgp. On retrouve alors ici les
trois configurations possibles envisagées par Wak&i la demande nette s'annule pour le
nouveau prix, alors le marché du bien considéngosere a I'équilibre. Il n'y a donc plus lieu
de poursuivre les tatonnements. - Si la demande reste toujours excédentaire a ce houveau
prix, il faut augmenter une fois encore le prixSi-la demande nette devient déficitaire, sa
deuxieme composante (I'offre) excede alors la premm@omposante (la demande). Il faut donc
faire varier le prix du bien (B) de maniére a digenl'offre et augmenter la demande. Grace a
la deuxieme étape de la méthode de Lagrange, bséisuffit de proposer une valeptp
de cette variable qui soit inférieure a sa valeéc@dentg'p, mais tout en étant supérieure a
la premiere tentativep. Et ainsi de suite jusqu'a ce que la demande sett@ule pour une
certaine valeur prise par la variable prix.

"On obtient ainsi I'équation

Fo (P"p, P'c, P'd ---) = 0" (Walras [1889]n [1988], § 129, p. 193).
La solutionp™p est donc trouvée par tatonnement, en supposantequautres prix restent
constants durant cette phase. Les quantités éatmsgéont donc nécessairement égales pour
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le prix d'équilibrep”p. La méthode détermine donc simultanément un grixne quantité
d'équilibre.

Walras applique ensuite cette méthode successitearteus les autres marcheés, en ne
se servant explicitement que de la troisiéme étaperés le marché du bien (B), Walras
passe a la résolution du marché (C), puis a callmarché du bien (D), etc.

"Cette opération effectuée, la fonctiop @'h, P'c, P'd ---) = O est devenuedHp"p,

P'e, P'g ) = 0; mais on peut obtenir I'équationy B"h, P"'c, P'd --) = 0, en

augmentant ou diminuapt; suivant qu'au prip'c on a Z' > 0, soit R'> Og, ou Z' <

0, soit O > Dz. On obtient de méme I'équatiog "y, P"c, P'd --.) = 0; et ainsi de

suite" (Walras [1889}n [1988], § 129, p. 195).

La méthode est la méme : il s'agit de faire vdeqrix du bien considéré en fonction du signe
de la demande nette, en essayant de restreindyeepsovement la fourchette des possibles.
Ce faisant, marché apres marché, Walras démong&deqmécanisme de la hausse et de la
baisse "détermine” par tatonnement le prix d'@ouglilorsque tous les autres prix sont
Supposés constants.

Apres avoir trouvé successivement les racinessqai solution de chaque équation,
Walras est contraint de les remettre en cause poerraison simple : chaque racine était
calculée en supposant les autres prix constanialOierme de la premiere série de calculs -
ou itération -, tous ces prix ont changé (Walr&9f] in [1988], appendice 1, § 3, p. 698).
Walras est alors obligé de procéder a une seca@dsion et, en fait, a bien d'autres encore
(Jaffé [1981], p. 251). Car ces itérations ne efhoimpront que lorsque toutes les demandes
nettes seront nulles avec le systéeme de prix egdulie l'itération précédente. Par conséquent,
Walras est contraint de supposer que chaque @arpgrmettra de trouver un systeme de prix
plus proche de [I'équilibre que celui atteint lore titération précédente. Aprés une
démonstration plutdét "négligente et vague" (Jaffé6[7], p. 227, n. 16) reposant sur une
analyse des effets directs et indirects produitsdpa variations de prix sur les demandes des
biens, Walras conclut a la convergence "probable$ thtonnements vers la solution
d'équilibre (Walras [1889h [1988], § 130, p. 1957.

L'adjectif "probable” trahit en fait limpuissancele Walras a démontrer
mathématiquement son propos. Cette impuissanceieptode la méthode méme qu'il
emploie. Cette méthode, valable pour détermineadae d'une équation a une inconnue, ne
peut étre transposée a un systeme d'équationsadVatmscient de I'existence de cet obstacle,
tente de le contourner a l'aide d'un argunaehhoc: le caractere probable de la convergence
des tatonnements vers I'équilibre gértéral

Ainsi, il semble clair que Walras s'est inspirdalenéthode de Lagrange pour montrer

que les marchés pouvaient, en “pratique”, parvanirsysteme de prix d'équilibre, celui-la
méme calculé par le théoricien.
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"[PJour démontrer que des prix de marchandisdsrésultent effectivement de telles

données ou conditions, il est absolument indisge#asa mon sens: 1° de formuler,

d'aprés ces données ou conditions, un systéemeatiéas, [...], et 2° d'établir que

I'enchainement des phénomeénes de la réalité ammsiigén la résolution empirique de

ce systeme d'équations. C'est ce que j'ai faiteequi concernait successivement

I'échange, la production et la capitalisation” (Vaal[1874]in [1988], § 370, p. 651).

Il s'agissait donc bien, dans son esprit, de trouve méthode mathématique qu'il puisse
mettre en correspondance avec le mécanisme dedarcence.

On se souvient que la concurrence, pour Walrasjclgnche entre les agents
economiques qui se trouvent "du c6té long". De fatsque la demande est supérieure a
I'offre, une concurrence s'instaure entre les deleais pour acquérir ces biens rares. Cette
concurrence les conduit, d'une maniere ou d'unee,aatfaire augmenter le prix du bien.
Inversement, lorsque I'offre surpasse la demanuegcancurrence s'installe entre les vendeurs
qui les amene a baisser leur prix pour pouvoir kEcoleurs marchandises. Ainsi, le
meécanisme de la hausse et de la baisse peut @mtdi@la une régle : en cas de demande nette
négative, le prix diminue, et inversement dansale @une demande nette positive. Or, cette
regle d'ajustement est précisément celle que évouve lorsque Walras utilise la méthode de
Lagrange pour résoudre les équations. Lorsque maposante “"positive” de I'équation a
résoudre dépasse sa composante "négative"”, ihfadifier la variable de maniére a induire
simultanément une baisse de la composante positivee hausse de la composante négative,
et inversement. De ce fait, on peut parvenir pgwntdements a trouver la racine qui est
solution de I'équation. Walras fait ainsi corregjrenles tatonnements générés par le
mécanisme de la hausse et de la baisse a la métbddgrange.

Pour démontrer notre propos, nous avons établildjles caractéristiques essentielles
que Walras retient de la concurrence sont la haetdaebaisse du prix en fonction du signe de
la demande nette, et la suspension des échangaes l&duiilibre; 2/ ces caractéristiques
permettent d'identifier le mécanisme de la conaweea une méthode mathématique dite "par
tatonnement” de résolution numeérique des équatiBhde point de jonction entre ces
caractéristiques et la méthode de Lagrange réside ld regle de la demande nette; 4/ grace a
ce point de contact, Walras peut démontrer mathqoehent que le mécanisme de la
concurrence permet d'atteindre “pratiquement” latgm déterminée théoriquement.

I1l. Cournot ou Seidel ?

Nous avons vu que Walras témoignait d'une conmaigs directe ou non, des écrits de
Lagrange. Ce témoignage peut étre corroboré. Sittarne notre regard vers Cournot, on
constate qu'il est le premier a avoir introduitneéthode du tatonnement en économie.
Davantage, Cournot, excellent mathématicien, carei la théorie des fonctions, y compris
celle de Lagrange. Nous allons donc, dans un pretemps, étudier I'hypothese selon
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laquelle Cournot se réfere a la méthode de Lagrirgede I'analyse du comportement d'un
producteur en situation de monopole. Si cette thgs® s'avere valide, elle nous permettra de
rejeter une hypothése alternative avancée dansttémalure économique a propos du
tatonnement walrassien. Selon cette hypothése ad/ak se serait pas inspiré de la méthode
de Lagrange, mais plutét de celle de Gauss-Sditlest ce que nous examinerons dans un
second point.

LE TATONNEMENT EN MONOPOLE CHEZ COURNOT

Le fait est bien connu, le€Recherches sur les principes mathématiques deélarith
des richesse$1838) de Cournot marquérent profondément Waltatte influence s'avere
capitale pour notre démonstration. En effet, Cousgosert implicitement de la méthode de
Lagrangé® pour montrer, dans son chapitre V, comment un ymair en situation de
monopole détermine la valeur maximum de son pr@ila se fait, selon Cournot, par
"tatonnements”. Selon nous, son exposé constitueéldable matrice de la version
walrassienne du tatonnement. Pour cela, il nousdaibord montrer que le tatonnement de
Cournot s'apparente a la méthode de résolution mguee de Lagrange. Ensuite, nous
mettrons en évidence le fait que, pour Cournotecetethode "pratique” permet de trouver
une solution dont I'existence théorique a été aalpble démontrée.

Le terme "tatonnement” ne se rencontre que dartsalgitre V de®kecherchegntitulé
"du monopole. Il apparait dés le premier paragraphe de ce cleapitr

"Supposons, pour la commodité du langage, qu'umtese trouve propriétaire d'une
source minérale, a laguelle on vient de reconndésepropriétés salutaires qu'aucune
autre ne possede. Il pourrait sans doute fixerGafrincs le prix diitre de cette eau ;
mais il s'apercevrait bien vite, a la rareté daesateles, que ce n'est pas le moyen de
tirer grand parti de sa propriété. Il abaisseracdsuccessivement le prix du litre
jusqu'au terme qui lui donnera le plus grand pradissible; c'est-a-dire que, si ) (
désigne la loi de la demande, il finira, apres div@tonnements, par adopter la valeur
dep qui rend le produip F (p) un maximum, ou qui est déterminée par I'équation

[1] F@ +pF (@ =0" (Cournot [1838], § 26, p. 43).

Les "tatonnements” désignent donc les tentativesfgit un producteur d'eau minérale en
situation de monopoté pour trouver la valeur numérique du prix qui maisienson profit ou

qui annule la dérivée premiere de la foncoR (p). En I'absence de tout colt de production,
sa fonction de profit se raméne a l'expressiona@uv de la quantité qu'il "débite™ a un prix
p, soit son chiffre d'affairep F (p). On peut établir une série de remarques sueldstives

de ce producteur. 1/ Le premier prix proposé pg@rdéelucteur est fixé au hasard, sous réserve
de prendre une valeur positive. 2/ Les prix suiga#ront proposes en fonction du sens de
variation de la valeur du profit. Si apres avoiogmwsé un deuxieme prix, le producteur

constate que son profit augmente, il baissera namgéme fois son prix. En fonction du sens
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de variation du profit qu'il obtient, le productedéterminera le quatrieme prix, etc. Cette
procédure ne s'apparente pas a un "sondage" (MEr888], p. 55), car les prix proposés par
le producteur ne constituent pas un ensemble mhattees, que I'on propose simultanément
aux acheteurs, mais une suite de propositions ssiges gouvernées par le sens de variation
du profit. 3/ Du fait des baisses "successives" ghes, les "tatonnements” du producteur
s'apparentent a une meéthode itérative de résolutiomérique d'une équation. 4/ Les
tatonnements permettent de retrouver la valeuragaule I'équation [1]. Cournot présente
donc implicitement deux méthodes de résolutionedmé@me équation. La méthode employée
par le producteur consiste a déterminer numérigungnpar tatonnements, la valeur qui
maximise son profit, alors que la seconde, empl@gide théoricien, consiste a chercher la
valeur qui annule la dérivée premiére d'une fomctimn spécifiee numeériqguement. On
retrouve ici la distinction qu'empruntait Walrag€aurnot entre I'application "théorique” des
mathématiques et son application "pratique".

On comprend, a la suite de ces remarques, queéthode proposée par Cournot
constitue la véritable matrice conceptuelle durtdément walrassien. On y trouve un prix
fixé au hasard, des tatonnements régis par une Bgjustement qui met en relation une
variation du prix a une variation du profit (resjpgement de la demande nette chez Walras)
18 |a coexistence de deux méthodes destinée & proueela “pratique” du producteur peut
étre mise en correspondance avec une méethode nathéende résolution numeérique d'une
équation. Rien d'étonnant alors a ce que Walraemep explicitement, dans se&ments
des passages de Cournot pour décrire le comportedi@m producteur en situation de
monopole. Ainsi,

"[s]i notre entrepreneur n'avait pas de frais dalpction, il devrait adopter, pour son
produit, le prix de vente de 1 F: ce prix seraiucequi lui donnerait le plus grand
bénéfice. Mais comment le trouverait-il ? Par utortdement des plus simples.
Adoptant d'abord les prix les plus élevés, il catestit que la demande est nulle ou
tres faible, et le produit également nul ou trékléa Abaissant alors son prix de plus
en plus, il verrait la demande s'élever et le pitoalec elle. Il arriverait ainsi au prix
de 1 F. Continuant & abaisser son prix, il veteadtemande continuer a s'élever, mais
le produit commencer a baisser. Aussitot il relaiteson prix a 1 F, et Iy
maintiendrait définitivement. C'est la une opématigans difficulté et qui se fait
journellement dans le commerce" (Walras [18R4]L988], § 377, p. 661).

La proximité du tatonnement de Walras avec celuiGieirnot est d'autant plus
frappante que I'on trouve, dans le chapitre IV Resherchesune démonstration similaire a
celle de Walras, visant a établir que l'on peutemdiner par deux meéthodes distinctes
(théorique et numérique) la valeur g¢e qui maximise le profit du producteur. La
démonstration de Cournot s’établit alors en dempte

Le premier moment consiste a montrer qu'il existeessairement, "théoriquement”,
une valeur qui rend le prodytF(p) maximum. Pour le montrer, Cournot cherche a awese
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le maximum de généralité a son propos. Dans cetigue, dit-il, il n'est pas nécessaire de
préciser numériquement cette fonction :

"cette extréme preécision ne deviendrait nécesspieesi I'on pouvait se proposer de
passer a des applications numériques, et elle denseiperflue dans les recherches
qui n'ont pour objet que d'obtenir une expressiénégale des résultats moyens,
indépendants des oscillations périodiques" (CoU28], § 23, p. 40).

En refusant de spécifier numériquement la fonagjoii étudie, Cournot procede a I' "analyse”
mathématique de cette fonction, conformément aukodés de Cauchy et de Dirichfet

"On sait que I'une des fonctions les plus impogsarte I'analyse consiste précisément

a assigner des relations déterminées entre desitggadont les valeurs numériques et

méme les formes algébriques sont absolument imesigs"” {id., p 37).
Ainsi, la fonctionp F(p) peut étre caractérisée "par la pensd®tl.). Apres avoir rappelé que
cette fonction est nécessairement continue, Codaitotarierp de zéro jusqu'a l'infini afin de
caractériser l'allure générale de la fonction. Rit de son allure, la fonction comporte au
moins un extremum :

"puisque la fonctionpF(p) va d'abord en croissant avgg puis finalement en
décroissant, il y a une valeur gequi la rend un maximum, et qui est donnée par
I'équation [1] Ff) + p F'(p) = 0, F' désignant, suivant la notation de Lagearg
coefficient différentiel de la fonction F" (Cournjd838], § 23, p. 40).
Au-dela du fait que Cournot se référe & Lagrahgequ'il s'agit du seul mathématicien cité
dans sefkecherchesce passage est important puisqu'il démontre tpadgment l'existence
d'une valeur prise pgr qui annule [1]. En d'autres termes, Cournot démsobhgxistence
théorique d'une solution a I'équation [1].

Le deuxieme temps de sa démonstration consisterdren qu'un théoricien peut
déterminer numeériquement cette solution en se sedes statistiques. Pour cela, il lui faut au
préalable assigner des valeurs numeériques a ladora=(p). Grace aux statistiques, soutient
Cournot, on peut constituer "une table ou I'onvssait ces valeurs" (Cournot [1838], § 24, p.
41). Par la méme, on "prépare(r) la solutmmatique et rigoureusedes questions qui se
rattachent a la théorie des richesséstl(, nos italiques). En d'autres termes, on rend plassi
sa résolutiomumériquepar la méthodenathématiqueles tatonnements qu'il exposera dans le
chapitre suivarit. Mais Cournot n'en est pas encore la. Il lui favant, montrer qu'un
théoricien, par opposition au producteur, peutrd@teer numériquement la valeur qui rend le
débit maximum. La réside le deuxieme moment dettaahstration de Cournot. Comme on
I'a vu, cette méthode utilisée par le producteursdi@ chapitre V consiste a faire varier
numeériguemenp afin d'examiner son effet sur le "prodyit’F (p). Pour Cournot, il s'agit de
démontrer que cette procédure permet d'atteindrsollation dont il a pointé I'existence
théorique.

"Supposons gque le prix étant devgnut Ap, la consommation annuelle, accusée par
des documents statistiques tels que les regiseggduanes, soit devenue D,
selon que I'on aura
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[2] £<2 OU£>2,

Ap p Ap p

l'accroissement de pri& p fera augmenter ou diminuer le prodpiE(p)" (Cournot

[1838], § 24, p. 41).
Cournot montre ainsi que I'on peut déterminer, daigre univoque, le sens de variation du
produit en fonction d'une variation du prix. Enegffselon que I'on se situe dans la phase
croissante du produitAD/Ap < D/p), ou dans sa phase décroissadtB/{Ap > D/p), une
augmentation du prix induira un accroissement oe diminution du produit. Cet effet
s'inverse en cas de diminution du prix. Du faitd#e typologie des effets, on peut établir un
diagnostic précis de la situation du marché a paes données statistiques. Le sens de
variation du produit permet de savoir si le nouvpex se rapproche ou s'éloigne du prix qui
rend le produipF(p) maximum. Ainsi,

“l'on saura conséquemment si les deux valpups+ Ap (Ap étant censé une petite

fraction dep) tombent en-de¢ca ou au-dela de la valeur qui paatemaximum le

produit en question'ilgid.).

Ce faisant, Cournot démontre que l'on peut déteminumériquement, grace a la
connaissance de la typologie des effets d'une tia@rialu prix, la valeur de qui rend le
produit maximum.

Ayant fondé ces deux moments de sa démonstraioarnot peut alors logiquement
soutenir, dans le chapitre V de $&scherchesgue le producteur parvient & trouver le produit
maximum lorsqu'il suit, sans le savoir, une méthadke résolution numérique par
tatonnementS. On retrouve la les deux moments utilisés par ¥gapour démontrer que la
solution "théorique" est celle-la méme qui se détee "pratiquement” par le mécanisme de
la libre concurrence. Mais, a la différence de \Walrle point de jonction entre les
tatonnements et la méthode de Lagrange n'estphégyle de la demande nette, mais celle du
sens de variation du profit ou, par une analogimpeuse, du "profit net".

Le tatonnement de Cournot constitue ainsi la a@lit matrice conceptuelle du
tatonnement de Walras. En ne citant le nom que sl mathématicien, Joseph Louis
Lagrange, Cournot reconnait implicitement une de#tel'égard de ses méthodes
mathématiques. L'adoption par Cournot de la méthield agrange corrobore donc notre
démonstration.

ET LA METHODE DE GAUSS-SEIDEL ?

Certains exégetes walrassien ont identifié lentdment a une autre méthode
mathématique : la méthode de Gauss-Seidel. lltsgie méthode itérative de résolution
numérique d'un systéme d'équatf@nontrairement & la méthode de Lagrange, qui n'est
valable que pour une seule équation a une incommuegthode élaborée par Seidel [1874], en
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s'inspirant des travaux de Gauss, permet de résaled systemes d'équations linéaires selon
une procédure apparemment analogue a celle emptayé&alras.

Uzawa, dans un article daté de 1960, est le premiéentifier le tatonnement
walrassien a la méthode de Gauss-Seidel (Uzawa0]196 186, n. . Pour comprendre
cette identification, il faut brievement revenir $&s motivations d'Uzawa. A cette époque, les
premieres démonstrations de la stabilité de |'dopalgénéral venaient juste d'étre établies par
Arrow et Hurwicz (1958), et Arrow, Block et Hurwidd959). Ces démonstrations reposent
toutes sur I'hypothése d'un ajustement simultarg rdarchés. Souhaitant relacher cette
hypothese, Uzawa propose d’examiner un processysstement qui ne soit plus simultané
mais "sequentiel” ou "successif". Or, soutientte trouve que le concepteur du tatonnement
a développé une représentation seéquentielle duegsas d’ajustement. C'est donc pour
étudier la convergence de ce type d’'ajustement zguild identifie le deuxieme type de
tatonnement a la méthode de Gauss-Seidel.

Apres avoir montré que Walras annule successivetaedemande nette de chaque
marché en faisant varier le seul prix du bien abér®, Uzawa propose une formulation
mathématique de cet ajustement. Ainsi, si l'on gigsiparz la demande nette pour la
marchandisg,

"[e]n général, le prip; (t + 1) de la marchandigedans la phase+ 1 est déterminée
de maniére a satisfaire I'équation

z[pp (t+1), ...y (t+ 1), (t+1),p4 1 (1), .0 D] =0,

t=0,1,2,..j=1, ... n" (Uzawa [1960], p 186).

Ce faisant, Uzawa peut identifier le tatonnemeniMidras a la procédure de Gauss-Seidel,
qui suppose explicitement une datation des vasable fonction des itératioffs Si I'on
considéere que les prix ne peuvent étre négagfgdition devient :
"p; (t + 1) est déterminé de maniere a satisfaireltion
=0Osip;(t+) >0,
(6) Z [py (t+1), ooy (t+1),p; (t+21),p 41 (), -0 (B)] {S Osip, (t+1)=0,
t=0,1,2,..j=1,..n" (ibid.).

Selon cette méthode, le commissaire priseur seecbrecsur un marché a la fois, a chaque
étapet du processus séquentiel. Cela signifie deux chioses

"premiérement, si le systéeme n'est pas a I'éqaikiblinstant, alors dans l'intervalle
de temps qui meneta+1, un seul prix est modifié. Deuxiemement, sPReprix doit
étre modifié, alors le commissaire priseur le nmiedde maniére a ce que igne
mar)g?é soit a I'équilibre, les autres prix étamirds" (Arrow et Hahn [1971], p.
305"

Grace a cette formulation, le tatonnement engendrgrocessus dynamique dont chaque
moment est déterminé dans le temps. Uzawa peutajapijuer la théorie mathématique des

18



processus dynamiques pour étudier la convergenos #atemps de ce "processus de
tatonnements successffs"

Si nous ne contestons évidemment pas la légitidgéela démarche théorique
d'Uzaw&®, ni de la pertinence d’'une mise en correspondamte la méthode de Gauss-
Seidel et le tatonnement de Walras, nous doutongeeanche que ce dernier ait eu
connaissance d'une telle méthode et ce pour Issnmisuivantes. 1/ Il semble douteux que
Walras, pietre mathématicien, ait pu avoir conrmise d'un texte paru dans une revue
allemande, éditée en Baviére la méme année queblecgtion de la premiere partie de ses
Elément®. De plus, contrairement & Lagrange, les noms desGeta fortiori de Seidel ne
sont jamais mentionnés, a notre connaissance, paa%V 2/ Si Walras utilise la méthode du
pivot de Gauss, elle n'intervient pas dans letstacre de sa théorie du tatonnement. 3/ Si
Walras avait eu connaissance de la méthode de &audsl, il n'aurait pas rencontré les
difficultés, évoquées plus haut, pour démontrercémvergence du tatonnement vers un
systeme de prix d'équilibre. En effet, comme level&zawa, Seidel assortissait I'utilisation
de sa méthode de conditions restrictives. Ainsi,

"[l]e cas envisagé par Seidel est celui dans leg{pglest linéaire,d z / 0 pJ;; est

symeétrique, et led z / dp, sont toutes positives" (Uzawa [1960], p. 186,)n. 1
En d'autres termes, la matrice des dérivées presndi étre symétrique et sa diagonale
partout positive. Or ces conditions garantissesblavergence du tatonnement vers la solution
d’équilibre. Walras n'aurait donc eu aucun mal gregedre ces conditions ou, a défaut, a
mentionner leur existence. Par conséquent, dups@old de vue de I'exégese walrassienne, ces
trois arguments écartent tout rapprochement dunn&moent de Walras avec la méthode de
Gauss-Seidel.

Conclusion

Pour démontrer notre hypothese, notre argumentatest appuyée sur sept points. 1/
Les caractéristiques essentielles que Walras tetienla concurrence sont la hausse et la
baisse du prix en fonction du signe de la demaredke nainsi que la suspension des échanges
avant l'équilibre. 2/ Ces caractéristiques permettdidentifier le mécanisme de la
concurrence a une méthode mathématique dite "fmm@ment” de résolution numérique des
équations. 3/ Le point de jonction entre ces caretiques et la méthode de Lagrange réside
dans la regle de la demande nette. 4/ Grace aio¢ ¢® contact, Walras peut démontrer
mathématiquement que le mécanisme de la concurparoeet d'atteindre “pratiquement” la
solution déterminée théoriquement. 5/ Walras seiichhemin emprunté par Cournot pour
établir sa démonstration. 6/ Par I'emploi commuitad@éthode de Lagrange, le tatonnement
de Cournot et celui de Walras ont la méme structom@me s'ils reposent sur des régles
d'ajustement différentes. 7/ Ne pouvant pas comn#t travaux de Seidel, Walras n'a pas
utilisé la méthode de Gauss-Seidel pour son tatoene
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Ainsi, contrairement a ce que soutient Walker,tdeonnement a une dimension
mathématique. Bortkiewicz est peut-étre le seutaraporain de Walras a l'avoir clairement
compris. En répondant a Edgeworth, il écrivait aiagropos du tatonnement de Walras :

"[c]ertes, il peut y avoir plus d'une méthode poésoudre un systeme d'équations

données. Mais nous n'‘avons pas, dans le cas préseptobleme d'algebre devant

nous; il s'agit plutdt de montrer quel est le pdeEo@el, effectivement employé sur le

marché, qui constitue le mode de résolution desité@ns données. Y aurait-il peut

étre d'aprés Mr. Edgeworth, un autre phénomeneog@digue se produisant sur le

marché et pouvant étre regardé comme mode de tiésotles équations en question

? Non" (Bortkiewicz [1890], p. 85).
A l'exception de Bortkiewicz et jusqu'aux travaux @oodwin, personne ne percevra cette
dimension mathématique du tatonnement. Les priogipasponsables de cette disparition
sont probablement Pareto et, a sa suite, Baronenajuetiennent du tatonnement que sa
dimension organisationnelle. C'est d'ailleurs céitbeension qui sera a l'origine du renouveau
d'intérét que suscitera le tatonnement dans lesesntrente, en Angleterre, avec le grand

débat sur la rationalité d'une économie centralémpianifiée.
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" Adresse électronique : lendjel@univ-parisl.frtiées & remercier P. Bridel ainsi que les troigmapeurs pour
leurs critiques, commentaires et suggestions. @ietean'engage, comme a l'accoutumée, que somraute

! Voir également Walras [188%) [1988], § 125, p. 189, ou encore la lettre de A& F. Virgilii en date du
17-10-1889 (Jaffé [1965], L. 928).

2 Pour une présentation critique des théses de Waitie Lendjel [1997] et De Vroey [1999].

% En cela, les adjectifs "pratique" ou "empiriquetiptoyés par Walras ne renvoient pas a un mécariisia#,
comme le soutient Walker, mais bien a une reprétentthéorique du mécanisme de la concurrencer. wi
interprétation de cette terminologie walrassiemog, Lendjel [2000].

* Ainsi, Rebeyrol souligne que les agents se caiaeté par "des comportemergassifs du coté couret par
des propositions actives de prix, du c6té longlus favorables au cété court" (Rebeyrol [199918).

® Voir Berthoud [1992].

® Voir Arena et Ragni [1994], pp. 166 et suivantes.

""L'enchére & la criée n'est pas absolument néoesbien qu'elle constitue certainement le degrgliis parfait
du mécanisme. La concurrence économique peut exets elle; elle existe sur le marché aux léguengse les
boutiquiers d'une méme rue, entre les avocats, civéxdd'une méme ville" (Walras [1871-1881], p. 456)

8 Voir également Rebeyrol [1999], pp. 72-74.
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° Ce mécanisme est déja décrit dans les §§ 48, 60. &our une présentation chronologique de l'agiidin de
cette méthode par Walras, voir Lendjel [1998], 9 e6 suivantes.

10 Jaffé suggeére que Walras raméne temporairemerétsde a "un modéle d'équilibre partiel" (Jafféq1p p.
250).

1 voir également Jaffé [1981], pp. 248 et suivantes.

12\/0ir également D'Autume [1982], p. 118.

13 Voir Rebeyrol [1999], p. 74.

4 Pour une présentation de l'argumentation de Walrate ses changements au cours des différentisnédi
voir Lendjel [1998], pp. 60-70.

15 Jusqu'a la publication dGours d'Analysaele Cauchy, en 1821, qui "ouvre la voie & l'analysmlerne”,
l'algebre et les méthodes numériques de Lagrangend@nt, en France, la discipline mathématiquegdau
[1978], p. 243). Cournot, qui connait parfaitemestmathématiques pour avoir rédigé un ouvragéasiinéorie
des fonctions, maitrise aussi bien l'algébre qumalyse. En se servant dés 1838 de I'analyse rfetd#ofonctions
non spécifiées) en économie, on mesure combiennCbutait novateur, y compris dans les mathématique
utilisées.

6 On le rencontre de nouveau en 1877, danReaie sommaire des doctrines économigaepropos du
duopole. On remarquera que la démarche de Coushatentique a celle de Walras, puisqu'il déterndiiadord
"théoriquement”, puis "pratiguement”, la solutioathématique du probléme. "Le systéeme de ces daisotis
[les fonctions de réactions] qui doivent simultaeéin subsister par l'effet de la concurrence desk deu
propriétaires M et N, est précisément ce qu'il faatir déterminer individuellement les deux quastite n, et
par conséquent la production totale, a laquelleespond un prix déterminé en vertu de la loi dddmande.
Dans la pratique, une suite de tdtonnements améesrdeux propriétaires ou producteurs a cettetiposi
d'équilibre, et la théorie montre que cet équiliesestable” (Cournot [1877], p 97).

" Pour Cournot, comme pour Walras, le monopole sleitployer dans son "sens le plus absolu, ce gpiose
que la production de la denrée est dans une seaite (Cournot [1838], § 25, p. 42).

18 Signalons ici toutefois une différence entre Couret Walras dans leurs régles d’ajustement reisge@our
Cournot, le monopoleur modifie son prix en fonctidm sens de variatiorde son bénéfice, alors que, pour
Walras, le prix est maodifié en fonction du signdaldemande nette.

9 Cournot se référe a Dirichlet dans Ssuvenirs(Cournot [1838], pwi). Dirichlet, en 1837, est l'un des
premiers, aprés Cauchy, en 1821, et Poinsot, ed, BBavoir introduit la notion de fonction en mattatiques
(Dugac [1978], p. 251).

2 Cournot se référe ici a la technique développéelpgrange de linéarisation d'une équation, quisiste a
négliger les termes non linéaires de cette équation

2L Le terme utilisé n'est d'ailleurs pas sans évolgueolution "pratique” de Walras (Walras [1874]1988], §
143, p. 221).

2 En reprenant I'équation [1], on peut rapidemetrouer les conditions [2] de Cournot. La dérivéerpiére

du produitpF(p) est égale a Fpf + p F'(p), soit F ¢) + p dF({)/dp. Lorsque cette expression est positive, le
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produit s'accroit et inversement. Pour montrer ¢gge conditions renvoient a des phénoménes statstignt
mesurables, Cournot ne va retenir qu'une approiamae cette condition. De ce fait, on peut dire,qians sa
phase croissante, B)(p sera inférieure & F(p) / A p et, dans sa phase décroissantq)fp Eera supérieures
F(p) / A p. Comme D = Ff), on retrouve les conditions [2].

%3 Cournot sait pourtant qu'une équation peut corepaptusieurs extrema, ce qui rend problématique la
détermination numérique de la valeur maximale (6ouf1838]. § 25, p. 42).

4 Pour une présentation simple et claire de cettaadé, voir Legras [1963], pp. 31-33.

5 Voir également Arrow et Hahn [1971], pp. 305-3DGAutume [1982], pp. 115-118.

% Cette datation existe implicitement chez Walrasque le nombre d'apostrophes qui indexe une \ariab
renvoie au nombre d'itérations effectuées.

" La méthode mathématique suivie par Walras pouéttennement comporte la particularité, selon Aretw
Hahn [1971], p. 306, d'étre peu recommandable,gant son incapacité a "imiter le marché" que pésoudre

les calculs de planification. C'est ce méme diagoagii rend Walker trés critique a I'égard dedindification du
tatonnement avec la méthode de Gauss-Seidel (Wa!888], p. 312).

% Comme le notent Arrow et Hahn ([1971], pp. 305)306és conditions de diagonale dominance ou de
substituabilité brute garantissent toutes deuxfavergence de cette méthode vers I'équilibre.

? Le tatonnement de Walras a engendé deux progrardmeecherches distincts : le premier porte sur la
question de la stabilité de I'équilibre (Arrow edfth [1971]), le second, impulsé par Goodwin [19altfait a la
modélisation, sous la forme d'algorithmes, du camgmeent des marchés. Les travaux de Wellman, en
particulier, témoignent de cette direction de reche liée a ce que l'on appelle "l'intelligenceifiaitlle”
(Wellman [1993]).

% Notons que la premiére partie defgments publiée en 1874, comprend l'analyse de "I'échategplusieurs
marchandises entre elles" et, par conséquent, ieamsigre utilisation de la méthode de Lagrange. égard du
caractéere précipité de la publication de cettei@alttest peu probable que Walras ait eu le tendessaire pour

lire et intégrer l'article de Seidel.
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