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Reconstruire I'exécution des opérations élémentaires dans les sources sanskrites
médiévales: des tableaux numériques éphémeéres?

Agathe Keller
kellera@univ-paris-diderot.fr

L'évocation des ofations élémentaires au moyen de la notation positionnelleindale, est
souvent incompgke et fragmentaire dans les sources sanskritédi¢uales. Nous verrons sur
guelques exemples comment reconstruire ledcwgion. Faut-il consiérer ces e&cutions comme
des tableauxXphémeres a intégrer dans une histoire plus globale des tableséngoes? Notre
¢tude reposera nottamment sur légles de multiplication dorées par Brahmagupta (628 CE) et
interprtées par son commentateuttitidaka (ca. 860).

1. Introduction: Quelques questions

Une version sommaire de I'histoire des notations de nombres, présente souvent les avantages
ergonomiques de la numération positionnelle décimale: puisqu'elle permet des calculs facilités, il
est naturel gqu'elle ait en quelgue sorte conquis la terre. Regardons ici d'un peu plus pres ce que
signifiait pratiquer la numération positionnelle en arithmétique, dans les premiers textes sanskrits
qui I'évoquent.

1.1.Des tables numériques

Lorsqu'on exécute, sans s'aider des machines qui nous accompagnent au quotidien, des opération:
élémentaires au moyen de la numération positionnelle décimale, lorsqu'on pose ces opérations, on
utilise ce qui peut-étre vu comme un tableau numérique éphémere: on écrit des nombres souvent sur
deux rangs puis on opere chiffre a chiffre de gauche a droite ou de droite a desicpgrations
itératives qui peuvent nous faire écrire encore quelques lignes et construire les colonnes.

On sait que la numération positionnelle apparait dans les textes savants du sous-continent indien
avant le 5eme siecle de notre ére.

Peut on qualifier les opérations décrites dans ces textes comme opérant sur tableaux?

Définissons ici une table numérique par le fait qu'elle est une représentation d'une fonction a deux
variables: c'est a dire qu'elle doit nous donner les informations suivantes: deux incréments
autonomes et non liées, qui produisent un ou plusieurs résultats. Nous la distingueront de la forme
du tableau, faite de lignes et de colonnes: certains tableaux pouvant ne pas étre des tables
numeériques, et certaines tables numériques n'étant pas représentées dans des tableaux.

Est ce que les tableaux qui se forment lorsqu'on exécute une opération élémentaire par exemple,
font cependant partie d'une histoire des tables numériques?

Est ce que les lignes et les colonnes qui s'y dessinent définissent des tableaux?

D'autres questions sont soulevées au passage: comment pose t on des opérations dans le cadre de
notation positionnelle décimale dans les sources Sanskrites? De quelle maniéere les ressources de
cette notation sont elles mobilisées? Par ailleurs, si I'on considére |'exécution d'uneropérati
comme un cas particulier de l'exécution d'un algorithme arithmétique, peut-on concevoir des
algorithmes qui utiliseraient des tables numériques comme une maniére d'exposer l'algorithme?
Existe-t-il dans les sources sanskrites une sorte de cartographie tabulaire d'un algorithme?

Ces questions serviront de fil a la discussion qui va suivre.

1 Les questions soulevées ici et les définitions de tabtebletiux qui s'y trouvent ont été élaborées dans le cadre de I'ANR Histoire des Tables Numériques, dirigée par D. Tournes.
J'emprunte beaucoup ici aux concepts qui y ont été forgés collectivement, plus particulierement par D. Tournes, K. Chemla et M. Husson. On trouvera dans [Tournes a parraitre] ces

idées développées avec plus d'ampleur.
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1.2. Sources

Est ce que le systeme que l'on utilise aujourd’hui pour noter les nombres, la numération
positionnelle décimale, vient du sous-continent indien? Il s'agit la d'une question qui a fait couler
beaucoup d'encre et qui encore aujourd'hui est sujet & poléntjles plus anciennes traces de la
numeération positionnelle en base 10 se trouvent dans des textes en chinois et se confondent avec ur
outil, les batons de calculs, dans le sous-continent indien il y a un décalage entre la tradition
mathématique savante, qui donne des définitions de cette écriture des nombres a partir du 5éme
siecle, et les attestations épigraphiques, dont les plus anciennes se trouvent... au Cambodge et dater
du 9éme siécfe Ce qui est siir c'est que nos ‘chiffres arabes' sont appelées par les mathématiciens
de langue arabe 'des chiffres indiens’, et que donc l'arithmétique que nous pratiquons aujourd’hui,
qui es4t du point de vu de ses origines hybride, contient des éléments qui viennent du sous-continent
indien’.

Les premiers textes mathématiques en sanskrit datent du premier millénaire avant notre ére. lls
concernent pour l'essentiel la géométrie des autels védiques (ce sémbbdesirras d'auteurs

divers, dont le plus ancien datte d'environ 600 avt. J. -C.) et une science astrale lidéenauersa

sans que le mouvement des planétes n'y soit mathématigétita-vediziga d'environ 400 avant J.

-C.). Ces premiers textes sont suivis par un silence. Il faut ensuite attendre le 5eme siégle pour

des textes compilés nous transmettent, entres autres, une science astrale qui porte le témoignage
d'une influence mésopotamienne et hellenistique, et pour ce qui nous intéresse ici, une définition de
la numération positionnelle décimale, au milieu de nombreux algorithmes arithmétiggies (
ganita), algebriquegbija-ganita), ou géométriquekfetragauita).

De maniére générale, les textes qui nous ont été transmis, nous l'ont été en abondance, pour les
traités. Les commentaires, les sont généralement de maniére plus fragmentaire. Par ailleurs, les
textes de sciences astralggofisa) ont plus souvents été copiés que ceux qui n'étaient que
concernés avec les mathématiqugifa). La langue de transmission des sources introduit un biais
également: le sanskrit est une langue brahmanique (eg de haute case hindoue) a ses débuts, €
englobe ensuite une culture cosmopolite savante jusqu'a la fin du 19éme siecle. Pour ce qui est des
traditions vernaculaires, il faut attendre le 17éme siécle pour qu'apparaissent des sources
substantielles Si nous sommes en fait submergés par les manuscrits (des centaines d& milliers
ceux-ci sont tres tardifs par rapport aux texte eux mémes. Nous n'avons pas de manuscrits
autographes pour les périodes anciennes.

Les textes savants en Sanskrit ont une forme particuliere: les traités sont écrits au moyen
d'aphorismes s(izra) qui pour étre compris ont besoin de commentairees commentaires
mathématiques ont en général une forme standard: elles commentent les vers (pas toujours dans
l'ordre, mais le plus souvent en le respectant), en commencant par une phrase introductive, une
citation du texte commenté, une analyse syntaxique et générale, et une liste dexésopie en

lien avec la régle. Les exemples résolus ont eux aussi une forme standard: ils sont appelés (‘'un
exemple',uddegaka, udtharaza), énnoncés, puis une 'dispositiomydsa, sthapana), fait voir ce

gu'on peut supposer étre la représentation d'une surface de travail dans le texte, avant la résolution
(karana). Ces dispositions seront cruciaux pour nous ici, méme Ssi NoUs Nous intéresserons aussi a ce
gue les textes peuvent nous dire, toujours de maniére tres allusive et fragmentaire, au sujet de la
disposition et de I'exécution.

2 Une partie de ces controverses est racontée dans [Keller 2011]. [Datta Singh 1935] en témoignent, leur publication a clot pour I'essentiel le débat dwebtértirsbes-

3 [Salomon 1998]. Les premieres traces savantes de la numération positionnelle décimale ont avancé dans le temps, depuis la remise en question par Bill Mak de la datation du
Yavanajataka [Mak 2013].

4 Voir les travaux de C. Burnett pour une documentation de cette histoire.

5 Cellesci demandent a étre étudiées, je ne les évoquerais pas ici.

6 [Pingree 1981]. CESS en témoigne.

7 Pour une histoire des mathémaitques en Inde on pourra se référer a [Datta Singh 1938], et [Plofker 2008]. Pour I'histoire des sciences astrales en Inde a [Pingree 1981]
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Quel était le vocabulaire des tableaux en sanskrit?

Outre la référence a des positostadna) les textes peuvent faire référence a une ligagkti), une

colonne (allz, lit. plante grimpante), des éléments placés en desadbiagy ou au dessusipari).

Des algorithmes sont ainsi parfois executés en sens daeglong ou sens indirectviloma)

quoique lorsque cela concerne la numération positionelle décimale, nous ne sommes pas toujours
d'accord sur a quoi correspondent ces sens. Par ailleurs, plus tardivement, apparait une littérature de
tables §arani, kostaka tous les deux au sens de lieu ou stocker le grain) .

Dans la suite nous nous concentrons sur les plus anciennes sources dont nous disposons poul
l'usage savant de la nération positionnelle écimale: le trai¢ d'Aryabhaa I'4Aryabhaiya (499) et

son commentaire par Bhaskara (629)2 et le traité de BrahmaguptaBeahmasphtasiddhinta (628)

et son commentaire partRidaka (fl. 860). Nous évoquerons également le traité de Sridhara le

Pd,tz‘ga);_lqlita (ca. 850%° et son commentaire anonyme non daté, ainsi queldaati de Bhaskara

(1121)%

2. Exemple d' arithmétique et d'algébre 'sur positions"?

Avant de regarder des régles pour multiplier ou extraire une racine carrée, soulignons comment il
faut sans doute comprendre I'exécution des opérations élémentaires tels qu'ils nous parviennent dans
des textes médiévaux sanskrits, dans un cadre plus global de calcul sur positions, qui fait intervenir
parfois des tableaux numériques que nous n'hésiterons pas a reconnaitre comme tel.

Nous allons revenir aux définitions de la numération positionnelle décimale, mais notons ici que les
fractions dans les calculs intermédiaires sont de la forme

A A est le numérateur, B le dénominateur

B

On énonce et note les fractions en résultat et dans les énoncés sous la forme a +/- b/c de la maniére
suivante, le ° représentant une quantité soustractive:

a a
b b°
c c

2.1.Regles de proportions

Les régles de proportions sont parmi les plus anciennes procédures arithmétiques attestées dans le
sous-continent: on trouve la regle de treigifasika) dans leJyotisa-vedinga. De multiples regles

et dispositions dans les textes nous montrent que pour exécuter ces algorithmes, des nhombres son
disposés sur une surface de travail. lls sont placés en ligne, en colonne, ou dans un dispositif
tabulaire. Leur emplacement indique le type d'opération dans lesquels ils vont entrer. Par exemple

chezAryabhaala regle de trois gnnonce ainsi:
Ab.2.26 A présent, lorsqu’on a multiplié la quantité fruit de la Régle de trois par la quantité désir.
Ce qui est obtenu lorsque cela est divisé par la mesure est le fruit du désir.
trair asikaphalamsim tam atha icchrasing hatam ktva |
labdham pramizabhajitam tasnit icchaphalam idam st || 26 ||

8 [Sukla & Sarma 1976] et [Shukla 1976].

9 [Colebrooke 1817], [Dvivedi 1902]. Je suis en tragditéer et traduire le commentaire dgtRdhaka.
10 [Shukla 1959].

11 Tradiuit dans [Colebrooke 1817]
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On peut I'expliciter de la maniére suivante:

La mesure M produit le fruit F, si j’ai le désir D qu’est-ce que j’obtiens? Le fruit du désir R

La proportionnalité qu'il s'agit d'exprimer est F/M = R/D, et la regle exprime un algorithme
permettant le calcul de R, R= (FxD)/M

Le commentateur dryabhaa, Bhaskara précise qu'il existe une régle pour disposer les quantités
qui entrent dans une regle de trois:

Pour accomplir une régle de trois, les sages savent que lorsegiplace, les quantités semblables sont au
début et & la fin, les dissemblables au milieu.

adyantaya tu sadsau vijieyau stlpanisu rasiam|

asadsarasair madhye traiiikaszdhanmiya budhaih||

Il existe plusieurs traditions de dispositions de la régle de trois dans les manuscrits. Les
manuscrits consultés du commentaire de Bhaskara, les disposent ainsi:

M F D
En effet, la désir est une forme de "mesure", ils sont donc du méme genre, par opposition au fruit,
qui est différent.

D'autres traditions de disposition de la Regle de Trois sont connues dans le sous-continent indien:

Dlsposmon d'une régle de trois avec fractions
dans le commentaire dhaskara a I'4Aryabhaiya;
Manuscrit de la collection Burnell, Indian Office

La regle de trois est la premiere d'une série de régle de proporitions a 2n+1 quantités. On trouve
ceci explicité notamment dans le traité de Brahmagupta:

BSS.12.10

Dans la régle de trois, il y a la mesupeafmana), le fruit (phala) et le désiriccha). Le premier et le dernier
sont de méme genre. Le désir multiplié par le fruit, divisé par la mesungtgeofiiuit [du désir]|

trairasike pramipa-phalam-iccladyantay@ sad-sarasih|

iccha phalena guita pramapa-bhaké phalan bhavati

BSS.12.11cd-BSS.12.12

Dans le cas des régles impaires, de la regle de trois a la regle de onzaitdesont en transition
(saitkramaza) de chaque cotaibhayatq, le produit des quantités les plus nombreuses divisé par le produit
des moindres est connu. Dans le cas ou [les quantités] ont deslpdatsnéme maniére, pour les fractions
des deux cotés, il y a transposition des dénominateurs.

trair asikadisu phalam wamev ekidasantesul|

phalasaikramazam ubhayato bahudgivadho ‘lpavadha-tto jieyam|

sakalgv evam bhinngibhayatd chedasaikramazam||



La regle ici énonce un calcul dans lequel un dispositif graphique est sous jascent, méme s'il n'est
pas décrit. L'algorithme inclut un mouvement, donné par l'expression de la transposition,
(saikramana)

Dans une régle de 2n+1 quantités n quantités mesure (M1, M2,...Mn) ensemble produisent une

quantité fruit F. L on connait n quantités désir (D1, D2 ... Dn) et I’on cherche le fruit du désir

(R). L'algorithme permet le calcul de R,

R=FxDl1xD2x...xDn)/ (M1 xM2x ...x Mn)

Disposition d’une reégle de 2n+1 quantités, attestée dans les manuscrits :

M1 D1
Mn Dn
F

La "transpositon du fruit" inclus un déplacement de F dans la colonne des désirs; ce déplacement
indique qu'il sera multiplié par les nombres notés dans cette colonne.

M1 D1
Mn Dn
F

Une telle disposition n'est pas attestée dans les manuscrits: en effet, il s'agit d'un étape
intermédiaire d'un calcul sur une surface de travail dont les étapes au fur et a mesure transforment
le dispositif. On peut imaginer du sable, de la terre battue, une planche a poussiere ou une lauze
avec une craie. Peut-étre aussi que les nombres pouvaient étre figurés par des jetons et déplacés
(ou remplacés) en conséquence.

S'il y a des fractions dans ce cadre, les dénominateurs sont amenés aussi a étre transposeés.

Dans le cas des fractions, la transposition des dénominateurs, revient a effectuer des
multiplications de fractions: le mouvement d'un nombre fait office d'opération, comme lorsqu'on
inverse une fraction en la mettant sur sa téte.

Sans rentrer dans lestdils, examinons la matre dont dans les manuscrits du commentaire de
Prthidaka au traét de Brahmagupta est disgasne ggle de cing:

PBSS.12.12 Example: L'intérét de cent durant dix mois est de quarante éiegagné en huit mois. Quelle
était la somme initiale?

Disposition:

10 8

1 1

100 100

1 1

40 1

Transposition des fruits, quarante d'un coté, cent de l'autre, la dispesttion

10 8

100

100 40

En procédant comme auparavant, le résultat obtenu e25
2



Les quantités dans I'énoncé sont données sous la forme d'une fraction composite. Elles sont placées
suivant une disposition en Reéegle de Cing. Une premiere étape les modifie pour leur permettre
d'netrer dans le calcul sous la forme d'une fraction simple.

ARTIH T FNGATE FA IS LI ATE
aﬁ%m:q%aaﬂ?wmw&nﬁm
w:rasmaanzaﬁwai?" teofl20 v |37A =Y
AT 24 AT [us tes] T[T R AT
AT mﬁﬁmﬂuﬁh%mﬁmmaw

i35 "!{%ﬁ@’qﬁ"r&n
Al % "‘é” (r%m %mﬂw
J R ) FRTNH e

2D \ RpHFGRETTA@HT

. 1mencnrARERITsmaoaafemm; _ _
Disposition de la Bgle de Cinqg dans le commentaire dghRdhaka dans les trois manuscrits connus de ce

commentaire (mss Colebrooke, mss Dvivedi, et copie de I'Indian Office)

2.2.Retour sur tables et tableaux

Peut-on parler ici donc de tableau? De table numérique? Les tableaux éphémeres pourida résolut
d'une Regle de cing par exemple, ont quelque chose d'ambigu: a chague moment, comme figé, ils
indiquent les rapports algorithmiques que les nombres entretiennent entre eux. A chague moment
cette relation change. Les données de l'algorithme y sont stockés, tandis que la position indique soit
le type d'opération dont un nombre est le résultat, soit le type d'opération dans laguelle un nhombre
sera effectué. Ce sont sans doute des tableaux et en méme temps des choses plus complexes que d
tables numérigques au sens défini plus haut, car I'explicitation des rapports qui lient les quantités les
unes aux autres dans ce cadre est plus complexe que le simple incrément-produit d'une fonction a
deux variables.

Bien que ces régles soient trés standards, que la maniére dont on dispose les quantités au début d
calcul soit trés clairement donnés. La maniere dont pratiquement les étapes intermédiaires ont été
conduites et concues sont souvent des reconstitutions, a partir de notations fragmentaires. Ainsi
dans le dispositif qui met face a face deux colonnes de nombres avant les produits qui donneront et
diviseurs et dividende, y a t il simplification préalable? Un tel dispositif rend de telles
simplifications probables, mais elles ne sont pas attestées pour le moment. Si I'on a des références a
des positionss¢hana, sthapana), a des déplacements, on n'a pas de référence explicite a un tableau.

Si les régles de proportion sont un exemple standard de ces 'calculs sur positions’, @n pourra
cependant en multiplier les exemples. Il existe d'autres algorithmes qui soit explicitemdesdans
regles, soit par ce que les manuscrits nous laissent voir de leur disposition, utilisent des sortes de
tableaux. Ceux-ci ont cependant beaucoup moins été exploré par la littérature secondaire.

Dans ce cadre, en quelques sortes, des opérations qui utiliseraient les ressources de la numératior
Est ce que I'exécution d'opérations élémentaires constituent une pratique parmis d'autres
d'algorithmes sur tableaux?
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3. Diverses maniéres d'exécuter une multiplication sur des entiers

Brahmagupta énonce la regle suivant concernant la multiplication d'entiers:

BSS.12.55. Le multiplicandeg(nya), fait en «zigzag» domitrika), egal en portions kbarda) au
multiplicateur gurkara) ,multipli€, [et] ajouté [aux produits partiels] ,est le prodpita¢yutpannd, ou [le
multiplicatnde] est egal en partidshedg au multiplicateur.

On voit que cetteégle de multiplication sur des entiers n'est pas vraiment la prescription d'un
algorithme. Il s'agit plutot de éhumération d'une configuration, avec deux émeurs: un
multiplicateur et un multiplicande dont les roles daé&setution de la multiplication ne sont pas
synetrigues. Brahmagupta distingue deux néees de dcouper le multiplicateur, qu'il nomme au
moyen de termes similaires: le multiplicateur est en 'parties’ ou en 'portions’. Nous avons besoin
d'un commentaire, pour pouvoir avoir unéedde comment cette multiplicatictait extcutée. Si

on se repose sur le commentatetthiRlhaka et les dispositifs graphiques d&épar les manuscrits
dont nous disposons pour ce commentaire, la multiplication au moyen d'un multiplicateur ubdivis
en 'parties' n'utilise pas les ressources de laration positionnelle. fPhudaka comprend ce terme
comme dsignant une subdivision du multiplicateur en parties additives et multiplicatives. Dans
I'exemple nurarique qu'il prend, 235 est multiplpar 288. Une multiplication par parties additives
repose sur la distributiviitde la multiplication sur I'addition:

235 x 288 =

235 x (9 + 8+ 151 + 120)

= (235 x 9) + (235 x 8) + (235 x 151) + (235 x 120)

Tandis qu'une multiplication par parties multiplicatives repose sur I'associativité de cette opération:

235 x 288 = 235 X (9 x 8 x 4)
= (235 x 9) x 8 x 4 = (2995 x 8) x 4 = 16920 x 4 = 67860

On notera que le choix des valeurs pour ces exemples humériques nous montrent que ces exemples
n'‘ont pas pour objectif de montrer comment ces exécutions permettent des calculs rapides, faciles
ou simplifiés. La résolution des exemples numériques pour un multiplicateur subdivisé en 'parties’,
tel qu'il apparait dans les manuscrits dont nous disposons pour ce commentaire, se fait depuis le
texte. Il ne figure pas une surface de travail requérant un dispositif graphique particulier.

3.1 Une multiplication pour un multiplicateur subdivisé en portions

Ce n'est pas le cas d'une multiplication pour un multiplicateur suddis'portions'. Ici, le
multiplicateur est subdivésen portions, dice a la nungration en base 10 atl'associativié de la
multiplication, par les parties additives de ses puissances de dix. Soit dans I'exemplé gaopos
Prthiidaka:

235 x 288 = 235 x (2.10% + 8.10" +8.10°)
= (235 x 2.10%) + (235 x 8.10) + (235 x 8.10°)

=470 + 1880 + 1880
= 67680

Plus précisement on reconstruit, en s'appuyant sur les manuscrits et le texte du commentaire,
I'execution comme suft
1. on subdivise 288 par ses chiffres: 2|8|8

12 Voir [ Keller&Singh (a parraitre)]
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2. Puisque le multiplicateur est subdivisé en 3 portions on répete trois fois le multiplicande en le
disposant en colonne:
235
235
235
(ce qu'indiguent les manuscrits)
ou peut-étre
235

235

235

(siI'on admet que c'est la le sens d'un multiplicande fait en "zig zag").
L'on fait le produit ligne a ligne des multiplicande avec respectivement chacuriffesscdu
multiplicateur, on obtient les produits partiels:
470
1880

1880
que l'on peut sommer pour obtenir le résultat, 67 680
La résolution ici repose sur deux ressources de la numération positionnelle décimale. La premiere
utilise le fait les chiffres qui forment un nombre, nous en donnent immédiatement, par leur
apposition, une décomposition par partie additive de ses puissance par dix. Ainsi, le multiplicateur
288 est subdivisé en 2|8|8, et non en 200|80|8. La seconde est lI'usage de la position pour sommer le:

produits partiels obtenus. En effet, le commentateur écrit que ceux si sont:
yathi sthinam sabhitag, yathi-sthana-sahitas
ajouté(s) selon la position

La maniére dont se faisait cette disposition est un point aveugle de I'exécution. La dispositio
répétée dans une colonne du multiplicande, dans une surface de travail, nommée Segnbéey’,

faire office de tableau ou une telle somme pourrait se faire. La lecture des manuscrits, tardifs (car ils
ont été copiés entre la fin du 18éme et le début du 20éme siécle) par rapport au commentaire du
9eme siécle, est difficile sur ce point. En effet, ceux ci ne semblent pas figurer de diagonale
représentant les valeurs implicites des chiffres du multiplicateur. Ceci est le cas pour le
multiplicande, tel qu'il est disposé au moment de I'exécution, mais aussi une fois les produits
partiels obtends, plutot représentés ainsi:

470

1880

1880
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Disposition d'une multiplication par subdivision du multiplicateur en portilams le commentaire detRadhaka dans
les trois manuscrits connus de ce commentaire (mss Colebrooke, mss tigegie de I'Indian Office)

13 Une discussion détaillée notamment de I'épigraphie et de la possibilié de lire les manuscrits comme portant trace d'une diagonale estompée par les recopies successives, [Keller,
Singh a parraitre]/
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La seule différence avec le dispositif qui représenterait en colonnes les valeurs relatives des
nombres étant le décalage de la derniere ligne. On peut, bien entendu, imaginer qu'il est possible
d'additionner en prenant en compte les valeurs relatives des produits partiels, mais il faut sans doute
admettre que c'est surtout la grande distance entre les manuscrits et le texte qui brouille les piste.
Notons cependant que la littérature secondaire, a tenu a combler cette ambiguité en insistant sur la
dimension tabulaire du dispositif, probablement parceque ce dispositif tabulaire est considéré
comme la marque du calcul avec des notations positionelles.

[ B W S NE PP S755 5 S VINL SN S

05 > Tuz tnulh plu:und 18 repcated like a string for cattle, as often as there
ate jntegrant portions® in the multiplier, and is severally maultiplicd by them,
and the products ave added together: it'ls multiplication. Qv the multiplis
cand is repeated as many times ag the:.)je are component parts in the multiplier.*

* Y the sule of roaltiplication @ 3) it fs.sabd * ‘The product of the namerntors divided by the
preduets of the depominators is tavitiplication”  But how the product isebtained was not explined,
On that accomnt the avthar hiere sdds & couplet to show the wwethad of multiplication,. Cn..

2 Gisiitrivd s & rope piqueted at both ends; with separate balters made fast to it for eack ox.
or Cow. s
1 Chamda; portions of the quantity as they stand ; contrasted wilh 8héds, scaments or dmswns.
Leing component pasts, which; edded together, muke the whele; ot ahq\lot party, which, mu!bphcd_
together, meke the entire quantity,

# Bxamplos Muldplicand two hundred and thisty-five, Multiplicator two hunrdred n_nd.

eighty-eight.
The Multiplicator is vepeated as often as there are ponions in the maltiphicardd: 235 { 2l
235 81
235{ ®

Muluphed by the portions of the multiplier i their order, there results 4(820
1 1 5
1880

iosethcr secording to their places, make 8‘680.
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Représentation de la multiplication avec un multiplicateur subdivisé en portiondeathuction de H. T. Colebrooke,

en contraste avec ce qui existe dans les manuscrits.

cssentials the same as the rthive-Edands method., The
following ilustration is based on the commentary of
Prihudakasviami.

Faampde. To multiply  tza3 by 23y

The numbers are written thus

] (FET
3 T2}
5 213

The frst line of Hgures 15 then mulnplied by 2, the
process beginning ar the units place, thus: 2 3=6; 3 is
rubbed our and 6 substitured in irs place, amd 5o on,
Afrer all the horizonral lines have been mulnplicd by
the corresponding numbers on the lefr in the vertical
line, the pumbers on rhe pdtd stand rhos:
2446
1 6609
[
87407
afier being added wogether as in the present method,
The sthdra-£hamde and the gowderidd methods rescm-
ble the meadern plan of muliplication mose closelv. The
i hiime-klapde method was employed when working on
paper.

Representauon de la mult|pl|cat|on avec un multlphcateur subdivisé en portionBa@a& Singh

9



Prthiidaka evoque ‘dutreskmodes de multiplication(guza.prakara) a la fin de son commentaire:

de cette maniére des modes de multiplication comme «se tenantaicsth§, «vantaux de la porte»
(kapara.sandh) ou d’autres doivent étre utilisé par des étudiants (adhiya)

evan tatstha.kaprasandhyanayak guna.prakaras tvadhiya.yojya

La plus célébre dans la littérature secondaire est celle des 'vantaux de la porte'. La reconstruction du
processus est souvent faite a partiPdiganita (ca. 850) de Sridhara et son commentaire anonyme

non daté. Cette resonstruction utilise aussi des ressources tabulaires de la numération positionnelle,
ce qui explique sa populartié dans les livres d'histoire des mathématiques. Cependant, dans ce cas
aussi, la littérature secondaire dans son ensemble semble n‘avoir pas réalisé que la plus part des
dispositions tabulaires présentes dans le texte du commentaire tel qu'il est publié sont des
interpolations de I'éditeur du teXte

3.2 Alors, est ce une table numérique, un tableau?

La colonne (le 'zig-zag') de la multiplication avec un multiplieur subdivisé en portions n'est pas
nommée dans le texte du commentaire juste figurée dans les manuscrits. Il s'agit d'un lieu ou I'on
stock les étapes intermédiaires du calcul. Nous ne sommes pas sOrs que cette colonne soit en fait
subdivisée par les colonnes de la notation positionnelle, méme si c'est probable. Les différents rangs
de la colonne sont liés par le fait qu'ils doivent étre ajoutés de maniere appropriée pour former le
nombre résultat: le tableau éphémeére renvoi a la table numérique par sa dimension de stockage et
par le fait que les différentes données qui y sont placées sont liées entre elles par une opératio
(elles sont toutes produites par une multiplication, et doivent toutes entrées dans une addition).
Tableau éphémere a une colonne pour sdr, cette colonne est plus délicate a définir dans le cadre
d'une table numérique vue comme déployant les valeurs d'une fonction.

En ce qui concerne I'execution de la multiplipcaion au 9 éme siecle, il est ainsi frappant d enoter
qgu'on pouvait multiplier sans utiliser les ressources des positions décimales, et qu'en utilisant ces
ressources il n'est pas sur que ce soit la dimension tabulaire qui ait été privilégiée.

La numération positionnelle, n'était donc pas concue comme permettant d'opérer dans des tableaux?

4. La notation positionnelle: une ligne ordonnée de positions ?

4.1.Une définition
La numération positionnelle décimale est définie au cours du 5eme siécle, dans des textes savants.
L'une des premires dfinitions, est celle dorie parAryabhaa en 499 dansdtyabhaiya

Elle court ainsi:

Ab.2.2. Un et dix et cent et mille, et maintenant dix mille et cent mille, & d&me maniére un
million dix millions, cent millions, et mille millions. Une position devrait &e fois la position précédente.
ekan ca dala casatam ca sahasra tv ayutaniyute tath prayutam
koryarbudan ca vndan sthinat sthinam dasaguzam syat

Ce vers a une drole de structure: une liste de noms de nombres est suivi par un petit algorithme
concernant des positions/ana).

Cette structure paradoxale pour silra est cependant gardé avec une étonnante stabilité jusque
trés tardivement dans la littérature sanskrite.

La numération positionnelle décimale chez Sridhara (ca 850) est ainsi définie:
PG.78

14 Voir [Keller&Singh (a peaitre)].
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ekan dasasatam asnait sahasran ayutan tatah param laksam/

arbudam abja: kharvan nikharvan ca //7//

tasmin mahisarojan sarikun saritam patin tatas tv antyam /

madhyan pararddhamahur yathottaran dasaguzam tajjiahl//8//

Ceux qui savent, on dit: Un, Dix, Cent, et de la, Mille, Dix mille, puis Cent milis,yn Million/
Dix millions, Cent millions, Mille millions, et Dix mille millions //7//

Et de la Cent mille millions, un Milliard, Dix milliards, Cent milliards, Mille milliards//

Dix mille milliards, Cent mille milliards ainsi on va croissant par décuple//8//

La numération positionnelle décimale chez Bhaskara (1121) de la maniére suivante:
Lz. 10-11 eka dasasatasahasfiyutalaksaprayutakgayah kramaai/
prayutan kofim athzrbudam abjakharvanikharvam apadnsasikavas tasiwt//10//
jaladhis ca antyan madhyan pararddham iti d&aguam uttaram samjriah/
samkhyayah sthinanam vyavalarartham ktah parvais//11//

Un, Dix, Cent, Mille, Dix mille, Cent mille, un Million, dix Millions, successivertien

Cent millions, Mille millions, Dix mille millions, Cent mille millions, un Millidr Dix milliards//10//

Et de la Cent milliards, Mille milliards, Dix mille milliards, Cent mille milliards, tetstsles noms des
positions des

nombres, croissant par décuple, élaborés par les anciens pour l'usage courrant.//11//

Plus étonnant encore, ce vers est presque toujours commenté de la méme maniere: on explique que
la premiere place est la position des unités, la seconde, celle des centaines etc. Ainsi, le
commentaire de Biskara suAryabhaa pgcise-t-il:
Un et dix et cent et mille. Ce sont respectivement pour ceux ci, poutiy cent et mille les premiere,
deuxiémes, troisiémes et quatriémes positions. (...) Pour dix mille, la cinquiéme position (etc...)
Parfois, précise t on comment on note les chiffres et les positions (avec des petits ronds pour figurer
les places vides et donc zéro). Tres peu de personnes ont analysé ces commentaires, qui semblen
un peu trop transparents. Cependant ils sont importants, si I'on veut comprendre comment les
positions dessinées par la numération positionnelle décimale sont compris. De tels commentaires
s'efforcent de montrer que tout est dans le lien qui existe entre la premiére enhtiegeartie de la
regle. Ces positions portent des puissances de dix mais elles sont ordonnées. Elles sons donc liée
les unes aux autres, et font ainsi systéme.

4.2.L'extraction des racines carrées et cubiques

Si les regles pour I'addition, la soustraction, la multiplication et la division des entiers sont trés rares
et trés peu explicites, probablement parce qu'ils appartenaient a une culture plus populaire, les
régles pour extraire des racines carrées et cubiques, ont plus souvent été décrits dans la littérature
Sanskrite. Or de maniere trés systématique, ici les algorithmes utilisent comme ressources de la
numeération positionelle décimale, les positions décrites comme faisant 'colonne'. En effet
l'algorithme qui doit identifier des places "carrées" ou "cubiques" du nombre dont on doit extraire la
racine mobilise les positions des chiffres au moyen d'un maillage dans lequel l'algorithme se
dépoloie™. Dans ces cas aussi, les dispositifs représentés dans les manuscrits sont rares et il serait
difficile d'expliciter si de tels tableaux forment aussi des tables, en ce qu'ils montrent non pas une
fonction mais un algorithme.

5. Conclusion

Nous avons vu gu'en arithmétique on pouvait utiliser des tableaux éphéméres en tant qu'outils de
calcul. Dans ce cadre, la numération positionnelle est un moment parmi d'autres d'une pratique plus
large d'un travail qui met en adéquation des opérations arithmétiques (ou algébriques) et des
déplacements et modifications sur une surface de travail. Il est trés difficile de reconstituer les
étapes essentielles de ces pratiques car elles ne nous arrivent que par bribe.

15[Keller 2006 a] et [Keller 2010].
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En tout cas, les ressources de la numération positionnelle décimales sont plurielles: elles peuvent
servir pour obtenir immédiatement une décomposition en partie additives d'un nombre pour opérer
sur elles séparemment sans nécessairement travailler dans un tableau. Le type de tableau que pet
dessiner dans des opérations élémentaires est lui méme tres diversifié

L'alignement tabulaire n'est pas utilisé dans les exemples que nous avons examinés ici pour noter de
l'information a caractere tabulaire, si cette information est restreinte a un sens fonctionnel, c'est a
lire pour lier des couples ou un nombre plus important de nombres. Il s'agit plutot d'une notation
cartographiant I'exécution d'un algorithme: des nombres notés ensemble seront soit amenés a étre
transformés ensemble par une opération élémentaire (addition, soustraction, division ou
multiplication), soit I'un est le résultat d'une opération ou l'autre sera En bref, pour répondre a la
question soulevée au début de l'article, si les tableaux éphémeres de calculs appartiennent a une
histoire des tables numériques, c'est a la marge, en servant de révélateur a ce qu'est une informatior
tabulaire, et en mettant en lumiere une structure formelle, le tableau, qui a pu servir par la suite,
dans le sous-continent, a I'élaboration d'une autre littérature, celle des tables astronomiques.

Pour finir, une devinette recoltée par S. Babu en Inde du Sud, illustre les rapports complexes entre
langue, algorithme et dispositif tabulaire:
« Un marchand présente 49 pierres précieuses a un roi. Le roi s'enquiert de leur prix. La
premiére pierre vaut 1 roupie, la seconde pierre 2 roupies, la troisiéme 3 roupies, et la
quatrieme aussi... Le prix de la®48erre est de 49 roupies. Le roi demande au marchand de
distribuer ces pierres précieuses entre ces sept ministres de maniere a ce que leur nombre et
leur valeur totale soit la méme pour chaque ministre. Comment s'y ipremsd-
Réponse: Leur valeur totale de chacune des sept pierres est de 175 roupies et leur répartition est la
suivante.

1) 30, 38, 46, 5, 13, 21, 22
2) 39, 47, 6, 14, 15, 23, 31
3) 48, 7, 8, 16, 24, 32, 40

4) 1,9, 17, 25, 33, 41, 49

5) 10, 18, 26, 34, 42, 43, 2
6) 19, 27, 35, 36, 44, 3, 11
7) 28, 29, 37, 45, 4, 12, 20

Avez-vous une idée de comment ce résultat a été trouvé ? Il s'agit d'un carré magiguetsLet

la maniére dont sont notées le résultat pourraient nous l'avoir fait disparaitre. Comme le tableau
numerique qui cartographie un algorithme, le carré magique est aussi une forme qui joue avec l'idée
de table numérique: ici les relations qui lient les cellules ne proviennent pas d'une relation
extérieure au tableau, mais sont conditionnées par des liens internes. Le carré magique, c'est un pet
une méta-table numérique, avec le coté ludique en sus. Une bonne maniére de caractériser les
arithmétiques des textes sanskrits dans leur rapports aux tables!
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