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Nous proposons d’analyser les changements de la théo-
rie financière sur longue durée à partir de la notion de 
première puis de seconde quantification de cette théo-
rie. Nous introduisons la notion de quantification puis 
nous présentons les deux quantifications en les situant 
l’une par rapport à l’autre au moyen d’un cadre stylisé 
d’un marché élémentaire à l’équilibre. Nous donnons 
ensuite un exemple de ces transformations en analysant 
la manière dont les deux quantifications ont modifié 
une technique rudimentaire de la finance traditionnelle, 
le calcul de la valeur actuelle.
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Résumé
Nous proposons d’analyser les changements de la théorie financière sur longue durée à partir de la notion 
de première puis de seconde quantification de cette théorie. Nous introduisons la notion de quantifica-
tion puis nous présentons les deux quantifications en les situant l’une par rapport à l’autre au moyen d’un 
cadre stylisé d’un marché élémentaire à l’équilibre. Nous donnons ensuite un exemple de ces transforma-
tions en analysant la manière dont les deux quantifications ont modifié une technique rudimentaire de 
la finance traditionnelle, le calcul de la valeur actuelle.

Mots-clefs
histoire de la pensée financière, modélisation financière, quantification, convention, finance mathéma-
tique, probabilité risque neutre

The two quantifications of the financial theory.  
A contribution to the critical history of financial modelling

Abstract
I describe the changes of the financial theory over the long run by using the sociological notion of quan-
tification and by coining a new terminology and framework: the first and second quantifications of this 
theory. I present an overview of the two quantifications by mirroring them with a stylized elementary 
market moving towards equilibrium. Then I illustrate the shift resulting from this transformation by 
describing the way the two quantifications impacted a well-known technique of the traditional finance, 
the calculation of the present value by discounting future cash flows.

Keywords
history of financial thought, financial modelling, quantification, convention, mathematical finance, risk 
neutral probability

JEL classification
B2, B4, C52 G2, N2, N8
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La financiarisation de l’économie est 
devenue un thème important des 
recherches actuelles en sciences sociales. 
Ainsi que l’ont montré de nombreux 

travaux ces dernières années, le rôle des instru-
ments semble déterminant dans ce processus de 
financiarisation (Chiapello, à paraître  ; Walter, 
2011). Les outils de gestion, loin d’être des ser-
viteurs fidèles de décisions politiques ou écono-
miques, apparaissent bien davantage comme des 
transmetteurs de représentations scientifiques 
élaborées par la théorie financière, représenta-
tions incluant des modélisations mathématiques 
très abstraites. En ce sens, la théorie financière 
contemporaine façonne progressivement le 
monde social à son image, mise en forme qui sou-
lève la question de son arrière-plan théorique en 
raison même de ces effets sociétaux : quel type de 
monde veut-on construire ?
En effet, une théorie qui se présente comme 
scientifique peut être porteuse de normes morales 
qu’elle tend à imposer sous couvert d’une neu-
tralité axiologique (de Bruin, 2015). Il peut dès 
lors exister un conflit de valeurs entre les normes 
morales souhaitables pour une société visant un 
bien collectif, et les normes morales implicites 
transportées par une théorie donnée. Cette résis-
tance aux normes apparaît dans la réglemen-
tation, qui représentera dans ce cas un frein au 
façonnage de la société par la théorie, condui-
sant à des enjeux réglementaires dans la volonté 
de transformation des activités par la représen-
tation scientifique. Les débats réglementaires qui 
ont précédé l’installation des normes comptables 
IFRS ou l’application de la directive 2009/138/
CE du Parlement européen dite « Solvabilité II » 
sont une illustration de ces enjeux de changement 
de normes. Dans ces deux exemples, l’objectif du 
régulateur a été de concrétiser la notion abstraite 
d’efficacité informationnelle d’un marché associée 
à une morphologie particulière de l’incertitude, à 
travers un ensemble de normes financières régle-
mentaires. Mais d’autres mises en forme seraient 
possibles, résultant d’une autre théorisation.
La représentation du monde de la théorie finan-
cière a ainsi transformé progressivement, mais 
inexorablement, les pratiques professionnelles 
puis les environnements de travail (Walter, 1996, 
1999). Ce corpus scientifique de la finance actuelle 
est issu de plusieurs transformations concep-
tuelles importantes qui sont advenues au cours du 
xxe siècle, et qui ont profondément modifié les 

méthodes mathématiques des techniques finan-
cières. C’est l’objet du présent article que de reve-
nir sur deux étapes majeures de cette transforma-
tion de longue durée, que l’on propose de nommer 
les deux quantifications de la théorie financière. 
Il a été montré qu’il existe des relations entre les 
systèmes de quantification et les modes de gou-
vernement. Par exemple, une conceptualisation 
du rôle de l’Etat s’accompagne d’un certain type 
d’outillage statistique (Desrosières, 2003). L’idée 
qui sous-tend ces travaux est qu’un changement 
de système de quantification entraîne un change-
ment plus global de la sphère économique. Aussi 
l’analyse du fonctionnement des systèmes de 
quantification et de leur transformation est indis-
pensable pour une plus grande intelligibilité des 
transformations en cours dans les milieux finan-
ciers contemporains et des enjeux de financiari-
sation évoqués au début la compréhension des 
transformations de l’économie et de la finance. 
C’est la raison pour laquelle nous introduisons 
ici l’histoire de ces quantifications. Dans ce sens, 
le présent travail représente un effort pour inté-
grer à la réflexion philosophique et sociologique 
quelques-unes des méthodes de la finance mathé-
matique. Ce n’est pas à proprement parler un tra-
vail d’histoire de la théorie financière. Ainsi, la 
bibliographie n’a pas pour objectif de prétendre à 
l’exhaustivité mais seulement à un accès aux textes 
principaux qui fondent ces transformations.
L’article est organisé comme suit. La première 
partie aborde le principe de la quantification de 
la théorie financière en présentant les chemins 
de cette quantification. Les deux parties sui-
vantes décrivent successivement la première et la 
seconde quantification. Afin de saisir les manières 
dont ces quantifications agissent sur les méthodes 
financières, la seconde partie présente un exemple 
élémentaire d’un marché stylisé à l’équilibre pour 
permettre de mettre en miroir les mêmes gran-
deurs financières chiffrées par la première puis 
la seconde quantification. Cet effet de miroir 
permet de visibiliser la transformation fonda-
mentale apportée par la seconde quantification 
à la représentation cognitive des marchés finan-
ciers. La troisième partie est une illustration de 
cette transformation sur une méthode classique 
d’évaluation, la valeur actuelle d’une suite de flux 
financiers futurs, pour faire  apparaître comment 
la seconde quantification modifie cette technique 
initialement simple. La conclusion ouvre sur la 
question plus générale des rapports entre conven-
tion de quantification et éthique financière.
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La quantification  
du risque financier
Dans les sciences, la quantification consiste à 
attribuer un chiffre à une grandeur particu-
lière. Dans la finance, une grandeur essentielle 
à quantifier est le risque associé à une opération 
(par exemple un achat de titres sur un marché, 
un octroi de crédit bancaire, une vente de droits 
éventuels). Lorsque le risque a été quantifié, il 
devient possible de l’acheter, de le vendre ou de le 
fractionner, et des activités professionnelles s’éla-
borent et s’organisent sur cette possibilité. C’est 
en ce sens que la finance peut être qualifiée de 
« filière scientifique et industrielle du risque » 
(Armatte, 2010).
La quantification du risque est effectuée en 
finance au moyen des probabilités. La quanti-
fication du risque par les probabilités consiste à 
considérer que les grandeurs financières sont des 
variables aléatoires et que leur évolution au cours 
du temps est un processus aléatoire. La calculabi-
lité des gains et des pertes devient alors une appli-
cation des probabilités, et les outils de ce calcul 
deviennent les outils de la pratique financière. La 
probabilisation du risque financier fit l’objet de 
travaux extrêmement nombreux dans la recherche 
financière et actuarielle, et déclencha des contro-
verses sur les modélisations du risque, ouvertes à 
la suite des propositions de Mandelbrot contes-
tant le paradigme de continuité des aléas finan-
ciers (Walter, 2002a), que nous ne présenterons 
pas ici. Nous n’abordons pas non plus les débats 
sur la possibilité d’assimiler l’incertitude finan-
cière à un risque probabilisable, nous limitant à la 
présentation des deux quantifications de la théo-
rie financière.

La mise en place de la 
quantification du risque financier
Toute quantification est le résultat de deux opé-
rations (Desrosières, 2000): tout d’abord la mise 
en place d’une convention sur ce qui est à calcu-
ler, deuxièmement la mise en place d’un dispositif 
qui permet la mesure de la grandeur à calculer. La 
rationalité des agents porte sur ces deux dimen-
sions  : d’une part sur les calculs financiers, mais 
d’autre part sur le fait de se mettre d’accord entre 
eux sur les manières de calculer. Le calcul des pro-
babilités appliqué au risque relève de la conven-
tion sur ce qui est à calculer.

Les dispositifs qui installent ces calculs 
dans les pratiques professionnelles
La calculabilité n’est pas donnée d’emblée, il faut 
la construire en organisant les marchés d’une 
manière telle que les règles de fonctionnement 
des bourses assurent la possibilité de la transpo-
sition en finance du cadre axiomatique du calcul 
des probabilités. Il faut donc non seulement éta-
blir des règles de calcul pour la quantification des 
gains et des pertes probables, mais aussi établir 
des règles sur les règles correspondant à l’orga-
nisation institutionnelle des échanges sur les 
marchés financiers qui permettent à cette quan-
tification d’exister. C’est la mise en place de ce 
dispositif – qui permet la mesure de ce qui est à 
calculer – qui représente la seconde opération de 
la quantification. Par exemple, la «  loi en racine 
carrée du temps » est installée dans les pratiques 
professionnelles par les réglementations interna-
tionales sur la solvabilité des banques (les accords 
dits de « Bâle III  ») ou des compagnies d’assu-
rance (la directive « Solvabilité II »), qui imposent 
aux professionnels financiers des règles de calcul 
de risque qui suivent cette loi.
La mémoire financière des professionnels des 
marchés contient donc non seulement les his-
toriques de prix passés avec leur volatilité et les 
autres paramètres des lois (dispersion, asymé-
trie) et des processus aléatoires, c’est-à-dire ce qui 
relève de la convention sur ce qui est à calculer, 
mais elle contient aussi les règles d’organisation 
des échanges, c’est-à-dire ce qui relève du dispo-
sitif de calcul.

La probabilisation du risque financier : 
une double convention
Lorsqu’on décide de probabiliser la morphologie 
de l’incertitude financière, il s’agit de construire 
une probabilité qui représente au mieux cette 
morphologie à une échéance donnée (donc le 
choix d’une loi de probabilité), et un processus 
qui permet le passage d’une échéance à l’autre 
(donc le choix d’un processus aléatoire). Il existe 
donc deux aspects de la probabilisation du risque : 
statique et dynamique. D’où une double conven-
tion : sur la statique, la loi de probabilité du risque 
à une échéance donnée ; et sur la dynamique, le 
processus aléatoire d’évolution du risque au fil du 
temps.
La loi de probabilité des variations ou des renta-
bilités de l’actif porteur du risque à une échéance 
donnée (par exemple un mois, un an) définit 
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deux dimensions du risque financer : son ampli-
tude et sa forme. L’amplitude du risque est mesu-
rée par la dispersion possible des rentabilités à 
l’échéance considérée : elle peut être par exemple 
faible ou forte. Le paramètre d’écart type mesure 
typiquement cette dimension, mais d’autres quan-
tités seraient possibles (intervalle interquartile, 
écart absolu moyen etc.). La forme du risque est 
l’image que cette dispersion présente au regard : 
symétrique ou dissymétrique de part et d’autre de 
la moyenne, resserrée ou dilatée de part et d’autre 
de la moyenne.
En assimilant l’incertitude à un risque probabi-
lisable, la loi de probabilité représente donc une 
expression mathématique de la morphologie de 
l’incertitude financière à la date de l’échéance. 
Les valeurs typiques de cette loi (c’est-à-dire 
les paramètres qui la résument, comme l’espé-
rance mathématique, l’écart type, les paramètres 
d’asymétrie et d’aplatissement) représentent des 
repères quantitatifs pour les professionnels en 
fournissant des valeurs numériques à la disper-
sion et à la forme du risque.
La quantification du risque sur une seule échéance 
donnée n’est pas suffisante. Il faut également pou-
voir quantifier la manière dont ce risque évolue au 
fil du temps : il est nécessaire, non seulement de 
définir des lois de probabilité pour une échéance 
fixée, mais aussi la manière dont se déforment 
ces lois au cours du temps. Imaginons que l’on 
ait quantifié le risque sur un horizon d’un mois, 
comment extrapole-t-on sa quantification à 
douze mois ? Cette question renvoie à une autre, 
celle des échelles de temps sur les marchés et 
aux enjeux que soulève un changement d’échelle 
(Walter, 2002b). La théorie des processus aléa-
toires répond à ces problématiques de change-
ment d’échelle. Il est donc nécessaire de mettre en 
place une modélisation, non seulement en termes 
de lois de probabilité mais aussi en termes de pro-
cessus aléatoires.
Par exemple avec un mouvement brownien (le 
processus aléatoire massivement utilisé dans les 
quantifications de la théorie financière), le pas-
sage du risque d’une échelle donnée au risque 
d’une autre échelle s’effectue au moyen d’un coef-
ficient multiplicatif qui est égal à la racine car-
rée de la durée séparant les deux échelles. Dans la 
représentation brownienne du risque financier, le 
risque à un horizon de douze mois s’obtient à par-
tir du risque à un mois que multiplie la racine car-
rée de douze. La « dilatation » du risque suit dans 

ce cas une règle très simple dite en « racine carrée 
du temps ». Cette règle résulte seulement d’une 
convention de mathématisation du risque issue d’un 
choix particulier de processus aléatoire, le mouve-
ment brownien. D’autres conventions de mathé-
matisation seraient possibles, qui produiraient 
une loi de dilatation différente avec d’autres pro-
cessus aléatoires (processus de Lévy, processus 
ARCH, processus multifractals etc.).

Un exemple élémentaire
Donnons un exemple élémentaire statique de la 
manière dont la première quantification traite 
les grandeurs financières en appréhendant le 
monde des marchés par les probabilités. Imagi-
nons une société quelconque pour laquelle les 
analystes financiers ont élaboré deux scénarios 
économiques à un horizon donné : croissance ou 
décroissance. Au jour de l’évaluation, le cours coté 
en bourse de l’action (ou sa valeur si la société 
n’est pas cotée) est 150 euros. Dans le premier 
scénario (version optimiste du futur de l’entre-
prise), la valeur de l’action de cette société serait 
par exemple 200 euros. Dans le second scénario 
économique (plus pessimiste sur les perspectives 
économiques), la valeur de l’action chuterait à 
140 euros. Imaginons qu’aucun scénario ne soit 
privilégié par rapport à l’autre : les deux perspec-
tives économiques sont supposées équiprobables 
et la probabilité de chaque scénario est donc de 
0,50. C’est une probabilité (P) posée sur le phé-
nomène économique. Evidemment, cette proba-
bilité pourrait être différente, et n’importe quelles 
autres valeurs seraient possibles (tant que la 
somme des probabilités de chaque scénario reste 
égale à 1). Les deux probabilités de 0,50 appli-
quées aux deux valeurs prévisionnelles de 140 et 
200 euros représentent la distribution de probabi-
lité (P) de la valeur future de la société.
L’écart type de la rentabilité attendue mesure 
l’amplitude de la dispersion potentielle des ren-
tabilités à une échéance donnée autour de l’es-
pérance mathématique de rentabilité. C’est la 
«  volatilité  » sur les marchés financiers. Dans 
cet exemple élémentaire, les deux valeurs futures 
possibles étant respectivement 140 et 200 euros, 
les rentabilités futures possibles sont 140/150 
soit −6,67% et 200/150 soit +33,33%. L’espé-
rance mathématique de la rentabilité (ou renta-
bilité espérée) s’obtient par la moyenne pondé-
rée des deux rentabilités futures prévisionnelles 
avec les probabilités correspondantes, soit  :  
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−6,67% x 0,50 + 33,33% x 0,50 = +13,33%. L’écart 
type des deux rentabilités futures possibles autour 
de 13,33% est 20%. Si l’on mesure par la volatilité 
le risque de s’investir sur cette société, on dira dans 
le jargon des marchés financiers que la volatilité 
de cette société est 20%, qui représentent le risque 
de ce placement. La convention de représentation 
classique de la théorie financière des années 1960 
(voir plus loin) décrit les caractéristiques probabi-
listes de la société par un couple rentabilité espé-
rée / risque attendu de (13,33%, 20%).
Dans cet exemple élémentaire, les valeurs futures 
prévisionnelles sont connues et correspondent à 
différents scénarios d’états du monde futur pos-
sible. Les états du monde sont en nombre fini (ici 
il y en a deux). Dans le cas général, il n’est pas 
nécessaire de connaître en détail ces différents 
états du monde, les valeurs typiques de la loi de 
probabilité résumant l’information probabiliste 
nécessaire à l’évaluation et à la prise de décision. 
La loi de probabilité choisie pour représenter la 
morphologie de l’incertitude financière est utili-
sée pour déterminer les « chances » de se situer à 
l’intérieur de bornes de valeurs prédéfinies. Ces 
bornes dépendent du niveau de confiance que l’on 
cherche à atteindre : plus on veut être « sûr » de se 
trouver entre deux bornes, plus l’intervalle entre 
ces deux bornes sera grand. Par exemple avec l’hy-
pothèse d’une loi normale, les valeurs possibles 
seront comprises avec 66% de « chances » dans un 
intervalle dont l’amplitude est égale à deux écarts 
types, centré sur l’espérance mathématique. Ainsi 
une espérance de rentabilité de 13,33% associée 
à une volatilité de 20% signifiera, avec une hypo-
thèse normale, que l’on peut s’attendre à une dis-
persion des rentabilités telle que, dans 66% des 
situations à l’échéance, la rentabilité effectivement 
obtenue sera comprise entre 13,33% augmenté 
et diminué de 20%, soit l’amplitude (– 6,67%, 
+33,33%). Evidemment, avec une autre loi, 
comme par exemple la première loi de Laplace, la 
fourchette obtenue aurait été différente.

Les deux quantifications  
de la théorie financière
A l’origine des choix de quantification, il faut un 
échantillon des valeurs des quantités à probabi-
liser : c’est la « base empirique » du phénomène 
financier. La construction de la base empirique 
reflète une succession de choix précis (choix de 
la mesure du temps, de la fréquence d’observa-
tion, de la durée de la période etc.) afin d’obtenir 

l’échantillon recherché. Des mesures statistiques 
sont produites à partir de la base empirique du 
marché. Appelons F (pour «  fréquence  ») cette 
appréhension statistique du phénomène examiné.
A partir des statistiques fournies par la base 
empirique, le calcul des probabilités peut alors 
être mobilisé. Il s’agira de trouver la « meilleure » 
loi de probabilité et le « meilleur » processus 
aléatoire, c’est-à-dire qui s’ajustent au mieux aux 
« données ». Notons P (pour « probabilité  ») la 
probabilité du phénomène issue des observations 
statistiques. La probabilité du phénomène (P) 
s’apparente à une probabilité « physique » dans le 
sens où elle s’appuie sur des données historiques 
relevées. On peut considérer que cette proba-
bilité (P) décrit la morphologie de l’incertitude 
«  objective  » du phénomène financier examiné, 
les guillemets indiquant que le terme d’objecti-
vité doit être pris avec précaution car il évacue la 
question de la construction de la base empirique. 
La mise en place de la probabilité (P) correspond 
à ce que nous appelons la première quantification 
de la théorie financière. Elle voit le jour dans les 
années 1950.
Avec ces notations, la première quantification en 
finance suit le chemin :

F → P
Ce que nous proposons d’appeler (par analogie 
avec l’expression identique dans la mécanique 
quantique) la «  seconde quantification  » de la 
théorie financière est l’opération consistant à 
remplacer la probabilité du phénomène (P) par 
une nouvelle probabilité (Q) qui décrit, non pas 
la morphologie de l’incertitude relative aux don-
nées financières historiques, mais la morpholo-
gie d’une autre incertitude, qu’on extrait des prix 
du marché une fois celui-ci arbitré par les agents 
et qui exprime donc, en quelque sorte, ce qui se 
trouve « dans la tête » des agents, leurs croyances 
ou leurs représentations mentales. Pour cette rai-
son, cette probabilité a parfois été appelée « sub-
jective ». A nouveau, les guillemets indiquent que 
ces expressions sont imprécises et ne doivent pas 
être interprétées simplement en terme de points 
de vue individuels «  subjectifs » face un phéno-
mène financier « objectif ». De la même manière 
que pour la première quantification, la seconde 
quantification peut se résumer par le schéma 
suivant :

P → Q
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Le processus global de quantification de la théo-
rie financière suit donc le schéma :

F → P → Q
Détaillons maintenant ce en quoi consistent ces 
deux quantifications de la théorie financière.

La première quantification : 
les années 1960-1970
La première quantification de la théorie finan-
cière correspond à la mathématisation de Mar-
kowitz-Tobin-Sharpe (1952-1964) pour la théo-
rie du portefeuille et le modèle d’équilibre des 
marchés (« Capital Asset Pricing Model », CAPM) 
et celle de Fama-Samuelson-Jensen pour la théo-
rie de l’efficacité informationnelle d’un marché 
(1970-1976). Elle consiste en un passage des 
techniques classiques de la gestion financière à 
la probabilisation des problèmes financiers avec 
une probabilité « physique » ou « historique » (P), 
qui est la probabilité du «  phénomène  » finan-
cier, et à leur mathématisation par les techniques 
d’optimisation.

Le programme de Markowitz
Harry Markowitz s’intéresse au problème de la 
composition des portefeuilles et développe ce qui 
sera appelé par la suite la « théorie des choix de 
portefeuille ».

L’optimisation du couple  
rentabilité / risque
Cette théorie postule que, lorsque l’on cherche à 
répartir son épargne entre différents placements 
ou types de placement (actions, obligations, bons 
du Trésor), les deux seuls critères de choix des 
supports d’investissement qu’il faut retenir sont la 
rentabilité espérée du placement et le risque asso-
cié (mesuré par l’écart type des rentabilités atten-
dues ou son carré, la variance) : le couple (13,33%, 
20%) de l’exemple précédent. Cette représenta-
tion des choix de portefeuille a conduit à modi-
fier radicalement les pratiques professionnelles 
comme nous le verrons plus loin.
L’analyse des placements par un couple rentabilité 
espérée / risque attendu n’est pas en soi une idée 
neuve et « l’idée selon laquelle les choix incertains 
s’apparentent à un arbitrage entre rendement et 
sécurité remonte probablement à la plus haute 
antiquité; sa formalisation mathématique date 
de la fin du xviiie siècle » (Pradier, 2000, p. 86). 
De fait, Markowitz n’a pas revendiqué l’origine 

du raisonnement en termes de couple rentabi-
lité / risque : « évidemment, les gens agissaient 
en se fondant sur l’idée d’associer la rentabilité 
au risque bien avant 1952  » (Markowitz, 1992, 
p. 13). Quel est l’apport de Markowitz ? : « Mon 
apport a consisté à présenter une théorie formelle 
de ce comportement ». L’apport de Markowitz 
est donc celui d’une formalisation mathématique, 
la résolution d’un problème technique connexe 
à la gestion. Cette formalisation ne cherche pas 
à interférer avec la prévision financière, celle-ci 
étant vue comme un art qui ne relève pas de la 
science proprement dite. Ce que Markowitz pré-
cise ainsi  : « le processus de construction de la 
composition d’un portefeuille peut être divisé en 
deux parties. La première étape commence avec 
l’observation et l’expérience, et conduit à la for-
mation de prévisions sur les performances futures 
des titres existants sur le marché. La deuxième 
étape commence avec l’utilisation de ces prévi-
sions, et se termine avec la répartition des fonds 
entre les différents actifs («  asset allocation  »). 
Cette deuxième étape seule est l’objet de l’article » 
(Markowitz, 1952).

La convention des années 1960  
sur la morphologie de l’incertitude
Les deux hypothèses importantes de la théorie 
de Markowitz concernent la modélisation des 
préférences des investisseurs et la probabilisation 
des rentabilités des actifs. Il faut supposer que les 
préférences des individus admettent une repré-
sentation dans le plan espérance-variance et qu’il 
est possible de construire l’ensemble des porte-
feuilles selon ces préférences. À partir de ces deux 
critères, ce qui est appelé le « modèle de Mar-
kowitz » fournit la répartition dite « optimale » 
des actifs dans le portefeuille.
La formalisation de Markowitz réduit ainsi le 
risque à la variance. C’est la convention de repré-
sentation des années 1960. La morphologie de 
l’incertitude suit la représentation gaussienne.

La surprise du bêta
L’un des objets mathématiques importants de 
cette première quantification est le coefficient 
appelé « bêta » des titres.

Définition du bêta
Le bêta est un coefficient de proportionnalité qui 
exprime la sensibilité de la variation d’un titre 
par rapport à celle du « marché » (l’ensemble des 
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titres). Ce coefficient quantifie précisément la 
réactivité d’un titre par rapport aux mouvements 
globaux de l’ensemble des titres. Par exemple, si le 
prix du titre augmente de 5% lorsque l’ensemble 
des titres augmente de 4%, alors son bêta par rap-
port à cet ensemble sera égal à 5/4 soit 1,20. Du 
point de vue de la mesure du risque absolu, si un 
titre amplifie les mouvements du marché, cette 
amplification des variations relatives produira une 
amplification des variations absolues. En adop-
tant la volatilité comme convention de mesure 
du risque de variation absolue, un bêta plus élevé 
conduira à une volatilité plus grande.
Pour représenter la variation du « marché » (les 
guillemets indiquent que cette notion doit être 
spécifiée), on calcule la moyenne des variations 
des titres, pondérée ou non par le poids que 
représente la société dans la cote, sa capitalisation 
boursière. Les indices représentatifs du marché 
(CAC 40, Dow Jones, Euro Stoxx 50 etc.) sont 
construits selon l’un ou l’autre principe de calcul 
(pondération ou non). Chaque indice conduit à 
une valeur différente du coefficient bêta. Si l’on 
considère l’indice de marché comme un por-
tefeuille, le bêta n’est rien d’autre qu’un coeffi-
cient qui indique comment varie l’un des titres 
du portefeuille par rapport au portefeuille dans 
son ensemble. La quantification du risque finan-
cier d’un titre prend ici la forme d’une mesure du 
risque relatif de ce titre par rapport au marché. 
Le coefficient bêta « fait du nombre » au sens de 
Desrosières () dans ce sens.

Les trois bêtas
L’histoire des instruments financiers et des pra-
tiques professionnelles (voir ci-dessous) fait 
apparaître que cet objet mathématique appelé 
bêta n’est pas issu d’une impulsion réglementaire 
ou d’un besoin des professionnels mais qu’il les a 
précédés. Le bêta n’est donc pas une quantité ini-
tialement financière.

L’histoire intellectuelle de la modélisation finan-
cière mathématique montre que le bêta est apparu 
comme une conséquence mathématique impré-
vue mais directe du programme d’optimisation 
de portefeuille qui était l’objectif de la recherche 
de Markowitz (Walter, 2004). La première 
quantification résulte en partie de cette surprise 
mathématique.
La genèse du bêta représente un exemple de crois-
sance interne des mathématiques financières, une 
situation dans laquelle cette croissance créative 
précède la réflexion économique. On se trouve 
ici face à un cas de développement endogène 
des mathématiques financières qui, en quelque 
sorte, «  avancent d’elles-mêmes  » sous l’effet de 
leur propre poussée créative, avant tout besoin de 
production d’instruments financiers et indépen-
damment de contextes sociaux qui les feraient 
émerger. L’écriture mathématique précède l’écri-
ture juridique, idée exprimée – involontairement 
– dans le jargon des professionnels qui disent 
« écrire une option ». Dans ce sens, la finance est 
un processus d’écriture (Ayache, 2010 ; Muniesa, 
2013).
Le bêta « mathématique » (celui du programme 
de Markowitz de 1952) précéda ainsi le bêta 
« statistique » (celui du modèle linéaire de Sharpe 
de 1963) pour enfin être identifié plus tard au 
bêta «  financier » (celui du modèle d’équilibre 
des titres dans le CAPM de 1964). Qu’il ait fallu 
douze années pour passer du bêta mathématique 
au bêta financier illustre à quel point ce passage 
n’était pas immédiat en soi.

Découverte du bêta : le bêta 
mathématique de 1952
Résoudre le programme de Markowitz revient à 
trouver les quantités « optimales » de titres à déte-
nir dans un portefeuille en choisissant comme 
critère d’optimalité la maximisation de la rentabi-
lité espérée sous contrainte de risque (ou la mini-
misation du risque sous contrainte de rentabilité 

Année de la publication « type » de bêta Portefeuille de référence pour le calcul du bêta
1952 Bêta mathématique portefeuille MV-optimal
1963 Bêta statistique indice représentatif du marché
1964 Bêta financier portefeuille de marché MV-optimal tangent

Tableau 1. Les trois types de bêta dans la première quantification
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espérée). Pour cela, il suffit d’appliquer à la finance 
les techniques d’optimisation largement utilisées 
ailleurs. Le couple rentabilité / risque étant quan-
tifié par la moyenne prévue (M) et la variance 
prévue (V) des rentabilités, on écrit la fonction 
de Lagrange (ou lagrangien) sur ce couple, pour 
exprimer mathématiquement l’objectif de maxi-
misation de la rentabilité sous contrainte de 
variance, la somme des poids des titres devant par 
construction être égale à 100%. On dérive ensuite 
le lagrangien pour obtenir son gradient, puis on 
cherche à annuler le gradient (la condition d’opti-
malité du premier ordre : l’annulation d’une déri-
vée conduit à un maximum local). La résolution 
du système d’équations conduit à l’obtention des 
quantités recherchés, qui sont les poids optimaux 
selon le critère moyenne/variance, ou poids « MV-
optimaux ». Le portefeuille est « MV-optimal » 
dans ce sens précis : en tant qu’il répond à un pro-
gramme d’optimisation en moyenne et variance. 
L’écriture mathématique du système d’équations 
fit alors apparaître un coefficient particulier qui 
reliait linéairement les rentabilités espérées des 
titres composant le portefeuille MV-optimal à 
la rentabilité espérée du portefeuille MV-opti-
mal lui-même. L’interprétation financière de ce 
coefficient restait à trouver. Ce fut la surprise 
du bêta, qui illustre comment une construction 
mathématique devint une source de signification 
financière, pivot de la première quantification de 
la théorie financière.
Si la variance était nulle, que se passait-il ? C’est 
à cette question que répond James Tobin en 
1958, en publiant un article fondamental inti-
tulé « Liquidity Preference as Behavior Towards 
Risk  ». Que se passerait-il dans le modèle de 
Markowitz si l’un des actifs utilisés dans la com-
position du portefeuille MV-optimal était sans 
risque (par exemple un bon du Trésor) ? Mathé-
matiquement, dans le sens restreint de la conven-
tion des années 1960, un actif sans risque est un 
actif de variance nulle. Comme le dit Tobin, « si 
l’un des actifs du modèle de Markowitz était non 
risqué, cela aurait une conséquence intéressante ». 
Laquelle  ? La résolution du programme d’opti-
misation avec un actif de variance nulle conduit 
à obtenir dans le plan espérance / écart type, à 
la place de l’hyperbole de Markowitz, une demi-
droite dont l’origine est la valeur de la rentabilité 
certaine de l’actif sans risque. Si nous considérons 
alors les deux frontières de Markowitz (avec et 
sans demi-droite), nous trouvons un point de tan-
gence qui correspond un portefeuille MV-optimal 

très particulier, appelé pour cette raison « porte-
feuille MV-optimal tangent ».
Mathématiquement, Tobin montre alors que la 
seule décision à prendre pour quiconque cherche à 
composer son portefeuille de la meilleure manière 
possible n’est pas de choisir des titres selon les cri-
tères rentabilité espérée / risque attendu, mais 
seulement de choisir une proportion donnée 
(x  %) à investir dans le portefeuille MV-opti-
mal tangent, le reste (1-x %) étant investi en actif 
non risqué. La proportion x % est donnée par la 
quantification de l’attitude de l’acheteur devant le 
risque, au moyen des formalisations des fonctions 
d’utilité. Cette répartition entre placement sans 
risque et portefeuille MV-optimal tangent sera 
appelée par la suite dans les pratiques profession-
nelles «  décision stratégique d’investissement  » 
ou « stratégie de répartition des fonds » («  stra-
tegic asset allocation »). Par rapport au programme 
initial de Markowitz, il s’agit d’un déplacement 
intellectuel important sur la manière de concevoir 
une allocation d’actif qui soit « la meilleure pos-
sible en fonction du couple rentabilité / risque ».
Quelque chose d’extrêmement important pour 
les manières de concevoir la construction des 
portefeuilles d’actifs vient d’être injecté dans les 
années 1960 bien que cette innovation ne fut pas 
perçue immédiatement dans toute son ampleur 
et pour toutes ses conséquences pratiques. Le 
cadre d’optimisation moyenne-variance ne pre-
nait en compte que les moments d’ordre 1 et 2. 
Cette convention de quantification impliquait 
que la notion de risque soit résumable par le seul 
moment d’ordre 2, sa variance.

Pratique du bêta :  
le bêta statistique de 1963
Avec le modèle de Markowitz, il y a un problème 
pratique à résoudre. Il faut disposer des valeurs 
numériques des termes qui entrent dans la calcul 
d’optimisation, donc les estimer statistique-
ment ou les fixer par anticipation, et le nombre 
de ces termes est grand. En effet, si le calcul de 
la moyenne de la rentabilité du portefeuille est 
direct (moyenne pondérée des rentabilités de 
chaque titre), il en va autrement de la variance de 
la rentabilité, qui est une combinaison linéaire des 
variances des rentabilités des titres qui le com-
posent et de la covariance des rentabilités des 
titres entre elles. Pour n titres (actifs) dans un 
portefeuille, s’il n’y a que n moyennes de rentabi-
lités attendues, il y a n termes de variance et n2−n 
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termes de covariance. Comme la covariance entre 
deux titres ne dépend pas de l’ordre entre ces titres, 
le nombre de termes à estimer pour la compo-
sante « risque » est divisé par deux soit (n2−n)/2. 
Autrement dit, pour n actifs, l’estimation des 
valeurs numériques nécessaires à la résolution du 
programme de Markowitz impose de déterminer 
n termes de variances et (n2−n)/2 termes de cova-
riance soit n(n+1)/2 termes de « risque » au total. 
Par exemple, pour n = 100 titres, cela conduit à 
l’estimation de 5 050 termes. En 1952, les capa-
cités de calcul limitées des professionnels de la 
gestion rendent inapplicable cette méthode. C’est 
là qu’intervient l’apport de l’étudiant en thèse de 
doctorat de Markowitz, William Sharpe.
L’idée de Sharpe (1963) fut de considérer le 
« marché » comme une « cause commune » des 
variations de chaque titre représentée par un 
indice boursier, et de chercher comment le titre 
examiné variait par rapport à cette cause com-
mune  : amplifiait-t-il ou réduisait-il les mouve-
ments du marché  ? Le problème de Markowitz 
fut ainsi grandement simplifié en introduisant un 
modèle économétrique linéaire à indice de mar-
ché dont la conséquence technique est une dia-
gonalisation de la matrice de variance-covariance. 
La relation postulée par Sharpe en 1963 pour un 
marché est appelée le modèle linéaire de marché 
de Sharpe. Il est essentiel de ne pas le confondre 
avec le modèle d’équilibre des actifs financiers 
(CAPM voir ci-dessous) que Sharpe élabore en 
1964. Avec la modélisation de Sharpe de 1963, 
la covariance entre deux actions devient très 
simple. Pour n titres, le modèle linéaire de mar-
ché fait passer la quantité de termes à estimer de 
n(n+1)/2 à 3n. Par exemple, pour n = 100 titres, le 
nombre de termes passe de 5 050 avec le modèle 
initial de Markowitz à 300 avec le modèle modi-
fié de Sharpe. L’informatique naissante permet à 
Sharpe d’envisager une série de tests pratiques en 
développant lui-même un programme de calcul 
approprié, le programme RAND QP code. Nous 
retrouvons ici l’importance de la Rand Corpo-
ration dans la recherche économique appliquée 
américaine des années 1960 (Dahan et Pestre, 
2004).
Grâce à cette réduction drastique, Sharpe (1963, 
p. 285) indique que le temps de calcul nécessaire 
à la résolution du problème du portefeuille pour 
100 titres passe de 33 minutes sur un ordinateur 
IBM 7090 avec le modèle de Markowitz, à 30 
secondes avec son propre modèle. Inversement, 

la capacité réduite requise pour son modèle per-
met de traiter plus de titres à temps égal : avec 
un ordinateur IBM 7090, il est possible de trai-
ter, soit 249 titres avec le modèle de Markowitz, 
soit plus de 2 000 avec le modèle linéaire. Aussi, 
Sharpe peut conclure son article de 1963 par cet 
encouragement à l’utilisation de son modèle  : 
« Pour ces raisons, le choix du modèle linéaire 
semble être excellent pour une première applica-
tion pratique de la méthode de Markowitz. » Le 
bêta statistique est né.

Economie du bêta :  
le bêta financier de 1964
Il restait à «  identifier  » sur le marché ce que 
pouvait être le portefeuille MV-optimal tangent, 
c’est-à-dire, à nouveau, à donner un sens financier 
à une écriture mathématique. Une fois encore, 
les mathématiques financières ont précédé les 
« réalités » financières, dans la mesure où c’est la 
construction mathématique qui devient ensuite 
une source de significations. En 1964, Sharpe 
démontra mathématiquement que, si le marché 
était efficace au sens informationnel (dans le sens 
de Fama, voir plus bas), le portefeuille MV-opti-
mal tangent était alors le portefeuille composé 
de tous les titres de la cote pour autant que toute 
l’économie soit cotée. Cette construction abstraite 
qui « identifie » le portefeuille MV-optimal tan-
gent au « marché » dans le sens du modèle linéaire 
de 1963  est le principal résultat du modèle d’éva-
luation des actifs financiers (CAPM), qui valut à 
Sharpe le prix de la banque de Suède en mémoire 
d’Alfred Nobel (ou « prix Nobel d’économie ») en 
1990.
Avec cette association, il devenait inutile de cher-
cher à construire des portefeuilles avec des choix 
de titres judicieux issus d’un savoir-faire de pro-
fessionnels aux salaires élevés, puisque aucune 
gestion active, même appuyée sur des solides 
compétences professionnelles d’analyse finan-
cière, ne pourrait produire une meilleure perfor-
mance que celle du « marché » en tant qu’il était 
MV-optimal tangent. Cette idée marqua l’avène-
ment d’une nouvelle activité financière, la fabrica-
tion d’indices représentatifs du « marché ». Mais 
les indices fabriqués n’étaient pas exactement 
MV-optimaux tangents et des problèmes pra-
tiques apparurent très vite avec leur utilisation car 
les bêtas calculés étaient biaisés par rapport aux 
bêtas théoriques issus d’indices MV-optimaux 
tangents.
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Le fonctionnement  
de la première quantification
Nous allons présenter la manière dont la première 
quantification a traité les grandeurs financières 
en appréhendant le monde réel des marchés par 
les instruments théoriques issus de la surprise du 
bêta. Pour ne pas alourdir l’exposé avec d’inutiles 
complexités de modélisation qui auraient pour 
effet de produire un brouillage mathématique des 
enjeux de cette représentation du monde finan-
cier, nous choisissons délibérément un exemple 
très stylisé, dont la simplicité même permettra 
d’accéder aux enjeux cognitifs de la quantification.

Détermination de la relation entre le 
présent et le futur : une société
Considérons à nouveau l’exemple élémentaire 
introduit plus haut. La valeur future espérée de 
l’action avec des deux scénarios équiprobables est 
la moyenne pondérée des deux valeurs prévision-
nelles avec les probabilités correspondantes, soit : 
140 x 0,50 + 200 x 0,50 = 170 euros. Remarquons 
à ce stade de la présentation que rien ne garantit 
que les valeurs futures prévisionnelles aient une 
quelconque proximité avec la situation écono-
mique de l’entreprise. Il serait tout aussi possible 
d’imaginer des valeurs futures prévisionnelles 
issues, non de calculs d’analyse financière, mais 
de rumeurs sur des évolutions potentielles de 
l’entreprise en dehors de tout calcul de scénario 
économique. La valeur actuelle est issue de cette 
croyance et de ces représentations.
La valeur actuelle est 150 euros. Il apparaît par 
déduction que le facteur d’actualisation qui 
ramène la valeur future espérée (170 euros) à la 
valeur actuelle est égal à 150/170 = 0,8824, ce 
qui représente un taux d’actualisation de 13,33%. 
La valeur actuelle de 150 euros représente donc 
une valeur future espérée actualisée à un taux de 
13,33%, soit :

Ce taux de 13,33% représente le taux d’actuali-
sation qui équilibre le marché du titre en fonc-
tion de la volatilité des valeurs prévisionnelles de 
20% : c’est une croyance collective sur le risque.
Une fois l’information considérée comme per-
tinente par les professionnels « passée  » dans le 

cours coté («  l’information est dans les cours  » 
disent les professionnels), alors le cours présent 
(ici 150 euros) contient la meilleure prévision 
du cours futur attendu (au sens de son espérance 
mathématique). Ici, l’information recouvre tout 
ce qui a permis de former les cours cibles des scé-
narios, incluant leur dispersion potentielle.

Détermination de la relation  
entre le présent et le futur :  
plusieurs sociétés ou « le marché »
Elargissons maintenant notre exemple en intro-
duisant le « marché ». Pour conserver la simplicité 
mathématique de l’exemple, nous limitons le mar-
ché à deux sociétés. La première société est celle 
vue précédemment, que nous notons société A. 
Il existe une seconde société notée B qui, comme 
la première, fait l’objet de prévisions d’analystes 
financiers. Imaginons que le cours coté en bourse 
soit 66 euros. Dans le premier scénario écono-
mique, la valeur de l’action de cette société serait 
par exemple 50 euros. Dans le second scénario,  
elle monterait à 120 euros.
Un raisonnement similaire à celui tenu avec la 
société A peut être tenu avec la société B. Dans 
le monde du « phénomène » (P) l’équation de la 
valeur actuelle est :

Le taux de 28,79% représente le taux d’actualisa-
tion qui équilibre le marché du titre.
Il est possible d’écrire différemment les relations 
précédentes. Le chiffre de 1+0,1333 = 1,1333 est 
un facteur de capitalisation, qui permet de cal-
culer une valeur future à partir de la valeur d’au-
jourd’hui. Son inverse, soit 1/1,1333 = 0,8824 est 
un facteur d’actualisation. Avec ce facteur, la rela-
tion sur A s’écrit :

150 = 0,8824 × (140 × 0,50 + 200 × 0,50)
A l’instar de l’écriture précédente utilisant le fac-
teur d’actualisation, la relation sur B s’écrit :

66 = 0,7765 × (50 × 0,50 + 120 × 0,50)
Le taux de la rentabilité attendue pour un inves-
tissement sur la société A est de 13,33%. Conser-
vons l’hypothèse d’un taux des placements non 
risqués (compte d’épargne, bon du Trésor, marché 
monétaire) sur cette même période de 2%. Dans le 
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cadre de la première quantification, cela veut dire 
que la prime de risque demandée par les investis-
seurs pour la société A est égale à 13,33% – 2% 
= 11,33%. De même, pour la société B, la prime 
de risque est égale à 33,04% – 2% = 31,04%. Si 
l’on considère le marché globalement, le système 
de prix cotés conduit au système des rentabilités 
attendues en fonction des primes de risque :

L’arbitrage du marché
Il s’agit ici de comprendre comment se forme 
l’équilibre entre la valeur présente de la société et 
les valeurs futures prévues par les analystes finan-
ciers. Plus précisément, il s’agit de se demander 
si la valeur présente est cohérente avec les valeurs 
futures prévisionnelles. Si la valeur présente est 
cohérente avec les valeurs des scénarios, alors un 
équilibre s’est formé entre les prévisions des ana-
lystes, les attentes des agents, et les opérations 
des investisseurs qui ont conduit à l’établissement 
(dans l’exemple initial) de la valeur de 150 euros.
Dans le vocabulaire des économistes, la cohé-
rence entre la valeur présente et les valeurs futures 
prévisionnelles est appelée un équilibre à antici-
pations rationnelles («  rational expectations equi-
librium  »), la rationalité indiquant ici une cohé-
rence entre une valeur présente et l’information 
dont on dispose pour les valeurs futures prévues. 
Une formulation plus intuitive de « rational expec-
tations equilibrium » pourrait être utilisée en fran-
çais, en suivant la traduction de Jean de Largen-
taye de la Théorie générale de Keynes (1936), dans 
laquelle le terme « expectation » était traduit par 
« prévision ». On parlerait alors d’un « équilibre 
à prévisions cohérentes  ». Une autre traduction 
serait également possible en utilisant « attendre » 
pour « to expect », dans le sens du commentaire 
de Durkheim sur la crise de 1929, dans lequel 
Durkheim parlait d’attentes collectives. Dans 
la mesure où ce lien entre le présent coté et le 
futur attendu repose sur les attentes collectives 
des agents, les croyances que forment les inves-
tisseurs en fonction d’une logique prévisionnelle 
qui doit être cohérente avec l’information dispo-
nible, on pourrait aussi traduire « rational expecta-
tions equilibrium » équilibre d’attentes cohérentes. 
L’équilibre du marché contient donc une idée 
de croyance collective partagée sur des valeurs 

futures prévisionnelles, c’est-à-dire une croyance 
sur la rentabilité et les représentations du risque.
Les deux cours de A (150 euros) et de B (66 euros) 
forment un système de prix, le système (150,66) 
que l’on représente de la manière suivante :

Dans le monde réel, il s’agirait de l’ensemble de la 
cote boursière. Nous allons supposer par la suite 
que l’économie est limitée à ces deux sociétés et 
qu’il existe des possibilités de placement non ris-
qué (« marché monétaire »).
Un arbitrage est une opération financière qui 
permet d’obtenir un gain certain sans prendre le 
moindre risque. Par exemple avant l’avènement 
de l’informatique et des écrans d’ordinateur, à 
l’époque des cotations d’un même titre sur deux 
places boursières différentes, une action d’une 
même société pouvait coter simultanément à la 
bourse de Paris et à celle de New York avec deux 
cours différents. Dans cette situation, un arbitrage 
était possible, consistant à acheter l’un des titres 
à Paris et à le revendre à New York ou récipro-
quement. Puisqu’il s’agissait de la même société, 
l’écart de cours devait théoriquement se résor-
ber, le mouvement de résorption produisant un 
gain sans risque pour celui qui avait pris position 
sur l’écart de cours. Cette situation était simple 
mais faisait apparaître ce qui constitue l’essence 
de l’arbitrage, un pari sur la réduction d’un écart 
de valeurs. L’on voit que tout arbitrage nécessite 
l’utilisation d’une fonction d’évaluation des titres, 
fonction qu’il faut choisir parmi plusieurs modèles 
d’évaluation possible, ce choix représentant une 
convention d’évaluation. Ainsi, de manière plus 
générale, une opération d’arbitrage consiste, à 
partir d’une fonction d’évaluation choisie, à trou-
ver des occasions d’intervention sur des écarts de 
valeur, en pariant sur la réduction de cet écart sans 
qu’il y ait le moindre risque que cette réduction 
n’advienne pas.
Dans l’exemple élémentaire que nous avons pré-
senté, le marché – le système de prix (150,66) 
– n’est pas arbitré car il existe des possibili-
tés d’obtention de gain très élevé sans prendre 
aucun risque. En effet, il est possible de trouver 
un portefeuille composé des deux sociétés A et 
B (sur leurs cours de 150 et 66 euros) qui per-
mette d’obtenir un taux de rentabilité dont la 
valeur ne dépend pas des scénarios, c’est-à-dire 
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d’un taux de rentabilité certain. C’est le cas par 
exemple si l’on achète 1029 titres de la société A 
à 150 euros et l’on vend à découvert 888 titres de 
la société B à 66 euros. Le mouvement de tré-
sorerie est –1029 x 150 + 882 x 66 = –96 138 
euros, que l’on finance en les empruntant sur le 
marché de l’argent. Au moment du dénouement 
de l’opération en fin de période (remboursement 
de 96 138 euros augmentés des intérêts et rachat 
des 888 titres), on vérifie qu’on obtient une renta-
bilité de 4% quel que soit le scénario (pessimiste 
ou optimiste), donc sans aucune incertitude sur 
le résultat puisque ce résultat ne dépend pas des 
états possibles du monde (il est vérifié dans les 
deux scénarios).
Supposons que le taux sans risque soit 2%. Une 
telle situation est très intéressante : il suffirait 
d’emprunter au marché monétaire (2%) le mon-
tant permettant d’acheter ce portefeuille, d’obte-
nir la rentabilité certaine (4%) sans aucun risque, 
et d’encaisser ensuite la différence de rentabi-
lité. Il apparaît donc une anomalie dans le mar-
ché, puisqu’il serait possible de dégager des gains 
très importants sans prendre de risque  : il suffi-
rait d’acheter des quantités très importantes de 
A, d’emprunter de quoi financer son achat, et 
de vendre autant de B que nécessaire. Une telle 
anomalie représente une incohérence dans la for-
mation des cours en fonction des prévisions des 
cours cibles. Cette situation ne peut pas perdurer 
longtemps car tôt ou tard, quelqu’un (un opéra-
teur de marché, un investisseur, un arbitragiste 
spécialisé) va la détecter et intervenir sur le mar-
ché pour en profiter. Ce faisant, par son interven-
tion, il réduira l’arbitrage en sorte que, à l’issue de 
l’intervention, le marché aura été « vidé » de tout 
arbitrage possible. Il n’y aura plus de possibilité 
d’arbitrage (« absence of opportunity of arbitrage »). 

Cette condition de non existence d’arbitrage 
représente le fondement des représentations des 
deux quantifications de la théorie financière.
L’opération d’arbitrage a pour effet de faire bou-
ger les cours : l’achat de titres de la société A va 
faire monter le cours de A et la vente de titres 
de la société B va faire baisser celui de B. Ima-
ginons que le cours de B s’ajuste seul. Ce cours 
va baisser jusqu’à ce que sa nouvelle valeur soit 
suffisamment basse pour que l’opération d’arbi-
trage ne dégage plus de rentabilité certaine supé-
rieure à celle de placements non risqués existants. 
Dans l’exemple utilisé, on trouve que la valeur de 
B après arbitrage est de 63,89 euros. 
Avec cette nouvelle valeur, dans le monde du 
« phénomène » (P) l’équation de la valeur actuelle 
est :

Le taux de 33,04% représente le taux d’actualisa-
tion qui équilibre le marché du titre arbitré. Par 
rapport au taux précédent de 28,79%, il apparaît 
que la société B procurait une rentabilité trop 
faible relativement à la société A. L’arbitrage a eu 
pour effet d’augmenter la rentabilité de la société 
B. De nouveau, nous nous apercevons que l’arbi-
trage est toujours relatif et n’indique rien de ce que 
devrait être la rentabilité de la société B d’un point 
de vue économique. Il s’agit juste, d’une certaine 
manière, d’un test de cohérence des attentes des 
investisseurs, que ces attentes soient économique-
ment fondées ou non. Avec une autre société que 
la société A, une autre cohérence aurait surgi du 
marché. L’écriture en facteur d’actualisation est :

63,89 = 50 × 0,7517 × 0,50 + 120 × 0,7517 × 0,50

Tableau 2. Un marché stylisé avant et après arbitrage sur la société B

Observations
Cours cotés sur le marché en date 0

Croyances collectives partagées
Cours cibles des analystes financiers pour la date 1

AVANT arbitrage APRES arbitrage Scénario pessimiste Scénario optimiste

150 150 140 200
66 63,89 50 120

Probabilité du phénomène (P) 0,50 0,50
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Par l’action des arbitragistes, les cours se sont réa-
justés sur un nouveau niveau de prix, conduisant 
au nouveau système de marché :

C’est la glu des marchés efficients.
Le tableau 2 résume le mouvement opéré sur le 
marché par le mécanisme d’arbitrage.

Indice de marché « CAC 2 »
Dans cet exemple, le « marché » est composé des 
deux seuls titres A et B. Il est donc nécessaire 
de construire l’indice de marché, c’est-à-dire de 
trouver les poids MV-optimaux des sociétés A et 
B dans l’indice. Appelons cet indice le « CAC 2 ». 
Comme on l’a vu, du point de vue de la première 
quantification, ce calcul résulte du programme 
d’optimisation de Markowitz, qu’on applique-
rait ici sur les deux sociétés A et B. Si le marché 
est efficace au sens informationnel, le CAPM de 
Sharpe s’applique et les poids MV-optimaux des 
sociétés dans l’indice représentent leur capitalisa-
tion boursière dans la cote.
La résolution de ce programme conduit aux poids 
MV-optimaux recherchés : 73% de A et 27% de B. 
En appliquant ces poids sur les rentabilités espé-
rées de A et de B, il est aisé d’en déduire celle de 
l’indice CAC 2 : 0,73 x 13,33% + 0,27 x 33,04% 
= 18,60%. La volatilité du CAC 2 s’obtient par le 
calcul de la variance. Le calcul des bêtas de A et 
de B, obtenus à partir des cours cotés de 150 et 
66 euros, fournit respectivement, pour la société 
A, la valeur de 0,68 et pour B, la valeur de 1,87. 
Cela veut dire que si la rentabilité de l’indice 
CAC 2 augmente de 1%, celle de l’actif A aug-
mentera de 0,68% et celle de l’actif B augmentera 
de 1,87%. L’actif B amplifie les mouvements du 
marché, tandis que l’actif a les amortit. De nou-
veau, nous nous apercevons que ces mouvements 
sont relatifs au portefeuille de marché, MV-opti-
mal dans la théorie de Sharpe-Markowitz. Avec 
un autre portefeuille de marché, les valeurs des 
bêtas seraient différentes.

Primes de risque avec bêta
Dans la représentation de Sharpe (1964), la pre-
mière quantification conduit à définir l’équi-
libre du marché au moyen d’un système d’équa-
tions (ici, deux équations puisqu’il n’y a que deux 
sociétés) :

Ce sont les relations du CAPM. Elles conduisent 
à la droite de marché dans le plan bêta-prime de 
risque : les points représentant les titres A et B et 
le portefeuille de marché sont parfaitement ali-
gnés le long de cette droite.
Le graphique 1 présente ces deux représentations 
paradigmatiques de la première quantification.

Graphique 1. Deux images  
de la première quantification.  
Le plan espérance-variance  

(volatilité-rentabilité) de Markowitz 
(1952) et le plan bêta-prime de risque 

du CAPM de Sharpe (1964)
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La seconde quantification 
de Harrison-Kreps-Pliska
La seconde quantification de la théorie financière 
correspond au remplacement de la probabilité (P) 
du phénomène par une nouvelle probabilité (Q) 
que l’on extrait des prix du marché une fois celui-
ci arbitré. Cette nouvelle probabilité représente 
la morphologie de l’incertitude financière qui se 
trouve « dans la tête des agents », d’où sa déno-
mination de « probabilité subjective ». Le passage 
de l’une à l’autre probabilité s’effectue par un opé-
rateur mathématique de changement de proba-
bilité, l’opérateur de Radon-Nikodyn qui corres-
pond financièrement au noyau de l’évaluation de 
Lucas (1978) actualisé au taux sans risque.

La surprise de la probabilité duale
La nouvelle probabilité (Q) extraite du marché 
est apparue dans les premiers travaux de Ross 
(1976) comme une conséquence mathématique 
inattendue des effets de l’arbitrage. Ici, la sur-
prise mathématique fut la découverte de ce que, 
une fois le marché arbitré, il était possible de réé-
crire la relation entre les cours présents cotés et 
les cours futurs actualisés attendus en choisissant 
un taux d’actualisation correspondant à des place-
ments non risqués, cela en modifiant la probabi-
lité des cours futurs attendus.
Le cours coté présent ne changeant pas, il suf-
fisait de transférer les primes de risque espérées 
– qui disparaissaient donc du taux d’actualisation 
du dénominateur – dans la nouvelle probabilité 
du numérateur, en trouvant cette nouvelle proba-
bilité par calage sur le marché, technique qu’on 
appelle l’évaluation « market consistent » dans les 
réglementations internationales. 

Définition de la probabilité duale
Que peut-on dire de cette nouvelle probabilité ? 
Elle correspond à un univers dual au marché 
puisque le taux d’actualisation ne comporte pas 
de prime de risque et que le taux de rentabilité 
espéré d’un actif risqué est égal au taux des place-
ments non risqués (on pourrait appliquer ce rai-
sonnement quel que soit le niveau de risque de 
l’actif détenu, action, obligation, part de société 
non cotée, crédit bancaire etc.). C’est la raison 
pour laquelle on l’appelle en anglais « risk neutral 
probability », ou probabilité relative à un marché 
dans lequel le risque est comme neutralisé.

Adoptons un autre point de vue, celui de la 
psychologie du risque. Puisque l’espérance de 
la rentabilité future de tout actif risqué calcu-
lée avec la nouvelle probabilité est celle du taux 
sans risque, on considère (et on dit) que tout se 
passe comme si ce monde dual était habité par des 
agents n’ayant plus aucune appréhension vis-à-
vis du risque (« risk aversion »), et devenus de ce 
fait indifférents à la prise du risque (« risk neu-
tral »). La neutralisation du risque dans l’écriture 
de la nouvelle probabilité correspond à la neu-
tralité des agents vis-à-vis du risque financier. 
Comme les primes de risque reflètent les atti-
tudes subjectives des agents face à l’incertitude 
des cours futurs, et que la seconde quantification 
transfère cette attitude subjective dans les nou-
velles valeurs de la probabilité modifiée, cette 
nouvelle probabilité exprime les attentes sub-
jectives des agents dans le sens de leur croyance 
collective, d’où sa dénomination de « probabilité 
subjective ».

Découverte de la probabilité duale
Quiconque a eu à enseigner en cours de finance 
la formation et l’émergence de cet objet mathé-
matique, a pu éprouver la surprise intellectuelle 
qui dût vraisemblablement être celle de Ross et 
de ses successeurs lorsqu’ils se trouvèrent devant 
l’apparition de cette quantité qui surgissait au 
détour des équations. Mais, une fois comprise 
cette quantité comme une nouvelle probabilité, 
qu’il restait encore à interpréter, la voie devenait 
grande ouverte pour récrire complètement les 
mécanismes de marché en transposant toutes 
les relations écrites avec des primes de risques 
dans le marché «  réel  » (la probabilité (P) du 
monde du phénomène) en relations sans primes 
de risque dans le monde dual que cette nouvelle 
probabilité (Q) décrivait.
On se retrouve ici à nouveau avec un exemple de 
développement endogène des mathématiques qui 
produisent un nouvel objet non encore pourvu de 
signification financière. En cela, la seconde quan-
tification suit un chemin analogue à la première 
puisque, comme dans le cas du bêta qui sera à 
l’origine de nouvelles méthodes de gestion finan-
cière, c’est aussi une surprise mathématique qui 
provoquera le développement de la nouvelle tech-
nologie financière reposant sur la mathématisa-
tion de l’arbitrage.
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Intérêt de la probabilité duale
Il est toujours possible de transformer mathéma-
tiquement une équation d’évaluation financière 
pour faire apparaître au numérateur ce qui était 
auparavant au dénominateur, mais cette opéra-
tion de retraitement ne crée pas pour autant une 
nouvelle probabilité, c’est-à-dire une quantité 
dont les valeurs sont comprises entre 0 et 1. La 
seconde quantification a montré que cette trans-
formation mathématique n’était pertinente que 
lorsque le marché était arbitré. Dans ce cas seu-
lement, ce nouvel objet mathématique étrange 
qui apparaissait prenait les valeurs d’une proba-
bilité tandis que, dans le cas contraire, les valeurs 
de cet objet mathématique étaient inférieures à 0 
ou supérieures à 1. Dans un marché arbitré, cette 
nouvelle probabilité était unique. C’est l’unicité 
de cette nouvelle probabilité qui rend féconde la 
seconde quantification.

La condition d’absence d’arbitrage
A partir des années 1980, il s’est agi de «  for-
cer  » l’existence de cette nouvelle probabilité 
pour s’assurer que le marché était arbitré, avec les 
contraintes pratiques sur les cours des actifs qui 
permettaient aux valeurs de cette nouvelle quan-
tité de rester comprises entre 0 et 1. En arbitrant 
le marché à partir de leur salle de marché, les opé-
rateurs financiers créaient la nouvelle probabilité 
puisque leur arbitrage permettait aux valeurs de 
cette quantité de rester dans l’intervalle (0,1). Et 
réciproquement, la fixation de l’intervalle (0,1) 
sur cette quantité indiquait quels pouvaient être 
les prix admissibles des actifs qui vidaient le mar-
ché de tout arbitrage qui aurait permis d’obtenir 
un gain sans prise de risque.
La condition d’absence d’arbitrage («  Absence 
of Opportunity of Arbitrage  ») devenait ainsi la 
condition d’existence de la nouvelle probabilité et 
réciproquement. La seconde quantification de la 
théorie financière résulta donc de la compréhen-
sion profonde de la relation entre marché arbitré 
et unicité de la nouvelle probabilité.

Le fonctionnement de la seconde 
quantification
Comme pour la première quantification, nous 
présentons la seconde quantification à partir du 
même exemple élémentaire qui permet d’en sai-
sir la surprenante nouveauté. Dans les deux cas, 
il s’agit du même objectif, modéliser l’efficacité 
informationnelle d’un marché.

Détermination de la relation entre le 
présent et le futur : une société
Imaginons que les investisseurs soient indiffé-
rents au risque, et ne demandent pas, pour cette 
raison, de prime de risque pour leur placement. 
Dans ce cas, le taux des placements non risqués 
(2%) devient le taux de rentabilité utilisé dans les 
calculs de valeur actuelle. Mais comme le cours de 
150 euros (ou la valeur de 150 euros si la société 
n’est pas cotée) existe et qu’il n’est pas possible de 
le changer, il faut bien trouver une manière de 
corriger la relation ci-dessus afin que l’on retrouve 
bien 150 euros avec un taux sans prime de risque. 
On voit que la seule manière de procéder est de 
modifier les valeurs de la probabilité utilisée (P).
Demandons-nous alors quelle seraient les valeurs 
de cette nouvelle probabilité qui permettraient 
de retrouver 150 euros avec un taux de 2%. Cette 
question, complexe dans le monde réel des mar-
chés, est simple dans notre exemple : il suffit de 
résoudre une équation dans laquelle les valeurs 
de cette nouvelle probabilité sont l’inconnue. 
C’est-à-dire :

Sachant que la somme des deux probabilités des 
scénarios doit nécessairement être égale à 1, on 
trouve les valeurs suivantes :

Cette nouvelle probabilité qui pondère les scéna-
rios économiques par les valeurs 0,78 et 0,22 est 
la nouvelle probabilité recherchée, notée Q. Ici, 
cette probabilité dépend de la société A, dans la 
mesure où ses valeurs sont extraites du marché 
calé sur le cours coté (ou la valeur) de la société A. 
pour cette raison, notons-la en l’indexant par A : 
QA. De la même manière que précédemment, une 
autre lecture de la fraction ci-dessus est possible 
en l’écrivant linéairement avec le facteur d’actua-
lisation 1/1,02 = 0,9804 :

150 = 0,9804 × (140 x 0,78 + 200 x 0,22)
Le taux de rentabilité espérée avec cette nouvelle 
probabilité est le taux des placements non risqués, 
alors que la détention de la société A est risquée. 
La prime de risque n’a pas disparu, elle est logée 
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dans une autre quantité que le taux d’actualisa-
tion : les valeurs de la nouvelle probabilité.
En se représentant l’évaluation financière comme 
un rapport entre un numérateur qui quantifie 
des flux futurs espérés et un dénominateur qui 
quantifie un rabat du futur au présent par un taux 
d’actualisation, la seconde quantification peut 
être comprise simplement comme un passage du 
dénominateur (primes de risque des titres par leur 
bêta) au numérateur (probabilité modifiée). Dans 
la seconde quantification, les primes de risques 
– qui sont fonctions du bêta dans la première 
quantification, disparaissent toutes des équations 
d’évaluation. En d’autres termes, quel que soit le 
titre considéré (action, obligation, part de société 
non cotée etc.), son taux d’actualisation sera celui 
d’un placement non risqué.

Détermination de la relation  
entre le présent et le futur :  
plusieurs sociétés ou « le marché »
Le raisonnement qui vient d’être fait peut se déve-
lopper sur toute autre société ou tout autre actif. 
Chaque actif fait émerger de nouvelles valeurs de 
la probabilité (Q). Mais l’intérêt de la seconde 
quantification ne vient pas d’une simple trans-
formation de la probabilité du phénomène (P) en 
probabilité duale (Q) pour chaque titre. Dans ce 
cas, il y aurait autant de probabilités duales (Q) 
que d’actifs et l’avantage d’avoir remplacé le bêta 
des titres par leur probabilité duale n’apparaîtrait 
pas. L’intérêt de la seconde quantification vient de 
ce que, lorsque le marché est arbitré, la nouvelle 
probabilité (Q) est unique : la même pour tous les 
agents et pour tous les titres. Les croyances col-
lectives se coordonnent et se calent sur un cours 
futur attendu. La nouvelle probabilité (Q) extrait 
du marché sa « vérité ».
Nous montrons ceci avec l’exemple élémentaire 
que nous utilisons. Dans le monde dual (Q), la 
relation sur la société B devient :

Le calcul fait avec la société B conduit à d’autres 
valeurs de la nouvelle probabilité (Q) : 0,75 (cas 
pessimiste) et 0,25 (cas optimiste).

On vérifie que les valeurs de la nouvelle probabi-
lité obtenues avec le cours de B sont différentes 
ces valeurs obtenues avec le cours de A. Pourtant, 
dans un marché arbitré, avec le nouveau cours de 
la société B, la probabilité subjective (Q) prend les 
mêmes valeurs pour A que pour B. En effet, avec 
le cours arbitré de B, dans le monde dual (Q), la 
valeur actuelle devient :

Le calcul fait avec la société B conduit aux valeurs 
de la nouvelle probabilité  (Q) que les valeurs 
obtenues avec A : 0,78 (cas pessimiste) et 0,22 
(cas optimiste). Dans un marché arbitré (effica-
cité informationnelle à l’équilibre), la probabilité 
subjective (Q) est unique.

Cours 
coté

Q 
(pessimiste)

Q 
(optimiste)

150 Probabilité 
Q extraite 

du cours de 
l’actif A

0,78 0,22

66 Probabilité 
Q extraite 

du cours de 
l’actif B

0,75 0,25

Tableau 3. Seconde quantification : 
les différentes probabilités Q dans un 

marché non arbitré

Cours 
coté

Q 
(pessimiste)

Q 
(optimiste)

150 Probabilité 
Q extraite 

du cours de 
l’actif A

0,78 0,22

63,89 Probabilité 
Q extraite 

du cours de 
l’actif B

0,78 0,22

Tableau 4. Seconde quantification : 
l’unicité de la probabilité Q après 

arbitrage
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Le système de prix arbitré s’écrit, dans la seconde 
quantification :

Correspondance entre les deux 
quantifications
Si les deux quantifications portent sur le même 
marché, on peut établir la correspondance entre 
l’une et l’autre représentation. Curieusement, 
cette démarche ne semble pas avoir été explicitée 
dans les différents manuels de finance. Au moyen 
de l’exemple simple que nous avons choisi pour 
ses qualités pédagogiques, nous présentons dans 
le tableau ci-dessous cette correspondance. En 
bleu figurent les valeurs numériques de la pre-
mière quantification, en rouge celles de la seconde. 
On vérifie que les calculs d’espérance mathéma-
tique avec la probabilité duale (Q) conduisent à 
retrouver, quelle que soit la rentabilité espérée des 
actifs dans la première quantification (13,33% et 
33,04% pour A et B ; 18,60% pour le CAC2), la 
valeur du taux sans risque de 2%.
Du point de vue des équations du marché arbitré 
à l’équilibre, on peut comparer l’équilibre du mar-
ché s’écrit dans la première quantification :

à son écriture dans la seconde :

Comme l’observe Pliska dans son manuel de 
1997, Introduction to Mathematical Finance, les 
enseignements de finance et les manuels de cours 

sont datables en fonction de leur formalisme, 
selon qu’ils utilisent ou non la seconde quantifica-
tion dans la présentation de la théorie financière.

La valeur actuelle d’une 
quantification à l’autre
Après avoir présenté les deux quantifications et 
le passage d’une quantification à l’autre, nous 
allons maintenant montrer comment le change-
ment de quantification s’est traduit sur les outils 
de la finance avec l’exemple de l’actualisation, 
technique de base de la finance pratique comme 
théorique. Nous n’avons pas l’intention ici d’en-
trer dans l’histoire de la technique d’actualisation, 
mais seulement d’examiner comment les deux 
quantifications transforment le calcul de la valeur 
actuelle en se juxtaposant sur la formule l’initiale 
et en l’hybridant par les probabilités historique 
(P) puis duale (Q).

La valeur actuelle  
avant la première quantification
Le principe du calcul de la valeur actuelle est 
de rabattre les valeurs futures sur le présent, au 
moyen d’un coefficient approprié qui permet le 
passage du futur au présent :

Valeur actuelle = valeur future actualisée (1)
Ceci pour chaque échéance future. Dans la repré-
sentation de Fisher (1906) puis de Keynes, il y a 
plusieurs valeurs futures qui sont les flux de reve-
nus que l’on peut attendre de l’investissement, et 
la formule ci-dessus s’écrit en toute généralité :

Valeur actuelle =  
somme des flux futurs actualisés (2)

Equilibre du marché arbitré en date 0 Monde dual

date 0 date 1 état b date 1 état h EP volatilité prime risque EQ

1 Monétaire 1,02 1,02
150 A 140 200

63,89 B 50 120
probabilité P 0,50 0,50 la plus vraisemblable
probabilité Q 0,78 0,22 extraite du marché arbitré

Représentation de RA -6,67% 33,33% 13,33% 20,00% 11,33% 2,00%
MARKOWITZ RB -21,74% 87,83% 33,04% 54,78% 31,04% 2,00%

CAPM de SHARPE RM -10,70% 47,91% 18,60% 25,38% 16,60% 2,00%

Tableau 5. Correspondance entre les deux quantifications
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L’élément déterminant pour le calcul d’une valeur 
actuelle est le coefficient qui rabat le futur sur le 
présent, appelé facteur d’actualisation :

Valeur actuelle  =  
facteur d’actualisation x valeur future (3)

Ce facteur doit exprimer le passage du temps. 
L’inverse de ce facteur est le taux d’actualisation : 
le taux qui rabat le futur sur le présent.

A un niveau très général, le taux d’actualisation 
est lié au risque de l’investissement. C’est par ce 
lien que les deux quantifications vont entrer dans 
le calcul de la valeur actuelle.

La valeur actuelle dans la première 
quantification
Avant la première quantification, les flux futurs 
et le taux sont supposés donnés ou posés comme 
connus (non entachés d’incertitude). Mais les 
valeurs futures sont toujours entachées d’incerti-
tude et les flux futurs sont (des variables) aléa-
toires («  random cash flows  »). Par exemple en 
assurance-vie, les flux peuvent représenter des 
revenus de contrats d’épargne ; en assurance dom-
mages, les flux peuvent représenter des dépenses 
médicales.
Avec la première quantification, le critère espé-
rance-variance entre dans l’actualisation. Les flux 
futurs sont espérés (espérance mathématique) et 
ils sont risqués (volatilité). Le facteur d’actualisa-
tion et la rentabilité espérée sont obtenus avec le 
CAPM :
Valeur actuelle  = facteur d’actualisation CAPM 

x valeur future espérée (4)
Taux d’actualisation pour un titre = rentabilité 

CAPM espérée de ce titre (5)
Dans la première quantification, l’incertitude sur 
le futur s’exprime par la dispersion des valeurs 
possibles de cours futurs, appelé volatilité de l’in-
vestissement. Avec cette réduction, une partie du 
taux d’actualisation contient une rémunération 
pour cette dispersion, appelée la prime de risque 
du titre. Plus la volatilité est élevée, et plus le taux 
sera élevé.
Rentabilité espérée d’un titre = taux sans risque + 

prime de risque espérée du titre (6)

La prime de risque espérée d’un titre (ou du mar-
ché) est le supplément de rentabilité que procure 
la détention de ce titre (ou de l’indice de mar-
ché) par rapport à la rentabilité d’un placement 
non risqué (on dit par abus de langage «  taux 
sans risque ») comme celui un compte de caisse 
d’épargne ou un bon du Trésor. Dans ce dernier 
cas, les valeurs futures sont certaines.
D’où :

L’évaluation financière fait intervenir une croyance 
collective sur le risque. Dans la représentation de 
Sharpe (1964), le bêta permet le calcul direct de 
la prime de risque d’un titre par rapport à celle du 
marché : la prime de risque du titre est avec celle 
du marché dans un rapport de proportionnalité 
chiffré par le coefficient bêta. Dans l’hypothèse où 
ils adoptent la quantification du bêta, les attentes 
subjectives des acheteurs d’un titre seront donc 
exprimées en taux de rentabilité espéré dont l’in-
grédient principal est le bêta du titre par rapport 
au marché :
Prime de risque espérée d’un titre = bêta du titre 

x prime de risque espérée du marché (7)
L’application du CAPM dans les calculs de valeur 
actuelle s’ensuit :

La mise en œuvre de la première quantification 
nécessite de disposer du bêta du titre et de la 
prime de risque du «  marché  ». C’est-à-dire un 
indice représentatif du « marché ».

La valeur actuelle  
dans la seconde quantification
Dans le calcul de valeur actuelle donné par la rela-
tion rappelée ci-dessous, le facteur d’actualisation 
des flux inclut, via le CAPM, la rémunération du 
niveau de risque du titre.

Valeur actuelle d’un flux futur espéré = facteur 
d’actualisation x flux futur espéré (8)

Mais ce facteur reste une quantité exogène, c’est-
à-dire une «  donnée  » utilisée telle quelle dans 
l’analyse financière classique. L’incertitude, pro-
babilisée par la première quantification, ne porte 
que sur les flux, qui sont des flux espérés au sens 
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de l’espérance mathématique. Le facteur d’ac-
tualisation n’est pas aléatoire. Dans la seconde 
quantification, ce facteur devient aléatoire et un 
dialogue s’instaure avec la théorie de l’équilibre 
général en économie.

Le noyau de l’évaluation par le marché
L’idée de LeRoy (1973) puis de Lucas (1978) 
fut de généraliser la relation de valeur actuelle 
en considérant ce facteur d’actualisation comme 
une variable aléatoire prenant différentes valeurs 
selon les états du marché. Dans ce cas, le facteur 
d’actualisation, et donc l’actualisation elle-même, 
devient aléatoire. L’incertitude et sa probabili-
sation enveloppent alors non seulement les flux 
futurs mais aussi le facteur d’actualisation et l’es-
pérance mathématique s’applique sur le produit 
des deux. Comparons les deux relations, avant (9) 
et après (10) l’innovation de Lucas :

Valeur actuelle d’un flux futur espéré = facteur 
d’actualisation x espérance de [flux futur] (9)

Valeur actuelle d’un flux futur espéré = espérance 
de [facteur d’actualisation x flux futur] (10)

La relation (10) est l’équation de Lucas. C’est 
l’équation fondamentale d’évaluation des titres 
dans un marché à l’équilibre. Cette équation 
de Lucas établit la jonction entre l’évaluation 
financière classique d’une société et un modèle 
d’équilibre général en économie avec investisseur 
représentatif  : le facteur d’actualisation aléatoire 
est égal au rapport des utilités marginales de la 
consommation agrégée entre le présent coté et le 
futur attendu.
Les mathématiciens de la finance dénomment  ce 
facteur d’actualisation aléatoire le « noyau d’éva-
luation par le marché » (« Market Pricing Kernel 
»). A la suite de Duffie  (1996) ou Bühlmann et al. 
(1998), les actuaires le  qualifient de « déflateur » 
dans les travaux d’application actuarielle.

Dialogue avec la théorie  
de l’équilibre général
La relation avec le modèle d’équilibre général 
d’Arrow et Debreu est la suivante. En considérant 
que les états du marché sont les « états du monde » 
dans le sens du modèle d’équilibre général d’Ar-
row et Debreu, la valeur du facteur d’actualisation 
selon les différents états du marché correspond au 
prix de l’actif élémentaire d’Arrow-Debreu quan-
tifiant cet état, ajusté par la probabilité de l’état 
correspondant. Ainsi les économistes appellent ce 
facteur la « densité des prix d’états ».
La décomposition du facteur d’actualisation aléa-
toire en facteurs premiers (on parle d’« actifs pre-
miers  » pour décrire les actifs d’Arrow-Debreu) 
est à la racine de la théorie de l’évaluation par 
arbitrage (« Arbitrage Pricing Theory  », APT) de 
Ross (1976) qui déploie sur des axes élémentaires 
(les « facteurs » de prix du marché) les prix de tous 
les actifs réels. Il ne reste plus qu’à interpréter dif-
féremment les valeurs du noyau pour comprendre 
que, dans un marché arbitré, une autre écriture 
des relations d’équilibre entre actifs financiers est 
possible. Ce fut la percée des années 1980.
L’intuition fondamentale qu’ont eue en 1979 et 
1981 Harrison, Kreps et Pliska, a consisté à réin-
terpréter les prix des états du monde d’Arrow et 
Debreu comme des valeurs d’une probabilité par-
ticulière lorsque le marché était arbitré. Il s’agit 
d’une interprétation mathématique  : les valeurs 
de cette nouvelle « probabilité » (Q) ne sont rien 
d’autres que des prix d’Arrow-Debreu cohérents 
avec le marché et normalisés pour que leur somme 
soit égale à 1 (ce qui constitue donc une probabi-
lité). C’est la raison pour laquelle les profession-
nels parlent parfois de cette « probabilité » en la 
dénommant «  probabilité des affaires  » («  busi-
ness probability  »)  : ces valeurs correspondent à 
ce qui résulte des échanges effectués lorsque les 
acheteurs et les vendeurs se sont mis d’accord 
sur un prix de transaction qui leur conviennent. 

Discipline concernée Nom du facteur d’actualisation  
dans la seconde quantification

Finance mathématique Noyau de l’évaluation par le marché
Théorie économique Densité des prix des états du monde
Actuariat Déflateur

Tableau 6. Le facteur d’actualisation dans la seconde quantification
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En un sens, cette « probabilité » est une proba-
bilité de prix de transaction, la mesure qui extrait 
des échanges les valeurs théoriques de l’équilibre 
général d’Arrow-Debreu une fois le marché sta-
bilisé à l’issue de la transaction. Comme si l’on 
disait : à présent que les échanges ont eu lieu, que 
le marché est à l’équilibre, quels seraient, dans 
la représentation de l’équilibre général, les prix 
d’Arrow-Debreu correspondant à cet équilibre.
Si Debreu (1959) avait conçu son modèle d’équi-
libre général comme une abstraction formelle 
dénuée de toute idée d’applicabilité dans le « vrai 
monde  » en n’imaginant pas qu’il en pût être 
autrement, la mathématisation de la finance des 
années 1980, ce que nous appelons la seconde 
quantification de la théorie financière, a fait pas-
ser cette abstraction dans la pratique profession-
nelle quotidienne des financiers. Chaque jour, les 
marchés concrets achètent et vendent des prix 
d’Arrow-Debreu dans les transactions effectuées 
à base d’évaluation en probabilité duale (Q).

La nouvelle formule de la valeur actuelle
Dans la seconde quantification, l’espérance 
mathématique est calculée avec la nouvelle pro-
babilité (Q). Pour signifier que l’espérance mathé-
matique est calculée avec l’une ou l’autre proba-
bilité (P) ou (Q), on place un indice supérieur sur 
le symbole mathématique de l’espérance  : espé-
ranceP pour un calcul avec la probabilité P, espé-
ranceQ pour un calcul avec la probabilité Q. Avec 
cette écriture, le calcul de la valeur actuelle avec 
le déflateur (facteur d’actualisation aléatoire) est :

Valeur actuelle d’un flux futur espéré = espé-
ranceP de [déflateur x flux futur] (12)

En utilisant la nouvelle probabilité (Q), le taux 
d’actualisation au dénominateur n’inclut pas de 
prime de risque : c’est le « taux sans risque ». Le 
facteur d’actualisation de la valeur actuelle dans la 
seconde quantification avec la probabilité Q est 
alors :

On peut comprendre ce facteur d’actualisation 
élémentaire comme la valeur actuelle d’un flux 
dont la valeur future serait exactement 1, repré-
sentant un titre particulier. Ces titres existent sur 
le marché, et sont appelés des obligations à coupon 
nul (« coupon zéro »). Le facteur d’actualisation 

dans la seconde quantification avec la probabilité 
duale (Q) est donc exactement le prix d’un cou-
pon zéro sans risque. La nouvelle formule de la 
valeur actuelle est :

Valeur actuelle d’un flux futur espéré = 
 espéranceQ de [prix coupon zéro sans risque x 

flux futur] (11)
Par exemple, dans la directive « Solvabilité II », 
il est précisé que « la valeur actuelle attendue [du 
montant à actualiser] est estimée sur la base de 
la courbe des taux sans risque pertinente ».Cette 
méthode détermine la valeur d’un flux comme si 
les agents vivaient dans un monde sans risque, 
dans lequel aucun investisseur ne demanderait 
une prime de risque, et donc dans lequel tout ren-
dement de tout actif risqué serait égal au taux sans 
risque. Quoique les flux modifiés (avec la nouvelle 
probabilité) n’aient pas de signification réelle dans 
le « vrai » monde, du point de vue de leur nou-
velle valeur moyenne (car dans le monde réel, les 
investisseurs ne sont pas indifférents au risque et 
demandent une prime de risque), la combinaison 
avec l’actualisation au taux sans risque produit un 
résultat qui est valide dans le « vrai » monde. La 
raison en est que le passage d’un univers risque 
neutre à un univers réel produit simultanément 
deux changements, sur l’espérance des flux et sur 
le taux d’actualisation, et que ces deux change-
ments se compensent toujours exactement.
La différence entre les deux calculs de valeur 
actuelle selon les deux quantifications apparaît. 
Avant la seconde quantification, dans l’évalua-
tion dite «  fondamentale  » des actifs financiers, 
deux analystes financiers professionnels utilisant 
la même méthodologie et les mêmes données 
économiques parvenaient à deux valeurs actuelles 
différentes. Après la seconde quantification, l’uti-
lisation de la même méthodologie et des mêmes 
données conduit à la même valeur actuelle. 
L’art de l’analyste financier professionnel qui le 
conduisait à une conclusion sur la valeur diffé-
rente de celle de ses confrères est remplacé par 
le « marché arbitré » qui unifie les opinions des 
analystes sur une seule valeur actuelle unique, le 
prix de marché.
La seconde quantification a donc modifié signifi-
cativement l’opération d’actualisation, alors même 
que la première n’avait pas eu d’impact important 
sur les pratiques des professionnels.
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La valeur actuelle dans la longue 
durée de la quantification

Pour terminer, si nous plaçons le choix du taux 
d’actualisation dans une perspective de longue 
durée sur les calculs financiers, nous nous aper-
cevons que trois périodes distinctes se succèdent 
dans les calculs de valeur actuelle. Une première 
période utilise un taux d’actualisation donné arbi-
traire, comme dans les approches classiques de 
Fisher ou Keynes. Dans cette première période, le 
risque financier est pris en compte mais n’est pas 
probabilisé. Le taux d’actualisation inclut bien une 
prime de risque mais sans modélisation particu-
lière. La seconde période est celle dans laquelle le 
taux d’actualisation provient d’un modèle d’équi-
libre de marché construit à partir de la théorie du 
portefeuille de Markowitz et Sharpe. Dans cette 
seconde période, la prime de risque résulte de ce 
modèle et le taux d’actualisation intègre donc une 
modélisation du risque probabilisé par l’analyse 
moyenne-variance de la théorie du portefeuille. 
Dans la troisième période, la mathématisation de 
l’arbitrage par Harrison, Kreps et Pliska trans-
forme à nouveau le calcul de la valeur actuelle en 
calant sur le marché l’actualisation des flux futurs. 
Dans cette période, la valeur actuelle de tout 
«  objet  » financier (actif comme passif ) devient 
cohérente avec le marché arbitré, et cette cohé-
rence assure au prix de marché une valeur déter-
minante qui sera utilisée comme référence pour la 
comptabilité (norme IAS 39) et pour l’évaluation 

prudentielle des bilans bancaires ou des entre-
prises d’assurance.
Dans un travail parallèle qui utilise une ana-
lyse conventionnaliste (Chiapello et Walter, 
2015), nous avons proposé de considérer ces trois 
périodes comme trois conventions de quantifica-
tion en finance, qui structurent à la fois les savoirs 
théoriques, les pratiques professionnelles et les 
normes réglementaires financières. De de point 
de vue, les deux quantifications successives de la 
théorie financière et les transformations qu’elles 
impliquent s’inscrivent dans une longue durée de 
la transformation des calculs financiers et dans le 
processus de financiarisation de l’économie que 
nous évoquions dans l’introduction.

Conclusion
Cet article présente les deux quantifications de 
la théorie financière en insistant sur la manière 
dont la seconde quantification retraite différem-
ment les quantités que la première quantification 
avait modélisées et sur les transformations que ce 
retraitement introduit dans les pratiques profes-
sionnelles, en prenant comme exemple canonique 
le calcul usuel de la valeur actuelle.
La première quantification correspond à la pro-
babilisation massive des techniques et méthodes 
de la finance usuelle dans les années 1950, au 
moyen de l’introduction généralisée, dans ces 
méthodes, de l’analyse espérance-variance mise 
au point par Harry Markowitz dans le cadre de 

Calcul de la valeur actuelle Facteur d’actualisation
Avant la première quantification Déterministe fixe
Première quantification Déterministe variable non aléatoire
Seconde quantification Aléatoire

Tableau 7. Le calcul de la valeur actuelle d’une quantification à l’autre

Auteurs des travaux 
principaux

Dates des 
publications

Rentabilité attendue par les agents 
devant le risque

Probabilité utilisée dans 
le calcul de risque

Fisher, Keynes 1906-1921 Taux fixe donné sans modèle N.S.
Fama, Samuelson, Jensen 1965-1978 Taux fixe donné par le CAPM P (« historique »)
Harrison, Kreps, Pliska 1979-1981 Taux des placements sans risque Q («duale »)

Tableau 8. Le taux d’actualisation et la prime de risque  
d’avant la première quantification à la seconde quantification
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la théorie nouvelle des choix de portefeuilles 
(1952, 1959). Cette première quantification se 
déploie dans les années 1960 et conduit simulta-
nément à l’élaboration de la théorie de l’efficacité 
informationnelle d’un marché par Eugene Fama 
(1970-1976), à la construction du modèle d’équi-
libre des actifs financiers de William Sharpe 
(1964) et à la théorie de l’évaluation des ins-
truments dérivés («  options  ») de Fisher Black, 
Myron Scholes et Robert Merton dont la forme 
première et presque définitive apparaît en 1973. 
La base de la probabilisation est une probabi-
lité appelée « historique » qui représente les aléas 
des phénomènes financiers, tels que la statistique 
peut les estimer à partir de séries chronologiques 
passées. Les équations de Black-Scholes et Mer-
ton (1973) contiennent une intuition non triviale 
présente dans la première quantification mais 
qui ne va être pleinement explicitée qu’ensuite  : 
le taux de rendement des actifs risqués apparaît 
comme étant celui des placements non risqués. 
La pleine prise en considération des implications 
de ce résultat conduit à la seconde quantification 
des années 1980, ouverte par Michael Harrison, 
David Kreps et Stanley Pliska.
La seconde quantification de la théorie financière 
correspond au changement de la probabilité uti-
lisée dans les modélisations mathématiques de la 
finance. On passe de la probabilité « historique » 
de la première quantification à une probabilité 
«  subjective  » d’un monde dual au phénomène 
financier, avec laquelle tous les taux de rentabi-
lité espérés des actifs risqués s’aplatissent en taux 
des placements sans risque. Cette probabilité 
très particulière est extraite des prix du marché 
une fois celui-ci arbitré par l’action des agents en 
fonction des croyances qu’ils ont à l’esprit (d’où 
la terminologie de «  subjective »). A l’instar des 
nombres imaginaires (ou complexes) en mathé-
matiques qui permettent d’opérer dans un monde 
dual avant de revenir dans le monde réel comme 
par exemple la transformation de Fourier, le 
seconde quantification revient à transposer dans 
un monde dual imaginaire les opérations finan-
cières du monde réel, à effectuer tous les calculs 
dans ce monde imaginaire, puis à repasser ensuite 
dans le monde réel pour les décisions financières. 
C’est toujours le même marché qui se trouve 
devant le modélisateur, mais le regard porté sur 
le marché n’est plus le même. Dans la première 
quantification, la probabilité est issue d’une esti-
mation statistique des variations passées. Dans la 

seconde quantification, la probabilité est extraite 
des prix arbitrés. La première quantification 
regarde le passé du marché, la seconde calibre son 
futur. Ce n’est donc pas un hasard si, pour trans-
former les marchés réels dans le but de les faire 
tendre vers des marchés théoriques arbitrés, le 
régulateur utilise des outils de gestion construits 
avec la seconde quantification. L’instrument 
implique et progressivement réalise (« rend réel ») 
un monde nouveau, en l’occurrence le monde de 
la seconde quantification de la théorie financière.
La seconde quantification est à l’origine d’un bou-
leversement considérable des manières de penser 
la finance et d’agir concrètement sur les mar-
chés financiers. La totalité des techniques et des 
méthodes de la finance pratique se trouve touchée 
par la seconde quantification, qui pénètre finale-
ment l’espace réglementaire international dans les 
années 2000 à travers les normes prudentielles 
comme par exemple la directive « Solvabilité II ». 
Des pans entiers de l’activité financière jusqu’alors 
restés à l’abri de la financiarisation mathématisée 
comme le secteur de l’assurance et des mutuelles, 
se trouvent tout à coup plongés dans un univers 
mathématique qui impose sa représentation du 
monde aux professionnels, dont la seule issue 
est de modifier les systèmes de gestion pour les 
mettre en phase avec le corpus technico-scienti-
fique de la seconde quantification.
Deux prolongements de cet article sont à envi-
sager. La manière dont la seconde quantification 
va modifier les pratiques professionnelles des 
métiers de l’assurance en entraînant une « seconde 
financiarisation » de ces métiers, que la directive 
«  Solvabilité II  » inscrit dans les textes régle-
mentaires; ainsi que la manière dont la seconde 
quantification conduira le régulateur à chercher à 
faire tendre les marchés réels vers le marché théo-
rique arbitré en utilisant la convention d’effica-
cité informationnelle dans les normes financières 
internationales. Ces deux prolongements feront 
l’objet d’un travail ultérieur.
Enfin, du point de vue de l’éthique de la finance, 
on aperçoit comment les structures mathéma-
tiques des modélisations financières conduisent à 
des changements importants des métiers finan-
ciers et de l’environnement professionnel. Ce 
qui soulève une double question. D’une part, 
peut-on promouvoir une convention de quanti-
fication sans tenir compte de son degré de cor-
roboration avec le phénomène observé ou de son 
effet performatif sur le phénomène lui-même. Ici, 
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l’éthique financière devrait inclure les croyances 
collectives de la modélisation financière mathé-
matique (Walter, 2008). D’autre part, que penser 
de l’acceptation institutionnelle de ces croyances 
même si l’on estime qu’elles ne sont pas fondées, 
ce qui pose le problème du rapport institution-
nel à l’erreur (Picavet, 2009). Ici, l’éthique finan-
cière devrait inclure la question de la régulation 
financière en étendant la notion de responsabilité 
sociale des entreprises ou des investissements, à la 
responsabilité sociale des régulateurs.
Autrement dit, si une institution financière ou 
réglementaire appuie son action sur des hypo-
thèses mathématiques concernant la nature du 
risque financier, il importe de savoir si ces hypo-
thèses sont pertinentes (aspect cognitif ) et s’il est 
raisonnable de les accepter (aspect sociologique). 
Ce qui pose pour finir la question de l’éthique de 
la modélisation financière et du rôle des mathé-
matiques dans la crise financière de 2008, appe-
lant à une appréciation de ce rôle dans l’élabora-
tion d’une éthique financière générale.
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